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PREFACE 


DE LA PREMIERE EDITION. 


Le Mémoire de -Puiseux sur les fonctions algébriques, publié 
en 1854, a ouvert le champ de recherches qui a conduit aux 
grandes découvertes mathématiques de notre époque. Ces décou- 
vertes ont donné a la science du Calcul des principes nécessaires 
et féconds qui, jusqu’alors, lui avaient manqué; elles ont rem- 
placé la notion de fonction, restée obscure et incomplete, par une 
conception précise quia transformé |’Analyse en lui donnant de 
nouvelles bases. Puiseux a le premier mis en compléte lumiére 
Vinsuffisance et le défaut de ce point de vue ot l'on se représen- 
tait, 4 Vimage des polynomes et des fractions rationnelles, les irra- 
tionnelles algébriques et toutes les quantités en nombre infini qui 
ont leur origine dans Je Calcul intégral. En suivant la voie de Cau- 
chy, en considérant la succession des valeurs imaginaires, les che- 
mins décrits simultanément par la variable et les racines d’une 
équation, l’éminent géométre a fait connaitre, dans ses caractéres 
essentiels, leur nature analytique. Il a découvert le réle des points 
critiques, et les circonstances de.l’échange des valeurs initiales 
des racines, lorsque la variable revient 4 son point-de départ, en 
décrivant un contour fermé comprenant un ou plusieurs de ces 
points. [1 a poursuivi les conséquences de ces résultats dans |’ étude 


des intégrales de différentielles algébriques. Il a reconnu que les 
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divers chemins d’intégration donnent naissance a des détermina- 
tions multiples, ce qui l’a conduit a Vorigine, jusqu’alors restée 
entiérement cachée, de la périodicité des fonctions cirenlaires, 
des fonctions elliptiques, des transcendantes a plusieurs variables 
définies par Jacobi comme fonctions inyerses des intégrales hyper- 
elliptiques. 

Aux travaux de Puiseux succédent, en 1857, ceux de Riemann 
accueillis par une admiration unanime, comme l’éyénement le plus 
considérable dans |’Analyse de notre temps. C’est Al’exposition de 
louvre du grand géométre, des recherches et des découvertes 
auxquelles elle a donné lieu qu’est consacré cet Ouvrage. 

Une conception singuliérement originale leur sert de fonde- 
ment, celle des surfaces auxquelles est attaché le nom de I’inven- 
teur, formées de plans superposés, en nombre égal au degré d’une 
équation algébrique, et reliés par des lignes de passage, qu’on 
obtient en joignant d’une certaine maniére les points critiques. 
L’établissement de ces lignes est une premiére question de grande 
importance, rendue depuis beaucoup plus simple et plus facile 
par un beau théoréeme de M. Luroth. S’offre ensuite la notion des 
surfaces connexes, de leurs ordres de connexion, les théorémes 
sur labaissement par des coupures des ordres de connexion, ‘puis 
la formation du systéme canonique des coupures qui raménent la 
surface a étre simplement connexe. De ces considérations pro- 
fondes et délicates résulte une représentation géométrique, qui 
est un instrument de la plus grande puissance pour l’étude des 
fonctions algébriques. Il serait trop long de rappeler toutes les 
découvertes portant ’empreinte du plus grand génie mathéma- 
tique, auxquelles elle conduit Riemann; j’en indiquerai seulement 
quelques-unés. 

Longtemps ayant les travaux de Puiseux, les points critiques 
s’étaient offerts dans la théorie des courbes algébriques, leur 


nombre déterminant la classe, ou bien le degré de léquation 
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de la polaire réciproque. On avait reconnu que la classe d'une 
courbe s’abaisse lorsqu’elle a des points multiples et qu/alors 
des points d’'inflexion disparaissent, mais ces résultats si intéres- 
sants restaient dans le domaine de la Géométrie. Riemann joint 
la Géométrie 4 l’Analyse, en leur donnant une notion nouvelle 
et féconde, celle des substitutions of les coordonnées s’expri- 
ment en fonctions rationnelles de deux variables, ces variables 
étant aussi des fonctions rationnelles des coordonnées. Tant6t on 
a égard 4 l’équation de la courbe, on les nomme alors substitutions 
birationnelles ; tantét on en fait obstraction, on les appelle dans 
ce cas substitutions de Cremona, pour rappeler les beaux travaux 
que leur a consacrés Villustre géométre. Les équations en nombre 
infini qui se déduisent de Pune d'elles par ces transformations 
sont regardées comme équivalentes, leur ensemble forme une 
classe, et elles ont toutes un élément commun ayant le réle d’in- 
variant. C’est un nombre enter que Riemann nomme le genre de 
la courbe et désigne par p; il est lié au nombre des points eri- 
tiques 7r, et au degré m, par l’égalité n = 2 (m—+-p — 1). 

La conception de classe des équations algébriques, celle du 
genre et la relation qu’on vient de donner comptent parmi ses 
plus mémorables découyertes; elles ont conduit a ce résultat im- 
prévu, que les points multiples, qu’on n’avait encore considérés 
qu’en Géométrie, ont en Analyse un role capital, comme éléments 
caractéristiques des propriétés fondamentales des fonctions algée- 
briques. On a, en effet, ce beau théoréme que les équations d'une 
méme classe se raménent 4 une équation normale de degré p +2, 
ayant un nombre de points doubles égal a 4 p(p — 1). En prenant 
Pénoncé sous la forme simple qui est due a M. Nother, et ot 
n’entrent que des points doubles a tangentes séparées, jen rap- 
pelle quelques conséquences. ~ 

Supposons que p soit nul, l’équation normale est du’ second 


degré, ses coordonnées sont des fonctions rationnelles d’un para- 
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métre : il en est donc de méme pour toutes les courbes du genre 
zéro, qui ont le plus grand nombre possible de points doubles 
pour un degré donné. Ce sont les courbes antérieure ment étudiées 
par M. Cayley, et auxquelles Villustre géométre a donné le nom, 
eénéralement adopté, d’untcursales. Supposons ensuite p= 1 
et p—=2, ce nombre maximum sera successivement diminué 
d’une ou de deux unités; il faudra alors s’adjoindre la racine 
carrée d’un polynome du quatriéme ou du sixiéme degré par rap- 
port a la variable auxiliaire. Les expressions obtenues par cette 
voie s’appliquent d’abord a Vintégration des fonctions algé- 
briques de genre p, c’est-a-dire de fonctions rationnelles de la 
variable et de la racine d’une équatiou de ce genre. Pour p=o, 
ces quantités s’obtiennent sous forme finie; pour p= 1, elles se 
raménent aux intégrales elliptiques; on voit ainsi quelle extension 
prend la méthode fondée sur l'emploi des substtutions, dont 
Vusage était auparavant si réstremt. Mais c’est dans un autre 
ordre de question, dans le théoréme d’Abel tout d’abord, que la 


notion du genre se montre avec toute sa portée et sa puissance. 


Abel avait fait la découverte capitale qu’une somme dun 
nombre quelconque d’intégrales a limites arbitraires, de la méme 
fonction algébrique, s’exprime par un nombre fixe dintégrales 
semblables auxquelles s'ajoute une quantité algébrique et loga- 
rithmique. 

Riemann établit que ce nombre est le genre de la fonction; il- 
compléte ainsi l’euvre d’Abel et donne a son théoréme sa forme 
définitive par un énoncé d'une simplicité frappante. En méme 
temps, et au moyen de considérations géométriques; il parvient 
ala définition des intégrales de premiére, de scconde et de troi- 
siéme espéce, sous un point de vue entiérement nouyeau, qui nest 
plus celui de la théorie des fonctions elliptiques, et démontre 
qu'il existe p intégrales de premiére espéce et p intégrales de 


seconde espéce, linéairement indépendantes. On sait que ce mé- 
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morable théoréme d’Abel a ouvert, avec la théorie des fonctions 
elliptiques, le champ de l’Analyse moderme. Jacobi lui découvre, 
comme 1 le dit, son véritable’sens, en généralisant le probléme 
de inversion de l’intégrale elliptique, et définissant les fonctions 
de plusieurs variables 4 périodicité multiple qui ont un théoréme 
d’addition comme les fonctions elliptiques. Gépel et Rosenhain 
résolvent les premiers la question de l’inversion dans le cas de 
Pintégrale hyperelliptique du premier ordre; M. Weierstrass en- 
suite la traite pour les intégrales d’ordre quelconque, et obtient 
Vexpression générale des nouvelles transcendantes. Les décou- 
vertes de Villustre analyste dans une question hérissée des diffi- 
cultés ardues propres aux fonctions de plusieurs variables, 
se placent parmi les plus importantes et les plus belles qui aient 
été faites en Analyse. A ses travaux succédent ceux de Riemann: 
le probléme de l’inversion des intégrales de fonctions algébriques 
est alors traité dans toute sa généralité, et ce sont de nouveau les 
fonctions holomorphes a un nombre quelconque de variables, ana- 
logues a la transcendante © de Jacobi, qui en donnent la solution. 
Mais le grand géométre part d’autres principes et suit la voie qui 
lui est propre; il emploie la marche de la variable sur la surface 
formée de plans multiples superposés, les lignes de passage entre 
ces plans, le systeme des coupures par lesquelles elle est rendue 
simplement connexe; il tire de ses méthodes originales et pro- 
fondes d’admirables découvertes. 

Les auteurs de ce Livre ont eu pour but d’enseigner ces 
découvertes: ils se sont proposé d’ouvrir un accés facile aux 
considérations nouvelles qui en sont le principe; ils se sont atta- 
ché a donner des explications détaillées sur la construction des 
surfaces de Riemann, sur la notion de connexion, a familiariser 
avec ’emploi des coupures, qui ont remplacé les lacets de Pui- 

*seux, dans l’intégration des fonctions algébriques, 


Les plus simples de ces fonctions, qui dépendent de la racine 
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carrée d’un polynome, et la surface a deux feuillets correspondant 
A cette racine sont considérées en premier lieu; leur étude sert de 
préparation aux théories générales. En suivant cette marche et 
commengant par un cas particulier, on demande moins d’efforts 
pour acquérir intelligence de méthodes abstraites et délicates, 
et la difficulté est diminuée pour les aborder ensuite dans toute 
leur étendue. Dés le début, la notion du genre est donnée sous 
le point de yue entiérement élémentaire ot s’est placé M. Weier- 
strass; la relation simple entre le genre et le nombre des lignes 
de passage s’offre alors comme d’elle-méme; puis le théoréme que 
sur cette surface les fonctions algébriques considérées sont uni- 
formes avec des discontinuités polaires en nombre fini, et sa réci- 
proque qui est du plus haut intérét; enfin, en passant de l’Algébre 
au Calcul intégral, la définition et les caractéres-essentiels des inté- 
grales hyperelliptiques des trois espéces. Les mémorables décou- 
vertes de Riemann sur ces quantités sont exposées en détail; elles 
montrent avec éclat la puissance des méthodes qu’il a introduites 


dans |’Analyse. 


Le but essentiel de cet Ouvrage est donc @initier a ces créations 
du génie, en exposantavec clarté les questions complexes de con- 
nexion, la transfcrmation par des coupures de la surface 4 deux 
feuillets en surface simplement connexe, le réle des coupures 
comme lignes de discontinuité, eette discontinuité donnant une 
origine nouvelle aux périodes de Puiseux, nommées modules de 
périodicité de Uintégrale, enfin les relations entre ces modules 
sur lesquelles se fonde la solution du probléme de Vinversion et 
la définition des intégrales normales. Cette étude-des intégrales 
hyperelliptiques, ou se succédent tant d’idées profondes et fécondes, 
tant de beaux et importants résultats, est l’enseignement d’un 
nouvel Art analytique qui se poursuit dans un ordre de questions 
plus élevées ot l’on considére les fonctions algébriques sous le 


point de vue le plus général. La yoie a été éclairée d’avance et 
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s’ouvre plus facile pour le lecteur; il retrouvera sous un jour plus 
étendu les mémes recherches, et Voriginalité de la méthode ne 
sera plus un aussi grand obtacle. 1 acquerra aussi la connaissance 
des recherches récentes, des beaux travaux auxquels s’attachent 
les noms illustres de Klein, de Clebsch et Gordan, de Brill et 
Nother, et Luroth, d’autres encore, qui ont ajouté aux décou- 
vertes de Riemann et les ont complétées dans des points essen- 


tiels. 


Un de ces points consiste 4 ramener, par une transformation 
birationnelle, une courbe algébrique, quels que soient ses points 
multiples, 4 une autre n’ayant que des points doubles, a tangentes 
distinctes. Il est traité, d’aprés une indication recueillie d’Halphen, 
avec les développeménts que demande son importance. La re- 
cherche des intégrales hyperelliptiques s’exprimant sous forme 
logarithmique, qui a été aussi le sujet des travaux d’Halphen et 
de M. Picard, les applications a la Géométrie du théoréme d’Abel, 
si fécondes et si interessantes, celles qui concernent spécialement 
les quartiques planes, bien d’autres encore que je ne puis signaler, 
appellent l’attention du lecteur. 

Ce Livre rendra un grand et signalé service aux éléves des 
Facultés de Sciences, aux jeunes géométres auxquels il s’adresse, 
en leur donnant, sans trop d’efforts, la claire vue, l’intelligence 
compléte de l’ceuvre mathématique la plus belle de notre époque 
par la puissance de invention. [1 les conviera a s’en inspirer et 
a suivre la trace des auteurs, M. Appell, M. Goursat, et de tant 
d’autres disciples de Riemann, dont les travaux, qui occupent 
une place considérable dans |’Analyse de notre époque, sont une 
application directe et immédiate des méthodes du grand géo- 
metre. 

CH. HERMITE. 


SF 


INTRODUCTION. 


1. Nous supposons connues les propriétés générales des fonc- 
tions analytiques d’une variable complexe z. Nous rappelons 
seulement les définitions et les théorémes dont nous ferons prin- 
cipalement usage. Nous donnons toutefois dans les derniers para- 
graphes de cette introduction les démonstrations de quelques 
principes de la théorie des fonctions que ne l’on trouve pas en 
général dans les traités classiques et dont nous aurons besoin pour 
lexposé de certaines recherches récentes exposées dans le 
deuxiéme tome de ces lecons. 


Fonctions régulicres. Zéros. — Une fonction analytique f(z) 
est dite réguliére en un point a si, dans un cerclé suffisamment 
petit de centre a, elle est développable en une série procédant 
suivant les puissances positives croissantes de 3—a. Si la fonc- 
tion s’annule au point a, les premiers termes de cette série ont 
des coefficients nuls, et si m est lexposant de la plus petite puis- 
sance de z —a dont le coefficient est différent de zéro, on dit que 
3 =a est un séro d’ordre m. 


Points singuliers. Pédles. Résidus. — Si, en un point a, la 
fonction n’est pas réguliére, a est un point singulier. C’est un 
point singulier isolé, s’il est possible de trouver un cercle de 
centre @ ne contenant a son intérieur que le seul point singulicr 
s =a. Soit C un cercle de centre a dont le rayon est moindre que 
la distance du point @ au point singulier le plus rapproché. La 
fonction f(3), étant supposée wniforme dans ce cercle, peut, 
d’aprés le théoréme de Laurent, étre représentée par la somme de 


deux séries conyergentes, 
Vo=+ 7 


Tez = see Ay(s— ay’. 


Vo 2 
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La partie de ce développement qui contient les puissances né- 
gatives de s — a 


VS — 36 


>, Ay(z—a)’ 


Nye — 


s'appelle la partie principale relative au point singulier a; le 


coefficient A_, de - est le résidu relatif a ce point: Si la partie 


dati; 


. principale se réduit 4 un polynome de degré m en » le point 
Poy S =e 


singulier z= a est dit un péle d’ordre m. Si la partie principale 
comprend un nombre infini de termes, a est un point singulier 
essentiel. 

Dans le voisinage d’un péle, le module de la fonction f(=) 
augmente indéfiniment; au contraire, dans le voisinage d’un point 
singulier essentiel, la fonction s’approche autant qu’on le veut de 
toute valeur donnée a l’avance ('). 3 

En écartant le cas ot a est un point singulier essentiel, on peut 
toujours mettre, dans le voisinage de ce point, la fonction f(z) 
sous la forme 

J (4) = (4— a)7[ Bo + By (s—a)+...], 


q étant nul si le point @ n’est ni un pole ni un zéro, égal a un 
nombre entier positif si le point a est un zéro d’ordre q, égal a 
un nombre entier négatif si ce point est un pole d’ordre ~ q; le 
coefficient By est supposé différent de zéro. Si g = 0, la dérivée 


5 E 1 | 2 a 5 S 
logarithmique el FA est réguliére au point a; sinon, elle admet 
dz 


le point a pour péle du premier ordre, avec un résidu égal a q. 


2. Point a Vinfini. — Lorsqu’on veut étudier une fonction. 
f(z) pour les valeurs de z de module trés grand, on pose ordi- 


. I Suen ate . . 
nairement z= —» et l’on est ramené a étudier une fonction 9 (z’') 
a 


dans le voisinage du point z’=0; mais on peut aussi procéder 
directement. Appelons domaine du point o la portion du plan 
extérieure a une circonférence C ayant son centre a l’origine et de 
rayon trés grand R. Sil’on peut choisir ce rayon assez grand pour 


(1) E. Prearp, Traité d’ Analyse, t. I, p. 119, 
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que, dans le domaine qui vient d’étre défini, la fonction f(s) 
soit représentée par un développement ne contenant que des 
puissances négatives de z 


} A As Ax 
aca a Nga a 


f—— 
2 gk 


la fonction f(s) est dite réguliére au point «. Elle tend vers 
une valeur finite Ay, lorsque le module de z augmente indéfini- 
ment. Si les premiers coefficients sont nuls et que le développe- 
ment commence par un terme en aie le point a linfini est un 
zéro d’ordre m. 

Si une fonction n’est pas réguliére au point x, on dira encore 
que ce point o est un point singulier. Nous ne nous occuperons 
que du cas ot c’est un point sngulier isolé, c’est-a-dire ot l'on 
peut prendre le rayon’ R assez grand pour qu’a Vextérieur du 
cercle C la fonction f(s) n’admette aucun point singulier a dis- 
tance finie, et ou la fonction f(3) est uniforme dans ce domaine. 
Soit C’ un second cercle concentrique au premier C, et de rayon 
R’>R. Dans la couronne circulaire comprise entre les deux. 
cercles C et,C’, la fonction f(z) est uniforme et réguliére en chaque 
pot; on peut done lui appliquer le théoréme de Laurent. Comme 
le rayon R’ peut étre supposé aussi grand qu’on le veut, et que 
les coefficients du développement ainsi obtenu ne dépendent pas 
de ce rayon, on voit que ce développement est valable pour toutes 
les valeurs de s de module supérieur a R. Par conséquent, lorsque 
le point 4 Vinfini est un point singulier isolé, on peut déterminer 
un cercle C de rayon assez grand R pour qu’a l’extérieur de ce 
cercle la fonction f(s) soit représentée par un développement 
dela forme 


La partie qui contient les puissances positives de = 


aernet OO: 


est ici la partie principale relative au point . Si cette partie prin- 
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cipale se réduit 4 un polynome de degré n, le point » est un pdle/ 
d’ordre n; sinon le point o est un point singulier essentiel. 


3. Résidu a Cinfint. — Onappelle réstdu relatif au point alin- 
fini le coefficient de S changé de signe, c’est-a-dire — A,. Pour 
jusufier cette définition, il suffit de remarquer que le nombre 
ainsi défini jouit de la propriété caractéristique du résidu : Pinté- 
erale {fl 2) dz, prise le long du contour limitant le domaine d’un 


point singulier, dans le sens direct, est égale au produit de an 
par le résidu relauf a ce point. Dans le cas ot nous nous pla- 
cons, c’est la circonférence C qui limite le domaine du point «; 
cette circonférence doit étre décrite de facon a laisser 4 gauche 
le domaine du point oo, et, par suite, en sens inyerse du sens 
habituel, Dans Pintégrale 


+o 
Taleo er dz 
{(s)dz= | Ay =? 
ec) rae 3) = 


. . I 
le seul terme qui n’est pas nul proyvient du terme en—, ct l’on a 


fezs\idz=—o7niA, =o ru. 


aC) 


I] est a remarquer que le résidu au point © d’une fonction régu- 


liére en ce point n’est pas nul en général. Par exemple, la fonction 


E— a4 


Z— 5b 


admet un seul pole a distance finie z= , avec un résidu b — a. 
Elle est réguliére au point «, car on peut l’écrire, dans le do- 
maine de ce point, 


( “) ( “) ( a~ ( b be. ) 
Lae Nie = cel Upreoig imuR Cs aC : 


et le résidu en ce point est égal a a — b. 
Si le point 4 l’infini n’est pas un point singulier essentiel pour 
f(z), on peut écrire, dans le domaine de ce point, 


fla)= zt (By-+ By 2+ Ba t..), 
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a B, est différent de zéro, & étant nul, positif ou négatif, suivant 

qve la fonction f(z) a une valeur finie et différente de zéro au” 
poit 2, que ce point est un pdle ou un zéro. La dérivée loga- 

rithmigque est réguliére au point x, et le résidu est égal a — k. 


4. Ces définititions étant posées, rappelons encore les théorémes 
suivants ¢ 


1. Toute fonction analytique uniforme, réguliére pour toute 
valeur finite de z et pour z =~, est une constante. 

Il. Toute fonction analytique uniforme, nayant qu'un 
nombre fini de points singuliers, est définie, a une constante 
additive prés, quand on connait les parties principales rela- 
tives 4 chaque point singulier. 

Hl. Toute fonction analytique uniforme, n’ayant d autres 
points singuliers.que des péles, est une fonction ration- 
nelle (*). ; 

IV. Si une fonction analytique uniforme n'a qwun nombre 
fini de points singuliers, la somme des résidus relatifs a ces 
points singuliers, et au point a Vinfint, est nulle. 


Pour établir cette derniére proposition, décrivons, du point 
=o comme centre, une circonférence C renfermant tous les 
points singuliers 4 distance finie de f(z), et considérons l’intégrale 


{sr z) dz, 


prise le long de la circonférence C, l’aire du cercle étant a gauche. 
Cette intégrale est égale, d'une part, d’aprés le théoréme de Cau- 
chy rappelé plus loin, au produit de 2x7 par la somme des résidus 
de f (=) relatifs 4 tous les points singuliers a distance finie; d’autre 
part, d’aprés la définition du résidu au pomt ~, 4 —27iR,. La 
comparaison de ces deux valeurs de l’intégrale donne le théoréme 
énonce. 

diogy 

dz 

d'une fonction rationnelle ¢ de <. Les résidus de la dérivée Toga- 


Appliquons ce théoréme a la dérivée logarithmique jw = 


(*) E. Picarp, Traité d Analyse, t. Il, p. 123. 
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rithmique proviennent exclusivement des poles et des zéro de »; / 
nous avons remarqué d’ailleurs qu’un zéro d’ordre m de ¢ ae 
un résidu égal 4 + m pour «, et qu’un pole d’ordre n de » done 


un résidu égal A— xn pour «. Le théoréme IV conduit done d la 


proposition élémentaire suivante : / 
| 


{ 
\V. Le nombre des zéras d'une fonction rationnelle de & est 
egal au nombre des poles, chacun de ces scros et de ces poles 
étunt compté avec son degré de multiplicité. 


Nous savons aussi qu’on peut former une fonction rationnelle 
avec des poles, et des parties principales correspondantes, données 
 l’avance d’une facon arbitraire : 11 suffit, pour obtenir cette fone- 
tion, de faire la somme des parties principales données relatives a 
tous les poles. On peut de méme former une fonction rationnelle 
avec des zéros et. des infinis donnés a Vavyance, pourvu qu ils 
soient en nombre égal. 


5. La nouion d’intégrale définie a été étendue aux fonctions 
@une variable complexe par Cauchy, qui a démontré le théoréme 
fondamental suivant : 


Etant donnée une fonction untforme f(s) régulicre en tous 
les points a Vintérieur d'une aire A, limitée par une ou 
plusteurs courbes distinctes, Vintégrale { f(s)ds, prise le 
long du contour total de A dans le sens direct (en laissant & 


gauche Vaire enveloppée), est nulle. 


Plus généralement, si la fonction f(z) est uniforme et régu- 
liére en tous les points d’une aire telle que la précédente, sauf 
en un nombre fini de points qu’elle admet pour pdles ou pour 


points singuliers essentiels, Pintégrale [ fl) az, prise le long du 


contour total de A dans le sens direct, est égale au produit de 
270 par la somme des résidus de f(z) relatifs 4 ces points singu- 


hers); 


(1) E. Preano, Traité d’Analyse, t. Ul, p. 118. — Hermite, Cours d’Analyse, 
he édition, p. 109. 
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Il est 4 remarquer que l’énoncé précédent s’applique encore au 
eas of Paire A s’étend a linfini, pourvu qu’on ajoute aux résidus 
relatifs aux points singuliers de f(z) a distance finie le résidu de 
J (s) velatif au point o. Par exemple, supposons que aire A soit 
Vaire illimitée extérieure aux deux courbes C, C’; soit f(z) une 
fonction réguliére dans A, sauf en un nombre fini de points «,, 
%x,..-, %g, les résidus correspondants étant R,, Ro,..., Ry. Le 
point « peut étre un point ordinaire pour f(z) ou un point sin- 
gulier, mais, dans ce cas, c’est nécessairement un point singulier 
isolé. Soit R, le résidu correspondant. Ajoutons aux contours G, - 
C’, un contour auxiliaire C” renfermant les deux contours primi- 


tifs C, C’, ainsi que tous les points singuliers #,, %2,..., %. A 
aire finie A’, limitée par les trois contours C, C’, C’, appliquons 
le théoréme de Cauchy; il vient 


[ fisydex ff a)de+ f f(s) ds = 271(Ri+ Ri+...+ Rg), 
Sym \ By (c”) 


-C) 


les intégrales étant prises comme lindiquent les fléches. Mais, 
d’aprés ce qu’on a yu plus haut sur le résidu au point «, la der- 
niére intégrale a pour valeur 


[faa =—27iRa; 
(Cr) 


il reste donc 
f sa)2s+ f fiaydsaa7i(Ri+ Re+...+ Rei 
¢1¢ vic) . 


e’est la formule que nous youlions établir. 
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6. Soit f(s) une fonction uniforme dans une aire A, située tour 
entiére a distance finie ou s’étendant a l’infini, mais limitce pdr 
une seule courbe C, qui est située tout entiére a distance finie. 
Supposons que f(s) n’admette dans A qu’un nombre fini de 
points singuliers, et soient Ry, Ry,..., Ry les différents résidus de 
cette fonction dans A,.y compris le résidu.relatif au point a Vin- 
fini, si Vaire A est illimitée. Considérons Vintégrale 


(3) BAL: Ge) ab, 


=o 


prise suivant un chemin situé tout entier dans l’aire A et joignant 
deux points z), 5 de A; laissant fixe la limite inférieure z, de 
Vintégrale et faisant varier la limite supérieure z, F(z) devient 
une fonction analytique de s qui dépend aussi, dans une certaine 
mesure, du chemin d’intégration. Si tous les résidus de f(s) dans 
aire A sont nuls, il résulte immédiatement du théoréme de Cauchy 
que deux chemins quelconques, situés tout entiers dans A et 
allant du point s) au méme point z, donnent la méme valeur pour 
Vintégrale; F(z) est done aussi une fonction untforme dans 
Vaire A. 

I] n’en est plus de méme si tous les résidus de f(s) dans Vaire A 
ne sont pas nuls; quand on tourne autour d’un point singulier ot 
Je résidu est égal a R, Vintégrale F (z) augmente de 277 R. Cette 
intégrale admet donc, en chaque point de l’aire A, une infinilé de 
valeurs qui sont comprises dans une formule telle que 


F(z) =[F(s)]+ 227; Tip RGAE LON 


|i’ (z)]| étant une de ces valeurs et m,, mz,...,m;des nombres 
entiers quelconques, positifs ou négatifs (1). Les quantités 


DEM Gly. Pusan Oeead Al Rin 


sont appelées périodes de lintégrale ff) dz. L’étude des inté- 


grales de fonctions algébriques nous conduira a des périodes dune 
nature tout a fait différente. 


(') Hermite, Cours d’Analyse, 4¢ édition p. 198-205. 


7 


y 


/ 
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7. Riemann a déduit de la formule de Green une nouvelle for- 
mule dont nous aurons a faire usage. Soient A une aire limitée 
par un contour simple C, P et Q deux fonctions réelles de x et 
de 7, finies et continues, ainsi que leurs dérivées, dans l’aire A et 
sur le contour C lui-méme. D’aprés la formule de Green ('), ona 


a JQ oP 
Par Ody = BIE EBON 
sla eas 3 as J shhaes = we ) 


Vintégrale double étant étendue a l’aire A, et lintégrale curviligne 
étant prise le long du contour C dans le sens direct. 


Soit maimtenant 
S(2)=H=XATY 


une fonction analytique de la variable complexe z réguliére en 
tous les points a l'intérieur de A et sur le contour C. 
Faisons, dans la formule de Green, 


OY OY 
4 = xX — () eee x —: 
Ox” rs ay” 
elle devient 
: iS OX VY OX OY 
Xady'= BS a 12 dy: 
J, a Jy lde dy dy oe ee 
mais ona 
Wider ees OY 
GAR OV. ea OY 2 Om 
el, par suite, 
ose ‘a {- } (SS) + (S) lady: 
(0) J Sin ( \ 02 ue 


Lintégrale [x dY, prise le long du contour C dans le sens 


direct, a done une valeur positive. 
Pour que cette intégrale fit nulle, il faudrait que l’on ett 


ox OX 
at a OR ——_ = Ox 
Ox doy 
el par conséquent 
oY oY 
wk 0) ~~ = . 
Ox ‘ oy 
(1) Heawite, Cours d’Analyse, 4° édition, p. 66. — KE. Prcarn, Traité d’Ana- 


Lyse; tek. p.-104% 
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La fonction f(s) = X-+7Y se réduirait alors 4 une constante, 


8. Rappelons encore une autre application importante de la 
formule de Green. Et d’abord remarquons que pour établir cette 
formule on fait généralement les hypothéses suivantes : le contour C 
est formé par la réunion d’ares de courbe,-en nombre fini, sur 
chacun desquels la tangente varie d’une maniére continue; d’autre 
part C est rencontré en un nombre fini de points par les paral- 
léles aux axes de coordonnées. Quant aux fonctions P et Q on les 
suppose continues ainsi que leurs dérivées premiéres dans le 
domaine A, contour compris. 

Posons maintenant dans cette formule 


ot o désigne une fonction a dérivées premiéres continues, / une 
fonction a dérivées premiéres et secondes contunues dans A, con- 
tour compris. Désignons par Av le Laplacien 


Cray) st ay. 


b= — 
ae mole oy? 


La formule de Green devient 


(ite. Ou ee? ow) oy or 
2 oS sie oAw dx = So LE 
ap joes a Say i) de y+ ff eaydedy Jae ane 


Nous pouvons écrire l’intégrale de ligne du second membre 
d’une maniére un peu différente, en prenant comme variable 
dintégration l’are de la courbe GC, le sens posiuf des ares étant 
le sens direct de circulation sur C. Ona 


lx d 
ee =— cos(7”, y), a = Cosi(70,2) 
(n, x) et (n, v) étant les angles de la normale a la courbe dirigée 
vers l’extérieur avec les directions positives des axes. On obtient 
alors en introduisant la notation usuelle des dérivées normales 

ay oy ay 


ap COSKM x) + yee ee an 
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la seconde formule de Green sous sa forme usuelle 


d9 04 09 ov fay 
; ; ; ij ee Ad ae oe : 
We Ox e oy a ae of fs ON fs On us 


SiVlaire A est formée par la réunion d'un nombre fini d’aires 


partielles pour chacune desquelles nos hypothéses sont vérifiées, 
la formule s’applique a l’aire totale. Gar quand on ajoute membre 
a membre les égalités fournies par les divers domaines Aj, A», ..., 
les parties de contour de ces domaines partiels qui sont intérieurs 
au domaine total A étant parcourues deux fois en sens inyerse, les 
intégrales curyilignes correspondantes ont une somme nulle; la 
formule subsiste donc pour le domaine A. II s’ensuit que A peut 
étre limité par un nombre fini quelconque n de courbes simples 
fermées entiérement distinctes; son ordre de connexion est alors 
égal & n, suivant une expression sur laquelle nous reviendrons. 

L'intégrale curviligne du second membre doit étre prise de 
maniére que chaque partie du contour limite C soit parcourue en 
laissant aire A a sa gauche. 

Le méme mode de décomposition permet de supposer que la 
fonction 9, dans la seconde formule de Green, posséde des déri- 
vées premiéres qui éprouvent des discontinuités sur certaines 
lignes, en nombre fini, intérieures a A ou appartenant a sa fron- 
tiére. (On supposera, pour éyiter toute difficulté, ces lignes décom- 
posables en arcs convexes a tangentes continues. ) 

Supposons en effet que sur C les dérivées premiéres de o cessent 
d’étre continues ou méme d’exister, nous pouyons toujours appli- 
quer la formule de Green 4 un domaine A‘ complétement intérieur 
a A, limité par un contour C’ infiniment voisin de C; il est 
visible (1) que l’intégrale curviligne du second membre appliquée 
a C’ a pour limite la méme intégrale appliquée a C quand C’ tend 
vers C. Si dans ces conditions chacune des intégrales de surface 
du premier membre posséde une limite indépendante de la loi de 
variation du contour C’, cette limite représentera par définition 
Vintégrale étendue de l’aire A; on obtiendra done 4 la limite la 
formule de Green pour l’aire A. Il en est toujours ainsi quand les 
dérivées premiéres de 9 restent bornées au voisinage de la ligne de 


(') On suppose que C’ a une longueur infiniment voisine de celle de C. 
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discontinuité, Dans le cas contraire, on devra vérifier pour appli- 
quer la formule que ces intégrales ont un sens. 


9. Soit o une fonction continue dans A a dérivées premiéres 
continues ou n’ayant que des discontinuités de l’espéce que nous 
venons de décrire. On appelle intégrale de Dirichlet de la fonc- 
tion 9 et l’on désigne par le symbole D[o| expression 


> 09 a 0 2 
J TAGE) si (3) | dx dy ; 


qui peut s’écrire également en employant les coordonnées polaires r 


et 0 
2 , OO Se re 


L’intégrale de Dirichlet posséde les propriétés sutyantes : 
7° Oma . 
| D[9, ¥] as D[e]D[¥], 


en employant la notation 


2 Jo Ov do ov 
Silico ales Oe ES Ug as aie 
Die, ¥] AGS eS Oy wy) ts dy 


Cela résulte de Videntité 
D[ ke + wb] =? Do] + 2A D[9, ¥] + we DY], 


en remarquant que cette expression est une forme quadratique 
par rapport aux parameétres A et p qui n’est jamais négative; 
2° Sila fonction | admet des dérivées secondes continues on a 
Videntité 
pat) Oy 
Di 2, vi+ | | gMbdady = [ ods. 
Jods Je, On 
C’est une maniére abrégée d’écrire la seconde formule de Green; 
3° L’intégrale de Dirichlet est invariante vis-a-vis de tout chan- 
eement de coordonnées et plus généralement de toute représenta- 
tion conforme. 


> 


‘Soit la transformation conforme définie par 


L = f(s) = ula, y) + tv(a, y), 
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f étant une fonction analytique de s=x-—+ iy. On a par cette 
transformation 
LC ee a GERAD) 
dou 
de a0 du — 00 de 
Ox = Ou Ox sie av Ox 
Jo 00 du. 08 de 
oy a du Oy “aid av oy 
et, en tenant compte de 


du Use de Out ov 
dx dy >..Ov du 
Videntité 


s 


(SZ) +(Z) = (5; 2 (5 1d By Ate he - du\? 
Ox 7) "3 ( oi te ov es "bee . 


Comme 
D(u, ¢) ~ du de dg Ou (2 aa ON 
D(z, vy) o¢ dy— dv dy \ox). \dy]’ 


\ 


ona @aprés la régle du changement de yariables dans les inté- 


grales doubles 


ee eae ee a as Pall (oe cl ey | 
d| eles “3 ea | dx dy =| whe ae (3) [aw dy, 


A’ étant le domaine image de A. On peut d’ailleurs se dispenser 
8 I I 
dWappliquer cette derniére régle en remarquant que 


du? Lae te Gay Semen 
(oe) (Ge) =I 


représente le grossissement superficiel au point (zy) dans la 


représentation de A sur A’. En particulier pour 9 =u ona 


Diu] =f fi f@yededy = aire de A’, 
A 


en remarquant toutefois que certaines parties de A’ peuvent étre 
plusieurs fois recouvertes, l’aire correspondante devant alors étre 
multipliée par ’entier correspondant, 


10. Rappelons maintenant quelques propriétés de Vintégrale de 
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. Poisson qui donne la solution du probléme de Dirichlet dans le 
cas du-cercle, c’est-a-dire la fonction harmonique et réguliére a 
Yintérieur d’un cercle de rayon R et prenant sur la circonférence 
une suite continue de valeurs données. Si w(6) désigne la fonction 
continue de période 27 qui représente les valeurs rs données sur 
le contour et w(7, 9) la forme cherchée, ona 


az 
2 


I R2-— 2 
b= Ta ' 
u(r, ) Bae [ i. A ookeo eee 


I oe R ef R e-io 
== - rite. S —|u(w) do, 
27 SJ, R ef® — pe? Re! — rp e— 18 


d’ot lon déduit 


~o 
u(r, 0) =an+ : (a, cosn0 + b, sinnd)r”, 


n= 


développement convergent pour r<fR, les coefficients a,, 6, 
ayant pour valeurs 


a7 
2% 


I 
an = FRA fs u(w)cosnw dw 
0 


27 


I : 
De a a u(o) sinnw dw 
0 


2h 


I : 
= Be u(w) do. 
ne), 


Ecrivons d’une maniére abrégée en appelant A, le terme en r”: 


(Tt 10)s 


u(r, 0) = Ap +A,+..-+An+.. 


27 
On en déduit la valeur de Vintégrale [ u?(r,9) d9, en appli- 


quant la régle de multiplication des séries absolument conver- 
gentes et remarquant qu’une série uniformément convergente peut 
étre intégrée terme a terme. Comme on a 


27 


f AGA CLO On Sil tse 1 
0 


2% 


[Apdo = nr2n(az4+ bg) ‘sin>do, 


“0 
AT 
o mols 
af Ap dl = a7 ay, 
0 
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il vient 


-_ 


ra 


is Pe yes raged (ah + b2). 


“0 
— 


En multipliant les deux membres par 7 et intégrant par rapport 
I S i 
ar, on obtient 


IT 


I Ms 15 
ae he u2(r, )rdddr= cit at area) a7,+ 63). 


Soit ¢(7,9) la fonction harmonique associée a wu, 


(rigs Os p= by +- r(a, sin? — 6, cos0)+.... 


On a de méme 


I ihe 27 7 pon 
aa f f e2(r, 0)r do dr= 8+) ———. (a2 + 62), 
Dane etaee! 21-1) 
1 


et en ajoutant 


ao 
5 : pen . F 
*\di= ag-+ 5+ > (a2 + b2) 
7 
1 


dz désignant l’élément superficiel et 7 le cercle de rayon r. Si lon 


pose 
z=reid, 


z) = (an— ibn) 2”, 


on a, par conséquent, 


aa f [IP ta 21F00)| 


Pégalité n’ayant lieu que si f(z) est une constante. On voit done 
que st une fonction analytique est réguliére dans uncercle, la 
fonction égale au carré du module de cette fonction analy- 
tique Joutt de cette propriété que sa valeur moyenne dans le 
cercle est au moins égale a sa valeur au centre du cercle. 

Si dans cette inégalité on remplace la fonction f(s) par sa 
dérivée 


C) 


PoGa) = y n(ay— thy ght, 


Rf 
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iol | I z | 19) 
Peoyisaa f fi frayia, 


ce qui peut encore s’écrire 


(n).* a eee Def w]. 
ODiaG ONG etal ee 


Ca) 


Dales? 3 nr) (as + 52), 


on obtient 


Ona dailleurs 


1 


Faisons croitre r jusqu’a la valeur R : la série convergente a 
termes positifs du second membre a tous ses termes.croissants. 

Pour que le premier membre reste fini pour r= R, il faut et al 
suffit, comme on le voit facilement, que cette série converge encore 
pour 7=R. S’il en est ainsi on a, en appelant T le cercle de 
rayon R, 


Dyr[z)= aR? nR2"—))(a24+ 62) = Ee uw. 
a 


11. Voici une autre conséquence de l’intégrale de Poisson, Con- 
sidérons une suite de fonctions harmoniques w;(7, 9) réguliéres 
dans le cercle [et prenant chacune sur la circonférence une suite 
continue de valeurs u;(w). Si les fonctions u,(), Uy2(w)... 
convergent uniformément vers la fonction continue w(w), les 
fonctions u,(7, 9), wa(r, 9), ... convergent uniformément dans le 
domaine fermé T vers la fonction harmonique prenant les valeurs 
u(o) sur la circonférence. 

En effet, en observant que, si dans Vintégrale de Poisson on 
remplace w(o) par 1, cette intégrale prend elle-méme la valeur 1, 
et que d’autre part cette intégrale a tous ses éléments positifs, il 
vient 
"FER? = 72) [ wy wo) — UG) | 

R2-++ 72— 2 Rr cos() —o) 


|un(r, 0) — u(r, 0)| = = [ 


7) 


dw 


S | tn(w)— uo) |. 


Et comme u,()—wu(o) tend uniformément vers zéro avec = il 


en est de méme de uw, (7, 4) — u(r, 0): 
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12. Soit toujours u(r, 9) la fonction harmonique qui résout le 
probléme de Dirichlet pour le cercle T; soit d’autre part « une 
fonction arbitraire continue dans I’, prenant sur la circonférence 
les mémes valeurs que u et dont les dérivées premiéres, en général 
continues, peuvent devenir discontinues et cesser d’exister sur 
certaines lignes isolées, mais de mani¢re que lintégrale de Diri- 
chlet Dr[«m] reste finie ($10). S’il en est ainsi, nous allons mon- 
trer que D[w| a elle-méme une valeur finie et que 


D[w]2 Dz]. 


Comme nous ne sayons pas siles dérivées premiéres de D[u] 
sont bornées au voisinage de la circonférence, nous ne pouvons 
pas appliquer directement la seconde formule de Green qui, si 
cette hypothése était réalisée, conduirait de suite a la démonstra- 
tion cherchée. , 

Pour tournér la difficulté, considérons la fonction up(r, 4), 
somme des termes du développement trigonométrique de u(r, 9) 
jusqu’au terme en 29 inclus, 


7 
Len Gt, 20) = a+>, 7? (ap, cosp) + 6b, sinp 9), 


i 
dott 
rt 
OU y , 
: = IrP (a, cosp0 + 6, sinpd). 
or Di P l P / 


D’autre part, puisque u(R, 6) = «w(R, 9) par hypothése, les 
séries de Fourier des fonctions u,(R, 4) et w (R, 4) sont iden- 
tiques Jusqu’au terme en r9inclus; onadonc pour p= 0, 1, 2,...,2 


27y 


f (w—u,)cosp) dd = 0, 


dy 


27 
f (w—u,) sinp)d0 =o, 


0: 


en écriyant «y et wu, au lieu de w(R, 9) et uw, (R, 7). On en conclut 


ia 
~ > tb 


Vt 
u at 
/ ip—— We, nee Ride = SN rf (w—wu,)cosp9 dd 
1 


2% 


n 
2h 


+> pf (w—u,) sinp) dd =o. 


0 
1 
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On a ensuite 


Di w] = D[w—u,+ uz] = D[u,] + 2D[ 9 — un, rn+ DL w — un]. 


Mais, comme w, est un polynome, il est permis d’appliquer la 
seconde formule de Green en y faisant 


v= Un, RS Lam tC 


le contour C étant la circonférence de T. Comme Au, = 0, on 
obtient 


‘ tO On 
Di w— wun, Un| = [(w- Un) eR GvE="0. 


Par suite 
D[w}= D[ uz] + Di w— uj], 


D[u, |< Dir], 


nr 
~~) , 3 

zR2 p R2(P—1) (a3 + 63) SDL w]. 
a 


Ceci ayant lieu pour toute valeur de n, et D[m] étant par hypo- 
thése une quantité finie, la série 


c) 


aR?) pR—1(a3 + 63) 


1 
est convergente et sa somme qui n’est autre que 
Dpl uw] 


est au plus égale 4 D[«], Végalité n’ayant lieu que si u =. 
Ainsi l’intégrale.de Poisson, dans le cas du cercle, résout le pro- 
bleme du minimum, posé par Riemann comme équivalent au pro- 
bléme de Dirichlet, et que nous yenons de traiter; mais a la condi- 
tion que ce probléme de minimum ait une solution, ce qui impose 
certaines restrictions a la fonction u(). 
Prenons par exemple R=1 et 


u(t) Sy ee ee 


La solution du probléme de Dirichlet est évidemment donnée par la 
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série 
_cosp*0 
u(r, 0) = th Soins 
‘ seca jor 


qui donne 


2) 


I Sh Se eee 
Sr aa: 


7 


PH=t1 


quantité qui devient infinie pour r=1; le probléme de Riemann 
n’a done ici aucun sens, toutes les intégrales telles que Dp [ww] 
ayant une valeur infinic ('). 

En résumé, si-parmi les fonctions s continues en tout point 
d’un cercle ', prenant une suite de valeurs données sur la circon- 
férence, ayant des dérivées premiéres continues sauf peut-étre en 
des points ou sur des lignes en nombre fini del ou de son contour, 
il y en a une pour laquelle Pintégrale de Dirichlet Dp [| posséde 
une valeur finie; il y ena également une et une seule pour laquelle 
cette intégrale atteint sa valeur minima et qui n’est autre que la 
fonction harmonique donnée par la formule de Poisson. 


13. On a souvent a faire usage, dans certains problémes qui se 
rapportent aux fonctions algébriques, du principe suivant : si une 
fonction harmonique est réguliére a Vintérieur d'un domaine D 
dont la frontiére comprend un segment s de l’axe réel, et continue 
sur s en chaque poimt duquel elle prend la valeur zéro, elle est 
encore harmonique et réguliére 4 lintérieur du domaine D + D! 
obtenu en adjoignant 4 D son symétrique D! par rapport a l’axe 
réel, et prend des valeurs égales et de signe contraire en deux 
points P et P’ du domaine total, symétriques par rapport a Vaxe 
réel. Autrement dit, la fonction harmonique considérée peut étre 
prolongée analytiquement au dela du segment s dans le domaine D’, 
en lui attribuant des valeurs égales et de signe contraire en deux 
points symétriques; d’ou le nom de principe de prolongement 
par symétrie généralement donné a ce théoréme pour la démons- 
tration duquel nous renverrons aux traités classiques. On en 


(+) Cette remarque est due & M. Hadamard (Bulletin de la Société mathé- 
matique, t, XXXIV, p. 135). Voir aussi Goursat, Cours d’Analyse mathéma- 
tique, t. UI, p. 198. 
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déduit les conséquences suivantes : supposons que la fonction 
Z= f(s) 


soit analytique et réguliére dans un domaine D du plan des z dont 
la frontiére comprend un segment de droite s et fasse la représen- 
tation de D sur un domaine A du plan des Z et de maniére que le 
segment s corresponde point par point 4 un segment rectiligne ¢ 
de la frontiére de A; soient alors D’ et A’ les symétriques des 
domaines D et A par rapport aux droites s el ¢ respectivement, et 
de méme 3! et Z! les symétriques des points z et Z par rapport a s 
et. Si au point 3’ de D/ nous faisons correspondre le point Z! de A’, 
nous définissons une fonction analytique Z'(z') qui est le prolon- 
gement analytique de la fonction Z(z). Cetle propriété subsiste si 
dans l’énoncé on remplace les segments de droite s et ¢ par des 
ares de cercle, la symétrie par rapport aux deux cercles rempla- 
cant la symétrie par rapport aux deux droites. 

On démontre également cette proposition plus générale : si deux 
fonctions analytiques définies et réguliéres respectivement dans 
deux domaines D et D' adjacents le long d’un are de courbe recti- 
fiable C, sont continues sur C et de plus se raccordent entre elles 
le long de cet arc, chacune d’elles est le prolongement analytique 
de autre. ; 


14. On peut rattacher a ce qui précéde une importante propo- 
sition due a H. Poincaré : toute fonction analytique qui fait la 
représentation biunivogue d'un cercle sur lui-méme est ration- 
nelle et du premier degré. Nous allons démontrer la proposition 
plus générale que voici : si une fonction analytique 


Z= f(s) 


établit une correspondance (1, 72) entre les points intérieurs a un 
cercle C du plan des s et les points intérieurs 4 un cercle I’ du 
plan des Z, de sorte qu’a un point z correspond un seul point Z, 
et a un point Zz points s, c'est une fonction rationnelle de degré n. 

Remarquons d’abord que l’on peut, sans diminuer la généralité, 
supposer que C et I sont les cercles unités de leurs plans res- 
pectifs. Si|.s| tend vers lunité, il en sera alors de méme de | Z|, 
et cela uniformément; si en effet il en était autrement, on pour- 
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rait trouver une infinité de points z’, z’, 3”, ... tendant vers la 
circonférence | 3|=1, tels que leurs homologues Z’, Z’, ... restent 
alintérieur d’un cercle de rayon p< 1 concentrique aT, et pos- 
sédent un point limite Z,-tel que | Z, | So. 

L’équation ; 
I (2) = Zo 
définit par hypothése rv points 5,, 32, ..-, Zn) Intérieurs a C (pou- 
vant coincider en partie s'il y a des racines muluples); si 7 désigne 
le plus grand module des z;, l’équation précédente admet donc 
n racines a Vintérieur du cercle ¢ défini par 


et aucune sur son contour. Il en sera de méme pour l’équation 
KS i) = 


si dest suffisamment voisin de Zo, puisque ce nombre de racines 
s'exprimant par lintégrale 


est fonction continue de / au yoisinage de 2 = Z,. Or par hypo- 
thése, il existe des points Z” aussi rapprochés que l’on veut de Z, 
tels que l’on ait 


I ( Zvi) = Z™) 
et 
& 
Wma | eagle 
2, 
L’équation 
f(s) = 20 


aurait done unc racine extéricure au cercle c et d’autre part 7 racines 
intérieures ac, donc au moins n-—+-1 racines dans C, contraire- 
ment a lhypothése. 


Ceci étant, posons 
Si a=R ©; 


log f(z) = logR +70. 


La fonction harmonique log est réguliére dans une couronne 
comprise entre la circonférence | s|=1, et une autre intérieure a 
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-celle-ci enveloppant les n zéros de f(z). D’aprés ce que nous 
venons de démontrer elle est continue pour 


s|=1, prenant la 
valeur zéro en tous les points de cette circonférence. Elle est done 
prolongeable au dela de C, de méme que la fonction conjuguée ®. 
Il s’ensuit que f(z) est elle-méme prolongeable au dela de C, pre- 
nant des valeurs symétriques par rapport au cercle umité T, en 
deux points symétriques par rapport a C; f(z) posséde ainsi en 
tout point du plan a distance finie ou a Vinfint le caractére d’une 
fonction rationnelle; c’est donc une fonction rationnelle qui donne 
comme image de C le cercle [ n fois recouvert, et comme image 
de lextérieur de C l’extérieur de ln fois recouvert; f(z) qui est 
par conséquent de degré n posséde une expression de la forme 
suivante : 


Z—O, Z— My B— hy 


Payes -. 


> u > I [4 H 
Z— hy B= !hg S— 4, 


%1, Ho, «++, % Etaat des points, distincts ou non, intérieurs a C; 

wy %,, +++) &, leurs symétriques par rapport & C; toutefois - 
oe Sar : 

pour «=o le facteur = =; doit étre remplacé par z; A est une 
stent tet 


constante dont le module se détermine par la condition que | Z| =1 
pour s=-++1. Pour n =1 on obtient le théoréme de Poincaré. 


Une conséquence immédiate de cette proposition est la sui- 
vante : il ne peut pas y avoir plus d’une fonction analytique qui 
fasse la représentation conforme et biunivoque d’un domaine sim- 
plement connexe sur l’intérieur du cercle unité, de maniére que 
deux points donnés a l’avance se correspondent ainsi que deux 
directions issues de ces points. 

Car s’il en existait deux 


L=f)z) et LZy=fi(2); 


la fonction Z, (Z) ferait la représentation conforme et biunivoque 
du cercle unité sur lui-méme, en laissant invariants un point inté- 
rieur au cercle et une direction issue de ce point; ce serait donc 
une fonction linéaire et l’on constate immédiatement que seule la 
fonction Z, = Z satisfait a ces conditions. 


15. Nous supposons connues les principales propriétés des 
ensembles de points une ou plusieurs dimensions. Nous aurous a 
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faire usage d’une proposition générale connue généralement sous 
le nom de lemme de Borel-Lebesgue et qui, pour les ensembles a 
deux dimensions, peut s’énoncer ainsi: soit P un ensemble parfait 
de points dans un plan et supposons donnée une famille de cercles 
telle que tout point de P soit intérieur, au sens étroit, a |’un au 
moins de ces cercles; il existe alors un nombre fini de cercles de 
la famille considérée qui jouissent de la méme propriété. 


16. Rappelons enfin l’énoncé d’un important théoréme de 
Cantor : le continu n’est pas dénombrable, ce qui veut dire qu’on 
ne peut pas établir de correspondance biunivoque entre les points 
d’un segment de droite et les nombres entiers. 


—— § pF§ + 


THEORIE 


FONCTIONS ALGEBRIQUES 


DE LEURS INTEGRALES. 


ETUDE DES FONCTIONS ANALYTIQUES SUR UNE SURFACE 
DE RIEMANN. : 


CHAPITRE I. 


SURFACES DE RIEMANN A DEUX FEUILLETS ('). 


Relations 
wW=s, w= A(s—e,)(s—e,)(s—€,) (z—@,), 
uw? = A(s—e,)(s—e,)...(4—@,). 


— Fonctions uniformes sur une surface de Riemann : zéros, points singuliers, 
poles, ordres. — Fonctions rationnelles de z et uw : propriétés caractéristiques. — 
Genre. 


1. Nous consacrons ce Chapitre a l’étude des surfaces de Rie- 
mann correspondant a une relation de la forme 
uw? = A(s—e,)(s— e2)...(5— en) 
et Ala théorie des fonctions uniformes sur ces surfaces. Pour bien 
faire comprendre la méthode, nous commengons par deux cas par- 


ticuliers trés simples. 
Considérons d’abord la relation algébrique 


ine 
UPA io 


entre la fonction uw et la variable <z. 


(1) Ouvrages a consulter: RreMANN, Jnaugural dissertation ; NEUMANN, Theorie 
der Abel’schen Integrale. 
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A chaque valeur de s 


z= oe(cos) +7sin0) 


correspondent deux valeurs de wv égales et de signes contraires 


a 0 vg eeelO 
Uy = p7| cos — 4-7 Sin = J, 
») 2 
u i) ar el) . 
Us = p7 | e08 |. FH eh ec SIBy ™ BL, 
2 : 2 
Wy + Wn = 0. 


Si le point z décrit une courbe fermée, C, n’entourant pas l’ori- 
gine, l’argument de z part d’une certaine valeur 9 et reyient a cette 


méme valeur; chacune des déterminations wu, et Wy», suivie -par 
continuité, reprend sa valeur initiale quand le point z reprend sa 
position initiale. 

Si le point z décrit une courbe fermée C’ entourant une fois 
Yorigine, argument 0 de s part d’ane certaine valeur initiale et 
reprend cette valeur augmentée ou diminuée de 27, suivant le 


ee § ‘ 
sens dans lequel la courbe est décrite ; argument 5 revient done 


a la valeur primitive augmentée ou diminuée de 7; la détermi- 
nation Ww, suivie par continuité prend la valeur wy quand le 
point z reyient 4 son point de départ; inversement w. prend la 
valeur u,. Done les deux déterminations de u se permutent 
quand z tourne une fois autour de Yorigine. Dune maniére géné- 
rale, si le point.s revient au point de départ aprés avoir tourné 
n fois autour de Vorigine, les déterminations wu, et uy reprennent 
leurs valeurs initiales ou se permutent suivant que 7 est pair ou 
impair. 
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Les deux déterminations uw, et Ww» ne sont donc pas fonctions 
untiformes de z dans le plan indéfini des z; mais, dans toute région 
a contour stmple ne contenant pas l’origine, elles sont des fonc- 
tions analytiques uniformes de sz. 


2. En suivant la méthode générale donnée par Riemann, on 
peut remplacer le plan simple, sur lequel w n’est pas une fonction 
uniforme de z, par deux feuillets indéfinis superposés dont l’en- 
semble constitue ume surface unique, sur laquelle la fonction u 
devient untforme et qu’on nomme surface de Riemann. 

Prenons deux plans P, et P, limités chacun par un cercle de 
rayon R aussi grand qu’on le yeut, ayant pour centre l’origine O 
dun systéme d’axes Ox et Oy; puis découpons dans chacun de 
ces plans une petite ouverture rectiligne suivant le rayon Ox, 
a,b,Oc,d, dans le, premier, @2b,Oc,d, dans le deuxiéme, ces 
ouvertures ayant une largeur infiniment petite : nous obtiendrons 
les deux feuillets séparés représentés dans la figure 2. 


Fig. 2. 


Si l’on part d’un point s, du premier plan avec la détermi- 
nation. ~? de la fonction uw, cette détermination, suivie par conti- 
nuité, est une fonction uniforme de wu sur le plan ou feuillet P,, 
ear, a cause de la bande découpée a,b,Oc,d,, la variable z ne 
peut pas tourner autour de O; de méme, la détermination wt» est 
uniforme sur le plan P,. Nous imaginerons qu’en chaque point 
du plan P, on inscrive la valeur de la détermination w, ainsi 
obtenue par continuité et en chaque point < du plan P, la valeur 
de la détermination Us. 

I] est utile de remarquer que les valeurs de la détermination t, 
aux points situés en face lun de l'autre sur les bords opposés de 
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Youverture a,b,c, d, sont égales et de signes contraires. Ainsi, en 
appelant u,(b,) et wi(c,) les valeurs de u, aux points b, et cy 
situés en face l’un de l’autre, on a 


u,(b,) =— wu, (¢,). 


En effet, partons de 6, avec la détermination uw, (5,) inserite en 
ce point : si la variable z décrivait le contour 6, EF 6, entourant O 
et revenait en &,, la valeur finale de wu serait — u,(b,); mais 2 
ne peut pas revenir en b, a cause de Vouverture a,b,c, d,; le 
point z doit s’arréter au point c, sur le bord de cette ouverture en 
face de b,. Comme J’ouverture a une largeur infiniment petite, la 
valeur w,(c,) ouvée enc, est infiniment peu différente de celle 
qu’on trouyverait en b, en achevant le tour; on a done 


i, (€,) =— U,(b, 
De méme, sur le plan P,, ona 


Us(C2) =— Us(b). 


Comme les valeurs de w, et uv, correspondant a une méme valeur 
de z sont égales et de signes contraires, on a enfin 


U,(C,) =— Us( C2) = Uy (bp), 
Uy (b,) =— Ug( by) = U2( C2). 


Nous avons ainsi obtenu, sur deux feuillets entiérement séparés, 
le tableau complet des différentes déterminations de wu. Riemann 
réunit ces deux feuillets en une surface unique par le procédé sui- 
vant : Plagons le feuillet P, au-dessus de P,, réunissons par une 
bande de surface les deux bords a,b, et dy¢,; puis par une autre 
bande de surface traversant la premiére les deux bords ay by et dy c;. 
Nous obtiendrons ainsi une surface unique composée de deux 
nappes planes qui se traversent suivant une ligne double ou ligne 
de passage dirigée suivant un rayon. Pour se représenter cette 
surface, on n’a qu’a imaginer les deux feuillets placés a une cer- 
taine distance l’un au-dessus de l’autre. On peut imaginer, par 
exemple, que les bords Ob, a, et Oc. d,(fig. 3) sont raccordés 
par une portion de surface engendrée par une droite paralléle aux 
plans P, et P2 s’appuyant sur les deux directrices rectilignes OO, O 
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et ad,d.; de méme Oc,d, et Ob, a, sont raccordés par une bande 
de surface engendrée par une droite paralléle aux deux plans s’ap- 
puyant sur OO,O et d,ay. Ces deux surfaces de raccord ont la 
génératrice commune O,L suivant laquelle elles se traversent et 
qu’on appelle ligne de passage dun feuillet dans l’autre. 


Fig, 3. 


leant 
fo 2 
x ( (x Ly 


uy) 
On voit, sur la figure, qu’on peut passer du point (3, u,) du 
feuillet supérieur au point (z, v2) du feuillet inférieur, en suivant 
le chemin continu 


I) Z, Uy) aoyvoe(Z, Us 
if . J if ? 
qui fait un tour autour de l’axe OO,0O; inversement, on peut 


remonter du point (z, U2) au point (z, w,) en suivant le méme 
chemin en sens contraire, ou en prenant le chemin 


(2) (2, Uy) o B'y8’e"( Zz;  ). 


De telle sorte que le chemin total formé de ces deux chemins 
placés a la suite l’un de |’autre 


(4, Uy, ) “Byde(Z, U2) a’ B’yd’e’(z, Wy) 


raméne du point (z, w,) a ce méme point aprés deux tours autour 
de l’axe OO, O. La continuité de w est assurée quand on passe 
d’un feuillet dans l’autre par ce fait que la valeur de u, en un point 
du bord Ob, a, dans P, est égale a la valeur de uw, au bord opposé 
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Oc, ad, dans Py, et que ces deux bords sont précisément ceux 
qu’on a réumis; il en est de méme des deux autres bords Oc, d; 
et Ob, ay. 

Nous ferons cette convention que les points des deux feuillets 
appartenant a la ligne de passage O, L sont absolument distincts ; 
de sorte que, par convention, le chemin y$a(z, w,)e'd'y, quoique 
partant du point y de la ligne de passage et revenant a ce point, ne 
constitue pas un chemin ferme, car le premier élément de ce 
chemin est dans l’une des nappes qui se croisent suivant O,L etle 
dernier élément dans |’autre. En vertu de cette méme convention, 
les deux chemins (1) et (2) n’ont pas de point commun en y. | 

En général, deux chemins aboutissant en un méme point de la 
ligne de passage ne seront considérés comme se coupant sur cette 
ligne que si leurs deux éléments aboutissant en ce point sont 
situés sur une méme nappe. Cette convention est spéciale a la ligne 
de passage : ainsi, un chemin partant d’un point de l’axe OO, O 
et aboutissant en ce méme point est toujours un chemin ferme. 

La fieure précédente est une figure dans espace : en réalité, on 
suppose les deux feuillets P, et P. infiniment I’un prés de l’autre, 
et l’on représente la projection de la figure sur le plan P, telle que 
la verrait un observateur placé 4 une grande distance au-dessus du 
plan P,. De plus, on ne figure pas les lignes O6,a,, Oc,d,, ..., 
qui ne jouent plus aucun réle. Les deux plans apparaissent alors 
comme superposés : la ligne de passage se projette en OL. On 
convient de tracer en traits pleins les chemins situés dans le 
feuillet supérieur et en traits pointillés les chemins situés dans le 
feuillet inférieur : ces derniers points étant invisibles pour lV’ obser- 
vateur placé au-dessus du plan P,. Par exemple, les chemins précé- 
dents (1) et (2) sont représentés par les tracés ci-contre (fig. 4) : 
la partie (z, w,)aBy étant dans le feuillet supérieur est en trait 
plein; on traverse ensuite la ligne de passage, on passe dans le 
feuillet inférieur et lon a la partie yds(s, wu.) en pointillé, con- 
duisant au point (z, u,) du feuillet inférieur. En continuant a 
tourner dans le méme sens 4 partir de (3, wu»), on suit le chemin 
(2, Uz)(«'B'y) dans le fewillet inférieur, puis yd'e'(z, u,) dans le 
feuillet supérieur. 


3. Pour désigner un point de la surface de Riemann, au lieu de 
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dire qwil se projette en z et qu’il est dans le feuillet supérieur ou 
le feuillet inférieur, on dit souvent le point (z, u,) ou le point 
(2, Uz) en indiquant a cété de la variable indépendante z celle des 
déterminations que l’on prend pour w, ce qui revient a indiquer le 


4 


feuillet dans lequel on place le point z. On appelle point analy- 
tique (z, w) ensemble d’une valeur de z et de l’une des détermi- 
nations correspondantes de la fonction wu. D’aprés cela, 4 chaque 
point analytique correspond un point unique de la surface de 
Riemann ef réciproquement. 

En particulier, 4 chaque point y de la ligne de passage corres- 
pond un point analytique qui est différent suivant que ce point y 
est considéré comme appartenant a l'un ou a l’autre des feuillets 
qui se croisent suivant OL; c’est ce que nous avons expliqué plus 
haut en détail. Au point O lui-méme les deux feuillets se réunissent; 
pour z = 0, les deux points analytiqués (z, w,) (5, U2) se réunissent 
en un seul (o, 0). Ce point se nomme point de ramification de la 
surface de Riemann. 

Comme le rayon R est aussi grand qu’on le veut, les considé- 
rations précédentes s’étendent a tout le plan des z, qui se trouve 
ainsi recouvert de deux feuillets indéfinis soudés l’un a l’autre le 
long d’une ligne de passage OL indéfinie dans le sens OL. 


: ; ‘ aa ; I 
4, Pour étudier la fonction wv & Vinfini, on pose s = = et Von 


est ramené a étudier la fonction 
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dans le voisinage de 2’ =o. A chaque valeur de 3! (fig. 5), cor- 
respondent deux valeurs uw, et uw. de u égales et de signes con- 
traires. Ces deux déterminations, suivies par. continuité, repren- 


Fig. 5. 
4 
| 


- ie 
dee 1G 
oO” Be Js 


nent les mémes valeurs quand s' revyient au méme point sans avoir 


° 


tourné autour de l’origine O' ou aprés avoir tourné un nombre . 
pair de fois autour de O’; elles se permutent, au contraire, quand <' 
tourne un nombre impair de fois autour de O’. 

C’est ce que l’on voit immédiatement, comme ci-dessus, pour le 
point s = 0(n°4). On pourra donc remplacer le plan simple z'O'y’, 
sur lequel la fonction wu de z' n’est pas uniforme, par une surface 
de Riemann a deux feuillets raccordés le long d’une ligne de pas- 
sage O’L! issue de O’ et indéfinies dans un sens, dans le sens O! 2’, 
par exemple. On exprime ce fait, par analogie avec ce qui précéde, 
en disant que la surface de Riemann primitive a un point de rami- 
fication @ Vinfint. En ce point s'= 0, les deux déterminations 
de wu sont égales et infintes. 

En résumé, la surface de Riemann a deux feuillets, sur laquelle 
la fonction w est uniforme, a deux points de ramification z= 0, 
z= et une ligne de passage allant de zéro 4 l’infini, c’est-a-dire 
de l'un de ces points a Vautre. 


5. On peut simplifier un peu ces considérations a l’aide de la 
transformation suivante : 

Sur le plan xOy de la variable zs, élevons une perpendicu- 
laire OO! égale a 1, et sur OO’ comme diamétre, décrivons une 
sphére (fig. 6). Soit z un point da plan des xy, la droite O's — 
coupe la sphére en un point ¢ et le triangle rectangle O’Oz, dans 
lequel O¢ est la hauteur issue du sommet de langle droit, donne 


—2 
OFZs0 "= OO Ber 
On peut done dire que la sphére est la transformée du plan par 
rayons vectéurs réciproques, le pole de transformation étant O'. 
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Nous faisons correspondre ainsi a chaque point s du plan un 
point ¢ de la sphére et inversement ('). 


Supposons que le plan xO y soit recouvert par la surface de 
Riemann a deux feuillets, précédemment définie, avec la ligne de 
passage indéfinie OL dirigée suivant Ox. Nous avons supposé 
qu’en chaque point z de chaque feuillet on a inscrit la détermi- 
nation correspondante de u, de fagon que, a chaque point de 
la surface de Riemann, corresponde un point analytique déter- 
miné (z, wv). Sil’on applique a cette surface de Riemann la trans- 
formation par rayons vecteurs réciproques que nous venons de 
définir, chacun des feuillets se transformera en un feuillet sphé- 
rique : la surface se transformera en une autre, formée de deux 
feuillets sphériques appliqués sur la sphére, soudés l'un a l’autre 
le long de la ligne de passage OAO’ qui est une demi-circonfé- 
rence transformée de la demi-droite indéfinie OL. A chaque 
poit analytique (z, w) de la surface de Riemann plane corres- 
pond un point.¢ de la surface de Riemann sphérique, ot |’on 
pourra sipposer inscrite la valeur correspondante uw et que nous 
appellerons le point (¢, w) de la surface sphérique. La valeur de 
la fonction u, en chaque point de la surface de Riemann sphé- 
rique, est ainsi bien déterminée. Quand nous dirons que le point 
analytique (¢, uw) décrit une courbe sur la surface sphérique a 
deux feuillets, cela signifiera que le point analytique correspon- 
dant (s, w) déerit sur la surface de Riemann plane la courbe cor- 
respondante. 

L’avantage de cette nouvelle représentation est que la nouvelle 

(‘) La représentation ainsi obtenue de la sphére sur le plan est désignée en 


géométrie sous le nom de projfection stéréographiquc. Nous aurons souyent a 
y reyenir dans le deuxiéme volume de ces lecons. 
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surface de Riemann est limitée; les points a linfini dans le plan 
des z ont pour image sur la sphére le seul pomt O! qu’on appelle 
le point co; on voit, d’aprés cela, que la surface de Riemann sphe- 
rique a deux points de ramification O et O' et une ligne de pas- 
sage OAO! joignant ces deux points. 

Pour étudier la fonction u pour des valeurs trés grandes de z, 


: I 5 4 Bi 
nous avons posé 3 = —- Cette transformation a une interprétation 


géométrique simple dans la figure précédente. Menons en O' le 
plan tangent a la sphére et, dams ce plan, un axe O’z’, paralléle 
a Ow et de méme sens que Oz, puis un axe O'y’ perpendiculaire, 
dirigé en sens contraire de Oy. La droite O¢ perce le plan 2’O'y’ 
en un point 2’ qui est précisément la représentation du point 3’, 
lié az par la relation 23’ =1. 

En effet, les deux triangles semblables OO's' et O'O zs donnent 


immédiatement 
(Oe Oi sir 


de plus, langle x Oz est égal a 2’ O's’. Donec, en vertu de lorien- 
tation des axes Oy et O’y’, les quantités imaginaires z et 3! ont 
des arguments égauxz et de signes contraires, ce qui prouve la 


'—y, La surface de Riemann sphérique a 


relation annoncée 22 
deux feuillets est done aussi la transformée par rayons vecteurs 
réciproques de la surface de Riemann du plan des x'y' que nous 
avons introduite pour étudier la fonction wu dans le voisinage 


de z'’=o0. 
Remarque. — Sil’on étudiait de méme la fonction 
u? = (Z2— e,)(s— eo), 


on verrait qu’elle est uniforme, sur une surface plane a deux 


feuillets soudés suivant la ligne de passage e; Le, joignant les 
deux points de ramification e;, e2. A l’infini, les deux feuillets sont 
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séparés : le point oo n’est pas un point de ramification (fig. 7). 
En construisant la surface sphérique correspondante, on aurait 
une surface sphérique 4 deux feuillets soudés suivant la ligne de 
passage ¢, Ag. transformée de e, Leg. Cette surface serait de méme 
nature que la précédente. 


6. Prenons maintenant léquation 


> 


uw? = A(z—e,)(s—e2)(z— @3)(3s— e,), 


Oll €1, €2, C3, €, désignent quatre constantes différentes et A une 
constante différente de zéro. A chaque valeur de z répondent 
encore deux déterminations uw, et uz égales et de signes contraires. 
Posons 


oy 
| 
2 


= 7r;(cos0; + ¢sin 0, ), 


— €3 => r2( cos 03+ isin 02), 


Ls] 


3 = 73(cos 03+ 2 sin Qs; ), 


a 
| 
& 

e 


ta 
| 
S 


C1, = r,(cos0,+ zsin@,). 


Si nous figurons les points fixes @,, @2, és, e, et le point z, r, est 
Ja distance e,2 et 9, Vangle de e,z avec la paralléle e,x, a 
Vaxe Ox; de méme pour ra, 92, .... 


Ona 


0,+ 0,+ 03+ 0, ... 0,+ 02+ 65+ 6, ° 
Sg ees af —+-isin amano 


eS — 0) 05 0 0, 
maVnnmrya|  coo(eH tet tet hs. ,) 


eek (SBS O,-+ 0, ) 
Shp yfjcyiemtd (= ee : 
Pe 


ou VA désigne l'une des déterminations de la racine du nombre 
réel ou imaginaire A. Ces deux déterminations uw, et Ww, ne peuvent 


Th Vr Ta737, VA (cos 


devenir égales 4 distance finie que si elles sont nulles, car la 
somme U,-+ Uy est nulle; elles ne deviennent donc égales qu’aux 
quatre points @,, €2, €3, 4. . 

Lorsque z décrit une courbe fermée entourant un seul des 
points @,, @2, 3, €,, Wu, et U2 ne font que s’échanger. Par exemple, 
si s décrit la courbe fermée (fig. 8) CG entourant une fois le 
point e,, lorsque z est revenu au point de départ, 9, a augmenté 
ou diminué de 27, 92, 93, 9, ont repris leurs valeurs primitives. La 
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valeur uw, suivie par continuité s’est done changée en tw, et inver- 
sement UW, en U,. Si z décrit une courbe fermée entourant une fois 
deux des points €,, 2, €3, €;, par exemple C’, chacune des deux 


Fig. 8. 


déterminations u, et UW, reprend sa valeur primitive, car deux des 
arguments 4,, 92, 93, 9, reprennent la méme valeur, chacun des 
deux autres étant augmenté ou diminué de a7. 

En général, si z décrit une courbe fermée quelconque, les 
valeurs de mu, et uw, restent les mémes ou s’échangent entre elles 
suivant que le nombre total des tours faits par la variable z autour 
de chacun des points e,, @2, @3, @, est pair ou impair, c’est-a-dire 
suivant que la variation de 9,-++ 9,-++-9, + 9, est un multiple pair 
ou impair de a7. 


7. Voici maintenant comment on forme la surface de Riemann 
correspondante. Prenons deux plans séparés P, et Po (fig. 9) 


Fig. 9. 


limités l’un et l'autre par un cercle de rayon trés grand R décrit 
de l’origine des coordonnées comme centre : sur chacun de ces 
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plans marquons les points e,, es, 3, e,, puis enlevons des deux 
plans les bandes infiniment étroites 


(2 A > > 
E14, C2 Pi, 3 ¥124%, €1 hy @> Bo, 63 Y2 64 02 


comprises entre les points e, et e2 d’une part et les points es et e, 
d’autre part. Nous avons ainsi percé dans les deux plans quatre 
ouvertures de forme linéaire deux a deux égales; nous suppo- 
serons que la variable s ne puisse pas franchir ces ouver- 
tures. 

Supposons que l’on parte du point zy du plan P, avec une déter- 
mination wu? : comme s ne peut plus passer entre e, et é, ni entre é; 
et e,, quel que soit le chemin que suive z pour revenir au point de 
départ, on obtiendra toujours la méme détermination finale de uw, 
car toutes les courbes fermées tracées sur P, entourent nécessaire- 
ment un nombre pair de points e,, €2, @3, €,. Plus généralement, 
quel que soit le chemin que suive z pour aller, sur P,, du point <5 
a un autre point z, la détermination finale wu est toujours la 
méme. Ainsi les deux chemins C et C/ conduisent en z a la méme 
détermination de u. En effet, soit uw, la détermination obtenue 
en s par le chemin G; pour trouver la valeur que prend u au 
méme point quand z parcourt le chemin C’, on peut faire décrire 
a z la courbe fermée 3)C’zCz, suivie du chemin z)Cz, car cela 
revient a ajouter au chemin C’ le méme chemin zCzp parcouru 
deux fois de suite en sens contraire; la courbe fermée z,C'sCz, 
raméne en %, la détermination uw}, puis le chemin zCzy donne en z 
la détermination u, : donc, le chemin C’ donne la méme détermi- 
nation uw, en 3 que le chemin C. 

Cette détermination u, est une fonction uniforme de z sur le 
plan P, avec les deux ouvertures e,@, et e3e,..On peut remar- 
quer qu’aux deux bords opposés de l'une des ouvertures les valeurs 
de u, sont égales et de signes contraires. En effet, soit u,(,) la 
valeur de uw, en a; si la variable z pouvait parcourir a partir 
de a, le chemin «, DD’a, entourant une fois le point e;, la valeur 
initiale de w étant u,(o), la valeur finale au point a, serait 
— u,(a,); mais la variable z ne peut pas revenir jusqu’en a, : elle 
s’arréte sur le bord de louverture e,e, au point 6, situé en face 
de «,. Cette ouverture e, é. étant infiniment étroite, la valeur u,(8,) 
trouvée en 3, différe infiniment peu de celle qu’on trouverait en a, 
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si ’on achevart le tour : on a done 
U;(B,) =— uU;(%)). 


De méme, sur Ie plan P,, la détermination uy, obtenue en un 
’ } 2) ’ 
point de ce plan en prenant pour valeur initiale de u en 5, l'autre 
détermination u3, est une fonction uniforme de z quand on a 
pratiqué dans le plan P, les deux ouvertures e,é@., ee, égales a 
celles du plan P,. La valeur de wv. en un point 2 queleonque de P, 
est égale a la valeur de uw, au méme point z de P, changée de 
signe. On a en particulier aux points a, et a, 6, et 6, 
Uy (0) = — Uy(ae), tt (8, ) = — wo( 32), 
et comme 
Wy (%y } = — Uy (Br) 
ona 
U4, (a) = Ue( Be), iy (By) = Ue(%). 


Supposons, comme dans lexemple précédent, que Pon ait 
inscrit en chaque point z du plan P, la détermination correspon- 
dante de uw, et en chaque point de P, la détermination correspon- 
dante de wy. L’ensemble de ces deux plans formera le tableau com- 
plet des valeurs de uv, chacune n’étant mscrite qu'une fois. Nous 
pouvons réunir ces deux plans en une surface unique par le 
procédé suivant, identique & celui qui a déja été employé dans 
lexemple n° 1. 

Plagons le plan P, au-dessus de Py de facon a faire coineider 
les points e,, 3, @3, €é, de Pun avee les mémes points de |’autre. 
Soudons, par une petite bande de surface, le bord e,«,e_ de l’ou- 
verture €,é. du plan P, au bord opposé e; 6» e, de l’ouverture e, e, 
du plan P,; et inversement, soudons par une petite bande de sur- 
face le bord e,6,e, de Pouverture du plan P, au bord opposé 
C, %@, de la méme ouverture de P,. Ces deux bandes se croiseront 
suivant une /igne allant de e, en eg, la ligne L,» qui sera une ligne 
de passage pour passer d’un plan 4 Pautre. Nous ferons la méme 
opération pour souder les deux bords de Vouverture e,e, du 
plan P, aux bords opposés de la méme ouverture du plan Ps, a 
laide de deux petites bandes de surface qui se traverseront suivant 
une ligne de passage L;,. 

Nous obtenons ainsi une surface unique formée de deux feuillets 
superposés, et soudés comme nous yvenons de le dire. 
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Cette surface est analogue a celle qui est représentée par la 
figure 10, avee cette différence que, dans la réalité, les deux 
feuillets sont infiniment rapprochés et les ouvertures infiniment 


étroites. On a figuré la surface telle que la verrait un obser- 
vateur debout sur le feuillet supérieur. Les droites joignant les 
points correspondants des deux plans paralléles P, et P. sont 


supposées perpendiculaires a ces plans, par exemple e,e,, @2é@2, 


et la droite zu,, i : cette derniére seule est tracée. 

A chaque point de cette surface de Riemann correspond une 
valeur de u (celle qui est inscrite en ce point) et réciproquement. 
En appelant point analytique (z, w) lensemble formé par une 
valeur de z et lune des déterminations de wu, on peut dire qu’a 
chaque point de la surface correspond un point analytique (z, u) 
et un seul. Quand le point = se déplace d’une maniére continue 
sur la surface, la valeur correspondante de wu varie d'une maniére 
continue. 

On a représenté la courbe suivie par le point de la surface de 
Riemann ou point analytique, quand 3 tourne autour du point é, ; 
on part du point (z, w,) du feuillet supérieur, puis z décrivant la 
courbe C, arrive en y, sur le bord de ouverture e;e,; le point 
analytique descend alors par la bande qui joint le bord 7, de ee, 
au bord opposé d. de ouverture e;e, du plan inférieur et arrive 
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en 02, d’ou il suit enfin une courbe C, qui l'améne au point (;, uv) 
placé au-dessous du point de départ (z, u;). 

On a figuré également le chemin suivi. par le point analytique 
pour remonter de (z, U2) en (z, «,) quand z tourne autour de ey. 
Les quatre points e,, @2, 3, €, sont les points de ramification de 
la surface. Les lignes de passage sont représentées en. Ly. et L;,; 
les deux nappes qui se traversent suivant ces lignes sont regardées 
comme absolument indépendantes lune de |’autre. Une courbe 
qui part d’un point de la ligne de passage et aboutit en ce méme 
point n’est considérée comme fermée que si son premier et son 
dernier élément sont dans la méme nappe. C'est ce que nous avons 
expliqué en détail a propos de exemple I. 

Si Pon convient de représenter la surface de Riemann par sa 
projection sur le plan Po, telle que la verrait un observateur placé 
trés loin au-dessus de P,, on obtient la figure ci-dessous (fig. 11), 


ot sont représentés les quatre points de ramification et les deux 
lignes de passage. Les chemins situés sur le feuillet supérieur 
sont en traits pleins, les chemins situés sur le feuillet inférieur 
sont ponctués C’est ainsi que les deux chemins figurés dans la 
figure 10 sont représentés sur cetle nouvelle figure. On a figuré 
aussi une courbe C’ partant d’un point (3', wv) du feuillet supé- 
rieur et revenant a ce point aprés avoir tourné plusieurs fois 
autour des points @, €,; on remarquera que chaque fois qu’on 
traverse une ligne de passage on change de feuillet : deux lignes 
qui se croisent sur la figure ne se rencontrent que si elles sont 
tracées prés du point de croisement toutes deux en traits pleins ou 
toutes deux en pointillé, car autrement elles se trouvent dans des 
feuillets différents. 
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: one I 
Point 0. — Faisons z = —; nous aurons 
& 


an —— — ; 
c= vA = Va—e, z)(t— éa3') (I— 633") (1I— e, 3) = 


Dans le voisinage de z’=o0, le radical qui figure dans cette 
formule a deux déterminations qui sont l'une et l’autre réguliéres, 
c’est-a-dire développables en une série convergente ordonnée 
suivant les puissances entiéres de zs’. Par exemple, celle des déter- 
minations du radical qui se réduit a + VA pour s =o est donnée 
par une série de la forme 


Fe = I ‘ 
(2 yay A [: 5 (e1 + @y+ 65 Hes)s+ Aaett Agst-+... |; 


autre est donnée par la série — g(z'), On a done pour u, dans 
le yoisinage de z'= 0, les deux déterminations 


uniformes toutes deux; en outre le point z’=o est un péle de 
second ordre pour chacune d’elles. On peut done dire que les deux 
déterminations de w sont uniformes dans le voisinage du point 
qui est un pdle du second ordre pour chacune d’elles : d’aprés la 
convention spéciale faite pour le résidu au point « (voir Intro- 
duction), le résidu relatif au point «© est — A; pour la premiére 
détermination et + A; pour la seconde. 

Les deux feuillets de la surface de Riemann sont donc entiére- 
ment distincts 4 linfini, car on ne passe pas d’un feuillet a l’autre 
en tournant autour du point z’= 0. Le point « n’est ‘pas un point 
de ramification de la surface : ce point est, dans chaque feuillet, 
un pdle du second ordre de la fonction w. 


8. Si nous représentons la surface de Riemann sur la sphére 
(fig. 12), comme nous I’avons fait dans le premier exemple, nous 
aurons, sur la sphére, une surface formée de deux feuillets super- 
posés avec quatre points de ramification ¢,, 2, ¢3, ¢,, Images des 
points ¢;, €2, 3, €,, et deux lignes de passages Aj. et As,. On a 
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tracé sur la sphére les chemins correspondant a ceux de ka 
figure 11, dont ils sont les images sphériques. 


9. Soit enfin une équation générale 


u2= A(z—e,)(s—ey)...(2—en), 


ou A est une constante différente de zéro, e;, @3, ..-, Cn, NM CONS- 
tantes différentes. 

Marquons dans le plan des z les points e;, ég, ..., én. Lafonction u 
a deux déterminations u, et uz égales et de signes contraires, ne 
pouvant devenir égales pour une valeur finie de z que si elles sont 
nulles toutes deux; ces déterminations sont done égales a distance 
finie aux seuls points e,, €2, ..., @,. Sil’on part @un point 29 du 
plan avec une détermination wv? et sil’on fait décrire a la variable s 
une courbe fermée, on retrouve en 3») la détermination u} ou 
autre détermination uw} suivant que s tourne un nombre pair ou 
impair de fois autour de certains des points €,, @2, . ~., @n- 

Pour former les surfaces de Riemann correspondantes et étudier 
leurs ramifications, 11 faut distinguer deux cas, suivant que 7 est 


pair ou impair. 


10. Premier cas ; n impair. — Soit n=2p-+1: Prenons 
deux plans séparés P;, et P3, marquons sur chacun d’eux les 
points €,, @2, ..., @n; puis, pergons ces plans d’ouvertures respec- 
tivement égales et de forme linéaire, les deux premiéres e, a, @25, 
et €, %,@2 6 joignant les points e,, es, les deux suivantes joignant 
les points e;, e,, ..., les avant-derniéres joignant les points é2p—1, 
yp, enfin les deux derniéres allant de ey,;,, 4 Vinfini suivant la 
méme direction dans les deux plans (fig. 13). 

On suppose que les ouvertures ainsi pratiquées ne se croisent 
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pas, ce que l’on peut toujours réaliser en numérotant les 
points €;, @2, ..+, @zpi, dans unm ordre convenable. D’ailleurs 11 
n’est pas nécessaire que les ouvertures soient rectilignes comme 


Fig. 13. 


nous le supposons: on peut leur donner telle forme que l’on veut. 

Sur les plans P,; et P, amsi découpés, les deux détermina- 
tions Ww, el Ww) sont respectivement uniformes, aux points placés 
en face l’un de l’autre sur les deux bords opposés d'une ouverture, 
chacune des déterminations prend des valeurs égales et de signes 
contraires : par exemple, aux bords de ouverture e, ¢2, on a dans 


le plan P, 


(oe, ) =— u,63,), 


et dans le plan P, 
ig( Oy), —=— Ue (32); 


d’ou, comme W,—-+ Ug est nul constamment, pour une méme valeur 
de z, 
Uy (a, ) = ta ( 2), U, (B,) = Ue(ae). 


En supposant inscrites en chaque point z de chaque plan P, et P. 
les déterminations correspondantes de wu, et uz, on obtient un 
tableau complet des valeurs de uw ot chaque yaleur est inscrite 
une fois. On peut dire encore qu’a chaque point analytique (2, w) 
répond un point de l’un des deux plans et inversement. 

Pour obtenir la surface de Riemann, superposons les deux plans 
de facon a faire coincider les points e,, é2,..., @2p44; soudons, a 
l'aide de petites bandes de surfaces, chaque bord d’une ouverture 
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du plan P, au bord opposé de Vouverture correspondante du 
plan P,. Par exemple, le bord e,%,e, sera soudé a e€, 62 e, ct-e, 8, es 
a €, %,@, par deux bandes de surfaces qui se croisent suivant une 
ligne de passage L,,; de méme les deux bandes soudant en croix 
les bords des deux ouvertures superposées €3@, se croisent sul- 
vant une ligne de passage L3,, ..., enfin les deux bandes soudant 
les bords opposés des deux ouvertures @:)41, 0 sé croiseront sui- 
vant une ligne indéfinie Lyp,,, «. 

On obtient ainsi une surface de Riemann a deux feuillets 
avec 2p-+-1 points de ramification e@4, C2, ..., €gp41 a distance 
finie et p +1 lignes de passage 


Ly, gi, tie 029) Lop—t,p, Lig p-44,00- 


A chaque point de cette surface répond un. point analytique 
(%, Ww), et réciproquement; quand <z varie d’une maniére continue 
sur la surface de Riemann, la valeur correspondante de w varie 
aussi d’une maniére continue. 

Cette surface est figurée ici avec les mémes conventions que 
précédemment (fig. 14). 


Fig. 14. 


Etudions la fonction dans le voisinage de =o. Si I’on fait 


I 
i == Ae on trouve 


TAs fee ee ee ee 
i Vv _ Va 18’) (1— en")... (1— Cap yt 2’) 
ae 


Les deux déterminations du radical sont réguliéres au point 


I 


re 
Pry 


ta 


‘=o, mais le premier facteur a deux déterminations qui 
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s’échangent quand le point 3’ tourne autour de z’=0, et qui 
deviennent infinies pour z’= o. Le point o est donc un point de 
ramification (comme dans l’exemple I), pour la surface de Rie- 
mann, car, lorsque 3’ tourne autour du point 3'= 0, le point ana- 
lytique (z, w) passe d’un feuillet dans l'autre. 

Si Von construit la sphére double correspondant a la surface 
de Riemann par la méthode d’inversion exposée dans le n° 5, a 
propos du premier exemple traité, on voit que cette surface de 
Riemann sphérique a 2 p+ 2 points de ramification 

Cree see tep ete 1. C, 


avec p +1 lignes de passage (fig. 15) 


Aye, A3;, sees Nopn—1,2p5 Aop+4,0- 


Fig. 15s 
Q' 


11. Deuxiéme cas: n pair. — Soitn=2p-+2. Nous trace- 
rons alors, dans les deux plans P, et P,, p+-1 ouvertures deux a 
deux égales joignant les points @,é2, €3@4, ..-, C2py1, C2py23 Puls 
nous superposerons ces deux plans en soudant chaque bord d’une 
ouverture du plan P, au bord opposé de louverture correspon- 
dante de Py. 

Nous aurons ainsi une surface de Riemann a deux feuillets 
avec 2p +2 points de ramification a disiance finie et p--1 lignes 
de passage, surface analogue a la surface de la figure 10, pour 


laquelle p=1. 
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Voyons enfin ce qui se passe au point oo, Dans le cas actuel 
(n pair), le poimt oo n’est pas un point de ramification. Si Pon 


q I 
fait, == =, ona 
& 


I 
VA 5 
Ree ree Ja—ejz2 )(i— €9.2')... (1 Cap yo 2’). 


Les deux déterminations du radical étant réguliéres au point 
s'= 0, chacune des déterminations de wu est uniforme dans le voi- 
sinage du point s'=o0 et admet ce point pour pole d’ordre p +1. 
Le point o est done dans chaque feuillet un pdle d’ordre p+ 1 
de u, avec un résidu qui est le coefficient de z’ dans le développe- 
ment de la détermination correspondante de wu suivant les puis- 
sances de 2’, ce coefficient étant changé de signe. 

La surface de Riemann sphérique correspondante a 2p—+ 2 
points de ramification ¢4, €, ..., Expy2 et p +1 lignes de pas- 
sage Avo, Az,, Aspsrijepy2- Elle est de méme nature que celle du 


cas précédent (nm impair), avec cette seule différence que, quand 
n est impair, l’un des points de ramification ¢),,»2 coincide avec le 


point O! (fig. 16). 
Fig. 16. 


12. Cette identité de nature des deux surfaces de Riemann, 
correspondant aux deux cas de n pair et de n impair, deviendra 
tout a fait évidente dans |’étude que nous allons faire des fonctions 
uniformes, et particuliérement des fonctions rationnelles en = et u 
sur une surface de Riemann. La surface de Riemann, et non la 
relation algébrique, sera alors prise comme point de départ, et 
il est aisé de voir que toute fonction rationnelle sur une surface 
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de Riemann, pour laquelle n =2p-+ 2, peut se ramener a une 
fonction rationnelle sur une surface de Riemann pour laquelle 
ft == 2p-t1- 


En effet, dans la relation 


y, 2 


(1) w= A(z—e,)(3—e2)...(3— €rp42), 
faisons le changement de variable 


i —'C4 eT, 
B55 59 t 
2pr2 
dot 
(€ap+2— ex) —(€,— ek) 
4— eC, = TSS ea irae 


Sik est différent de 2 p + 2, on peut écrire 


f 


Le a €4— Ck 


; Z 
2— €4 = (€ap52— Ck) iat 


“a 


et pour k= 2p + 2 


mn 5 €2p4+2— & 
a C2p+2 a px; 
ae 
Substtuant et posant 
(2) uw? = A'( 2'— gy) (2'— £2)... (2 — €2p+4) 
ou 
Ant C2p+2— &1) ( €2p42—€2).-. (€ap42— Cop+1)s 

ona 


f 


u 


ee 
(2’—1)r*1 


D’aprés cela une fonction rationnelle sur la surface de Riemann 
correspondant a la relation (1), pour laquelle n = 2 p-—-2, c’est- 
a-dire une fonction rationnelle de u et z, se transforme évidem- 
ment en une fonction rationnelle de wu’ et z’, c’est-a-dire en une 
fonction rationnelle sur la surface de Riemann correspondant 
a la relation (2), pour laquelle n= 2p-+1, et réciproquement. 


13. Occupons-nous maintenant de l’étude des fonctions uni- 
formes sur une surface de Riemann. 

Si nous imaginons une des surfaces de Riemann précédemment 
étudiées, nous dirons qu’une fonction v de z est uniforme sur la 
surface de Riemann quand elle ne prend qu'une valeur en 
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chaque point (z, u) de cette surface. Par exemple, une fonction 
rationnelle R(s, uw) de z et u est uniforme sur la surface de Rie- 
mann; il en est de méme des fonctions 


Riz, w a: hes 
e , lane Cee wa), 


Si nous désignons, en général, par 


Daal Ca1)) 


la fonction uniforme considérée, elle a, pour chaque valeur de z 
distincte d’un point de ramification, deux déterminations 


i= f(s, uy), r= f(s, U2), 


correspondant aux deux points analytiques (2, w,), (z, U2) super- 
posés dans les deux feuillets. Les fonctions symétriques 


Py +02 et Py, 


sont évidemment des fonctions uniformes de z dans le plan simple 
des z; car, lorsque z décrit un contour fermé quelconque dans ce 
plan, les deux déterminations ¢, et v2 ne changent pas ou se per- 
mutent entre elles. 

Désignons par (Zp, Uo) un point de la surface de Riemann dis- 
tinct d’un point de ramification : sur le feuillet correspondant de 
cette surface tracons un cercle de centre (Zz), Uo) et de rayon 4 
assez petit pour que ce cercle ne contienne aucun point de rami- 
fication; les points de la surface situés dans ce cercle constituent 
ce qu’on appelle le domaine 6 du point (Zo, Uy). Dans ce domaine, 
u et, par suite, » sont des fonctions uniformes de z. 


14, La fonction ¢ est dite réguliére au point (Zo, Uo) si, dans un 
certain domaine 6 de ce point, elle est développable en une série 


V+ 00 


= > Ay( Sed Zo)? 


Vi==0. 


procédant sutvant les puissances entiéres et positives de 3 — Zp. 
Si la function s’annule au point (Zo, Uo), les premiers termes 
de cette série ont des coefficients nuls, et le développement est de 
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la forme : 
9 = (5— Z)"[ Am Amis(Z— 30) +... ]; 


Am étant différent de zéro. On dit alors que le point (zo, uo) est 
un zéro d’ordre m. 

Si au point (Z, Wo) la fonction n’est pas réguliére, ce point est 
un point singulier. Nous ne considérerons que des fonctions 
ayant des points singuliers isolés : alors, dans un domaine 0 suf- 
fisamment petit du point (zy, Uo), il n’y a pas d’autre point singu- 
lier que (Zo, Uo). Comme, dans ce domaine, ¢ est une fonction 
uniforme de s avec le seul point singulier zo, la fonctiou ¢ peut, 
d’aprés le théoréme de Laurent, étre développée en une double série 
procédant suivant les puissances positives et négatives de (s— zy) 

He 


eS >: Ay (3— Z9)”3 


VS — oo 


la partie de ce développement qui contient les puissances négatives 
de z — z est la partie principale de au point singulier (9, Wo), 


te I Nees . 2 e . 
le coefficient A_, de Fae, 8 le résidu relatif ace point. Sila 
Ne 0 


partie principale est une série illimitée, le point (z9, uo) est un 
point singulier essentiel; si la partie principale contient un 
nombre limité de termes, c’est-a-dire est un polynome de degré ¢ 


I ° A 
en’ le point (2), %) est wn pdle d’ordre q. 
15. Voici quelques remarques importantes au sujet des défini- 
tions qui précédent. 
- J I G Syty ih 
L’intégrale af dz prise dans le sens positif sur le contour 


du domaine 0 du point (9, uo), dans lequel les développements 
précédents sont valables, est égale au résidu A_, relatif a ce point: 
en effet, les intégrales de tous les termes de la série sont nulles a 
lexception de 


dz, 


qui est évidemment A_,. 
En laissant de cété le cas ou le point (29, Uy) est un point 
singulier essentiel, on voit que dans tous les autres cas la fone- 
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tion » peut, dans le voisinage de ce point, s’écrire sous la forme 
v= (z— Z))*[ Bot By(z— 20) + Bx (sz — Zo )?-+. Pail 


ou & est un entier positif, négatif ou nul et By un coefficient 
constant différent de zéro. Si k est positif, le point (39, uo) est un 
zéro d’ordre k; si k est négatif, ce point est un péle d’ordre — k; 
si k est nul, ce point est un point neutre car la fonction est régu- 
liére et ne s’annule pas en ce point. 


loge : 
BP au point (Zo, Uy). 


an z d 
Ce nombre k est le résidu dela fonction fe 


On a, en effet, 


d loge ek 


epee Co+ Cy(z— Zo) +...; 


car, By étant différent de zéro, la dérivée logarithmique de la série 
entiére est aussi une série entiére. Le résidu relatif au point (Zo, Wo) 
est bien /. 

Considérons le point (z), — u,) superposé a (29, uo) dans 
Yautre feuillet et appelons ¢, et vy, les deux déterminations de ¢ 
dans le voisinage des points (9, Uo), (40, — Uo). Le résidu de la 
fonction uniforme de z, 9,-+- 2, au point Z, est la somme des 
résidus de ¢ aux deux points (Z9, Uo) et (Zo, — Uo). En effet, les 


lf 


coefficients de dans les développements en séries de 9, et 2 


SS) 


: I as Re 
étant A, eu AY = celui de ———— ‘dans ° > est évidemment 
4 i) Ps, 4 
A_,+A’,. 
Si aucun des points (Zp, Uo), (Zo, — Uo) n’est un point singu- 
lier essentiel, les développements de ¢, et ¢, sont, dans les domaines 
respectifs de ces deux points, de la forme 


®, = (3 — Z0)* [Bo + By (s— 20) + Bo (s— w)?-E-.- J; 
Po = (3 — Z)*' [By + Bi, (s— 20) + BS (s— 2)? +..~.-], 


avec By et Bi différents de zéro. La fonction uniforme 9, sera 
donc donnée par un développement contenant (s—z,)4t* en 
facteur; ¢, 2 admettra le point z) comme zéro, infini ou point 
neutre, suivant que k + kh’ sera positif, négatif ou nul. 


16. I s’agit d’étendre les définitions précédentes aux points de 
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ramification. Détinissons d’abord, d’une maniére précise, ce 
qu’on appelle domaine d’un point de ramification _e; : c'est len- 
semble des points analytiques qu’on peut atteindre, en partant du 
point e;, dans lun ou l'autre fenillet, et assujettissant le module 
de z — e; a rester plus pelit qu’un certain nombre 3, moindre que 
la distance du point ¢€; au point de ramification le plus rapproché. 

Cette portion de surface de Riemann est représentée ci-dessous 
d’abord dans l’espace, en supposant les deux feuillets séparés 
(comme dans la figure 3); c’est la portion de surface située dans 


Fig. 17. 


un cylindre de réyolution, de rayon 0, ayant-pour axe la ligne e;e; 
normale aux deux feuillets P, et P,. Cette méme portion de la 
surface est représentée a coté, en projection sur le plan P, avec la 
ligne de passage L issue du point e;; la courbe limite est com- 
posée de deux circonférences égales et superposées, de rayon 4, 
situées l’une dans le feuillet supérieur, l’autre dans le feuillet infé- 
rieur, et se raccordant a la ligne de passage : on les a figurées par 
des courbes un peu différentes d’une circonférence pour pouvoir 
représenter les deux parties qui, en réalité, se recouvrent. 
Cela posé, autour du point e;, les deux déterminations de wu, 


u= VA /(s—e1)(3— e2)...(3— En), 


se permutent. Si l’on pose 


(3) Z—é;= F, 
ona 
Went VA Vler— e¢-+ 2) (e;—e€2 +)... (ei—e@n+ ), 


et chacune des déterminatione de uw est une fonction uniforme 
de ¢ pour des valeurs de ¢ dont le module ne surpasse pas une 
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certaine valeur positive ¢, suffisamment petite. L’une de ces déter- 
minations est donnée par un développement en série entiére 


(4) uw = t(Co+ C, 2+ Catt+...) 


et l'autre par la méme série changée de signe; ces deux détermi- 
nations se permutent quand ¢ change de signe; elles sont données 
aussi par la série 


a 
u= (2 — e;)? [Got C,(s—e;) + C.(s—e;)?+...] 


convergente dans le domaine d= ye du point e;, série dont le 
premier facteur change évidemment de signe quand z tourne 
autour du point e;. 

Quand ¢ est connu, sous la condition | t| <e, z et w sont déter- 
minés sans ambiguité par les formules (3) et (4), dont la fonction ¢ 
n’a qu’une valeur; elle est une fonction uniforme de ¢. 

La fonction » est dite réguliére au point e; quand, pour des 
valeurs suffisamment petites de ¢, c’est-d-dire dans un domaine 
suffisamment petit du point e;, elle est déyeloppable en une série 


V0) —-) y 
= YT Ay i= y Ay(s—e;)? 
1) v=0 


procédant suivant les puissances positives de ¢, c’est-a-dire 
cL 
de (zs —e;)?. Si la fonction ¢ n’est pas réguliére au point e;, ce 


point est un point singulier; nous envisageons seulement le. cas 
ou c’est un point singulier isolé, c’est-a-dire ot y n’a pas d’autre 
point singulier dans un domaine suffisamment petit du point @;. 
Alors ¢ étant, pour de petites valeurs de ¢, une fonction uniforme 
de ¢ avec un point singulier au point ¢ =o, est, par la formule de 
Laurent, développable en une double série 


1 
procédant suivant les puissances positives et négatives de (z—e;)’. 
La partie formée par les termes a exposants négatifs est la partie 
principale; quand cette partie principale est une série illimitée, 
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le point e; est un point singulier essentiel; quand elle est limitée, 
ce point e; est un pole. 
On appelle résidu relatif au point de ramification e; le double 
I 
ae 


remarques suivantes. Le résidu en un point ordinaire (Zo, Uo) est 


du coefficient de » 2A_,. Cette définition est justifiée par les 


Z 


371 I d me 

égal 4 Vintégrale —. | ¢ dz, prise dans le sens positif sur le con- 
2 TL 

tour limite d’un domaine infiniment petit du point (9, wo); il est 

naturel d’appeler de méme résidu au point e; la valeur de l’inté- 


grale = fe dz, prise sur le contour limite d’un domaine infini- 
é 


ment petit du point e,, domaine figuré précédemment (fig. 17); 
or, pour parcourir ce contour limite, la variable z doit tourner 
deux fois autour du point e;, ce qui donne pour l’intégrale 


I ae ee 
rd sa dz la valeur 2 A_., car tous les termes de la série ci-dessus 


I 


ont des intégrales nulles, sauf le terme en dont Vintégrale 


U 


1 Ne 


2EU Z—e; 


dz 


est égale 4 2A_, quand z tourne deux fois autour du point e. 
Nous avons vu que la fonction uniforme de z, ¢;-+-¢2, a pour 
résidu au point z) la somme des résidus de ¢ aux points super- 
posés (Zo, Uy) et (Zo, — Uy) : actuellement le résidu de v, + #2 au 
point e; est préeisément égal au résidu de » au méme point, car 


ona 
V=+ 0 Yi 00 


y “i 
- 7) noe 
= > Ay(s--e;), p= > (—1)’ Ay(z—e;)*, 
V==— 0 V=— 2 
= + 
i > 2 Noy, (3 — e;)¥, 
U.—=— 09 


développement dont le résidu est bien 2A_4. 
Ecartons le cas ot le point e; serait un point singulier essentiel : 
alors, dans le domaine de ce point, on peut écrire 


o> tk(Bo- Byt+B,2+...), 


k ! 
= Pw ipte nine ae ee ae 
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ot B, est différent de zéro, & désignant un entier positif si la fonc- 
tion s’annule au point e;, négatif si elle devient infinie, nul si la 
fonction est réguliére et différente de zéro au point e;. Dans le 
premier cas (k > 0), le point e; est appelé un zero d’ordre 4; dans 
le deuxiéme cas (k < 0), c'est un pédle d’ordre — f; enfin, sik est 
nul, le point e; est un point neutre. Ce nombre / est encore égal 


Sg dlogy . 
au résidu de = au point e;: en effet, on a 
k 
dloge 3 I Fade = : 
dz E—é; a 


(z—e;) 


développement dont le résidu est &. On voit aussi que le point e; 
est pour la fonction uniforme »,%, un zéro ou un infini du méme 
ordre que pour la fonction ¢ : en effet, les deux déterminations 6, 
et», s’obtiennent dans le voisinage de e; en changeant le signe 


de (s — 2s 
k 


1 
= ee nthe B,(s—e;)+ Peer 


we] ay 


k 1 iz 
>= (—1)*(3—e;) sn eee Bo(s—ei)—.. als 


Le produit ,», est done bien égal a (s—e;)* multiplié par une 


série entiére en 3 — e;, non nulle au point e;. 


17. Il nous reste 4 examiner les points a l’infini. Supposons 
d’abord n pair et égal A 2p+-2; le point a Vinfini dans chaque 
feuillet est un point ordinaire : ces points se distinguent en ce que, 


pour z infin, le rapport =o a une certaine limite eA dans 
un des fenillets, et la limite — JA dans l’autre. Prenons un de 
ces points a Vinfini oj dans le feuillet P,; nous appellerons 
domaine de ce point la portion du plan située dans le feuillet 
correspondanta Vintérieur d'un cercle de centre O et de rayonR 
assez grand pour que tous les points de ramification soient dans 
ce cercle. Dans ce domaine, u et par suite » sont des foncuons 
uniformes de z. La fonction est réguliére au point 0, si, dans le 


SURFACES DE RIEMANN A DEUX FEUILLETS. 31 


domaine de ce point, elle est développable en une série 


VoS 0 


C= Ay ZY 


V0 


ne contenant que des puissances négatives de sz : si la fonction 
étant réguliére’s’annule au point oo,, les premiers coefficients sont 


é 7 I 
nuls et si le développement commence par un terme en => le 


point co, est un zéro d’ordre m. 

Lorsque la fonction n’est pas réguliére au point oo,, ce point 
est un point singulier que nous supposerons isolé, c’est-a-dire tel 
que dans le domaine du point «, il n’y ait pas d’autre point singu- 
lier. Dans ce domaine, la fonction est représentée par la somme 
de la série 


l'ensemble des termes 4 exposants positifs est la partie princi- 
pale : il n’y a qu'un nombre limité de termes a exposants positifs, 
la partie principale se réduit a un polynome de deeré 

if I P poly 8 


Mi===100; 
~) IT 
p= Aig 27+ Agi, 27'+...+A42 +) ‘AY ea 
Si 
et le point oc, est un pdle d’ordre g. Dans le cas contraire, le 
point oo, est un point singulier essentiel. 
Dans tous les cas, le résidu relatif au point «, est le coefficient 
I . 3 Binge a : : 
de—changé de signe, c’est-a-dire — A,. Ce résidu est égal a 
~ 


lintégrale 


7 


; 
; f edz, 
27TU 


prise dans le sens positif sur la circonférence limitant le domaine 


dans lequel le développement ci-dessus est valable, comme 
on le vérifie immédiatement en remarquant que tous les termes 
du développement ont des intégrales nulles, excepté le terme 


i 
eny=s 
3S 
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En écartant le cas ot le point o, est un point singulier essen- 
tiel, on a, dans le domaine de ce point, 


I 
+B G+..), 


| 
Pas ae 
a = 
Sees 
E> 
Sama 
oS 
o 
i] 
+ 
oS 
ty boa 


oi B, est différent de zéro. Si l’entier & est positif, la fonction 
s'annule au point , qui est appelé un zéro d’ordre k : si cet 
entier est négatif, la fonction devient infinie an point oo, qui 
est un pole d’ordre —; si & est nul, le point oo, est un point 
neutre ott la fonction sst réguliére et différente de zéro. Comme 
d loge 
dz 


en un point a distance finie, l’entier & est égal au résidu de 


au point oo,, car 


dloge k I rai I 
2 — et a(G+G4+G54... ) 


développement dont le résidu a V’infini est &. 

Pour le point a l’infini oo, situé dans le deuxiéme feuillet, on a 
des développements analogues. Si nous appelons », et ¢» les 
déterminations de ¢ dans le domaine des points «, et a2, A, et A‘ 
les résidus respectifs de ces deux déterminations, k et k’ les puis- 


I . . . 
sances de = qu’elles contiennent en facteurs, la fonction uniforme 


¢,+ 2a pour résidu a Vinfint A,+ A‘ et la fonction uniforme 
0,02 est, dans le domaine de s= , représentée par un dévelop- 
pement de la forme 


y \ A+’ I ene 
ream (2 (G+ G2+G5 +...) 


I k-+-k! z ; . Sf at 2 e 
contenant (5) en facteur, Cy, étant différent de zéro. 


Nous venons d’étudier le cas de n pair : passons maintenant au 
cas de nimpair, rn = 2p +1. Le’point o est alors un point de rami- 
fication et, dans la surface de Riemann, une des lignes de passage 
va du point égp,; 4 0, la ligne L,,,,..; décrivons de O comme 
centre, sur la surface de Riemann, une circonférence de rayon R 
plus grand que la distance du point O au point de ramification 
le plus éloigné. Pour que cette circonférence se ferme, il faut 
tourner deux fois autour du point O, car on change de feuillet, 
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comme le montre la figure 18, en trayersant la ligne de pas- 


sage L 


2p+1,a* 


Les points de la surface de Riemann situés a l’extérieur de cette 
circonférence constituent le domaine du point o. 

Les valeurs de wu et de z, correspondant aux points analyuques 
de ce domaine, peuvent s’exprimer en fonctions uniformes d’une 
variable auxiliaire ¢ par les formules 


a is ee VAN VG— 0) e,8)1.. (1 — Opi ®) 
oe 72 a f2p+1 4 


ou 


Les deux déterminations de wu s’obuennent en donnant a ¢ des 
valeurs égales et de signes contraires. La fonction ¢ est donc, 
pour ces mémes valeurs de ¢, une fonction uniforme de ¢, et, en 
supposant RK suffisamment grand, on pourra développer la fonc- 


lion » en une série 
V+ 0 V==-- 20 


| =o 
C= »> Ave >» Nes 
Weztse 


Vi=='—"00: 


wy 


& 
5 


L’ensemble des termes en 3” a exposants positifs est la partie 


principale. S’il n’y a qu'un nombre limité de termes a exposants 
A 


positifs, la partie principale se réduit 4 un polynome en 27; le 
point 4 linfini est un pdle. S’il n’y a pas de termes a exposants 


positifs, la fonction est réguliére au point oo, et enfin si le déve- 
i 


loppement commence par une puissance négative de z*, le point 
est un zéro. ; 


APPELL ET GOURSAT, — I. 
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2 hy: : : I : 
Le résidu au point  estle double du coefficient de — changé de 


signe — 2Ay; c’est la valeur de Vintégrale if’ dz, prise dans 
le sens positif sur la circonférence qui limite le domaine du point oo 
dans lequel les développements ci-dessus sont valables, cette cir- 
conférence étant, comme le montre la figure, parcourue deux fois. 


Si on appelle »; et ¢, les deux déterminations de ¢ dans le domaine 
du point 2, ona 


. 


Verse 7) pissaee: Sy) 
y= yy, Ay ee Vs, => 3 (=> Ti) Az 2. 
v=—@ VvI=— om» 
Bpo=+x 
eters \) 2Ayet 
i= —— £0 


Le résidu de la fonction ¢ au point de ramification a l’infini est 
done encore égal au résidu de la fonction uniforme », + ¢y aVinfini. 

En écartant le cas ot le point a Vinfini serait un point singulier 
essentiel, on peut, dans tous les autres cas, écrire la fonction ¢ 
dans le domaine du point 


1 
1\2 T 2 I 
o= (2) [nen (2) end +. 
ie z Z 


ot. Bo est différent de zéro; si Pentier /& est positif, la fonction 
s'annule au point de ramification 0; on dit qu’elle admet ce point 
comme zéro d’ordre £; si cet entier est négatif, la fonction devient 
infinie au point o: on dit qu’elle admet ce point comme pdle 


Vordre —k; si k=o, la fonction est réguliére et différente 
de zéro au point o, qui est un point neutre. Le nombre & est 
d loge 


encore le résidu de au point co. En appelant 9, et ¢, les 
dz 


bef 


é : : er : 
deux déterminations de v obtenues en donnant a (;) des signes 


contraires, on voit que la fonction uniforme 9,2 est de la forme 


k 2 
Py Pg = (;) [ c+ (OF = + ¢,(2) soe]; 


elle admet le pointoocomme zéro ou comme infini du méme ordre 
Vv 
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18. Parmi les fonctions uniformes sur la surface de Riemann, 
les plus simples, dont l’étude s’impose tout d’abord, sont les fonc- 
tions rationnelles de z et u. 


Soil 


une fonction rationnelle de z et u : cette fonction ¢ est une fonc- 
lion uwniforme sur la surface de Riemann, car a chaque point de 
cette surface correspond un seul systéme de valeurs de z et wu, et, 
par suite, une seule valeur pour ». Nous nous proposons d’étudier 
les propriétés de cette fonction 9. 

La fonction rationnelle R(z, uw) est le quotient de deux poly- 
nomes en z et u dans lesquels on peut toujours remplacer les 
puissances paires de wu, w?7, par leur valeur 


AV (z—e,) (4— @2)...)Z— En) ]9, 


et les puissances impaires w24*! par l’expression 


wAI[ (s—e,)(s—e2)...(3— en) ]9. 


On aménera ainsi le numérateur et le dénominateur de » a ne 
contenir w qu’au premier degré, et l’on mettra ¢ sous la forme 


ap a eee 
an 2 Ty eae 


Z,, Z:, Z;, Z, désignant des polynomes en s. Multiplions et divi- 


sons cette expression par le facteur 


Z3;— uZ, 


. 


et remplagons encore u? par sa valeur en fonction de z, nous 
aurons » sous la forme 
P(z)+u Q(z) 
¢= A; 
R(z) 
ot P(z), Q(s), R(z) désignent des polynomes en z que nous 
pouvons toujours supposer sans diviseur commun : si ces poly- 
nomes avaient un diviseur commun, on le supprimerait au numé- 


rateur et au dénominateur. 


19. Cherchons quelle est la forme de la fonction ¢ dans le voisi- 
nage d’un point ordinaire (%9, UW») de la surface de Riemann. 
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Soit (Zo, Uo) un point de la surface de Riemann distinct d’un 
point de ramification; nous l’appellerons pour abréger un point 
ordinaire de la surface de Riemann. Dans un domaine 6 de ce 
point la fonction u, qui se réduit a Uy au centre du cercle, étant 
uniforme, finie et continue, est développable en une série pro- 
cédant suivant les puissances entiéres et positives de z— Zp» par la 
formule de Maclaurin 


Meier Os Mea (2— 2)? 


u = Uy + —— Uy Uj. .3 
I 


les polynomes P(z), Q(z) et R(z) peuvent aussi étre développés 
suivant les puissances de (z — Z,) par cette méme formule, et l’on 
aura, dans le voisinage de 3 = Zo, 


P(z)+ uQ(z) = Ao+ a1 (2 — Zo) + a2(4— 2)? +..., 
3—Z)?_, 
R(z) = Ro +(s— 2)Ro+ ee teem 
Ro, Ri, ... désignant les valeurs du polynome R et de ses déri- 
vées pour 3 = 39; do, 4, ... des coefficients constants, 
Ay = Pot UW Qo+.... 


Pour traiter le cas le plus général, supposons ao, a. ..., Gg—4 
nuls, avec ay différent de zéro, Ro, Ri, ..., RY" nuls et RY dif- 
férent de zéro. On aura alors 


P+ uQ = (4— 20) [| a@g+ Aqu1(4— Zo) +...], 
R = (z¢— 2) RQ?+ RY+(z— zo) +. -:} 


dou, en divisant, 


P . : 
(‘== oe = (z— Zy I" Ao + A\(z— 2) + Ae(z— 2))?+. c a6 


ot la série entre parenthéses est le quotient de la série 
ag Aga1(s— Zo)+. Acs 
par le polynome 
RPA Gee eee 2: 


dont le premier coefficient est différent de zéro. Le coefficient 


est par conséquent différent de zéro. 
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Si g>r la fonction » admet le point (zo, u)) comme zéro 
d’ordre g —r; sig <r, elle admet ce point comme pdéle d’ordre 
r—q; enfin, si g =7r, elle est réguliére et différente de zéro au 
point (Z9, Wo), qui est un point neutre. 


20. Voyons de méme quelle est la forme de » dans le voisinage 
Wun point de ramification. Soit e; un point de ramification; 
i Pp , 


écrivons u sous la forme suivante 


Alb 
u“ = (3— é;)? u; 
avec 


/ 7 / ; 
uy = (2 — ey) (3 — ea)... (4 — ex) (4 — Cx )--- (3 — en), 


le facteur z— e; étant laissé de cété sous le radiéal. Les deux 
déterminations de wu; sont, pour des valeurs suffisamment petites 
du module de s —e;, développables en série de puissances entiéres 
et positives de z—e; : lune de ces déterminations sera donnée 


par la série 
Uj = Ay + a,(3—e;) + A3(3—e;)?+..., 


autre par la méme série changée de signe. On a alors, pour des 
valeurs suffisamment petites de (zs — e;), 


zh 
u= (s—e;)?[ao+ a,(s—e;) + a2.(2—e;)?+...]. 


Cette expression donne les deux déterminations de u autour du 
point e;, car, lorsque z tourne autour de e;, le premier facteur 


wl— 


change de signe. : 
En développant P, Q, R suivant les puissances de s— ej, on 
aura 


4 5 
P+ uQ=6)+60,(4—e;)2?+ b.(s—e;) + 63(s—e;)*+..., 


D) 


R=c¢eo+ ¢)(3—e;) + e2(2—e;)?+..., 
dont la premiére procéde suivant les puissances entiéres positives 


de (s — en. 


Pour traiter le cas général, supposons nuls les coefficients 


bo, b,, ates g Og=Ny Co, Cr, teay Cr—iy 
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les coefficients by et c, étant différents de zéro. On aura 


qT 1 
P+uQ =(zs—e;) | bg bqai(s— 41) + Og4a( 3 — ej) eo 


R = (2—e;)" [ Cp Cpu (5 — G3) 4 Cpe (= €:)? =... 5 


d’ou, en divisant, 


~ Pad | | 


° R =(z—e;) * | Ao tAy(s—e;)’ + As(s—ei) 4+... 

D’aprés ce développement, le point e; est un zero d’ordre 
g—2r, ou un péle d’ordre 2r —q, ou un point neutre, suivant 
que g — 2Pr est positif, négatif ou nul. 


21. Voyons enfin les points &@ Uinfini. Si n est pair, et 
égal A op +2, il y a un point a linfini dans chaque feuillet; 
étudions la forme de la fonction dans le voisinage de l’un de ces 
points, le point co, par exemple. On a, pour des valeurs de z 
dont le module surpasse une certaine limite p suffisamment 


grande, 
i ( e es Can+e 
us grr! Wxq/ (1 =) oe = See) 
& & ay 


a iv . \ 
mcg VA(1+S434...). 


“a < 


ou 


Donc P + wQ est de la forme 


P+uQ= 21 (ay + a, 


ty le 


a, étant différent de zéro et g un entier positif ou négatif. Ona de - 


méme 


R = 2"(by+ b, = setae S506 bra)? 


Ad 


«a 


r désignant le degré de R: donc, en divisant et supposant le 
module de z plus grand qu’une limite convenable, 


> —¢ 
eet ewan ce "(Mow A t+ Aro +...) 
R z a a 


On voit que le point 2%, est un zéro d’ordre 7 — q ou un péle 
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ordre g—vr, suivant que r—q est positif ou négatif; quand 
r—q=o0, la fonction est réguliére et différente de zéro au 
point coy. On aura un résultat analogue dans le domaine du 
point ob». 


Sott_n impair, n= 2p-+1. Il y a un point de ramification a 
Pinfini et ’on a, dans un domaine convenable du point co, 


pat oH Sa ee ts 2 Ee 
ede Vay/(1—) (:— 2)... (1 Se), 


d’ott 


et en divisant 


ey, 


> De: 2 2 
ea te = (5) Ag-+ Ay () + As 


ty le 
+ 
Poa 
w 
aa 
tale 
NK 
+ 


Le point de ramification a linfini est done un zéro d’ordre 
2r—gq ou un pdle d’ordre g — 27, ou un point neutre, suivant 
que 27 —q est positif, négatif ou nul. 


22. Il résulte de ce qui précéde qu’une fonction rationnelle 
en z et uw est une fonction uniforme sur la surface de Riemann, 
nayant a distance finie ou infinie d'autres points singuliers 
que des péles. 

Réciproquement, une fonction v uniforme sur la surface de 
Riemann, et n’ayant pas d’autres points singuliers que des 
poles, est une fonction rationnelle de z et u. 

En effet, appelons uw; et uy les deux déterminations de u corres- 
pondant 4 une méme valeur de z, v, la valeur de la fonction » au 
point (z, w,)de la surface de Riemann, ¢, sa valeur au point (Z, U2). 


Posons 
r= 9(2) + Y(2), 
P= 0(2) + uy, (2), 


r\ 


les fonctions 9(z) et }(z) étant définies par ces équations mémes, 
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qui donnent immédiatement 
Pi + Po - { V4 Vo 
oz) = BE", ya) (443), 
2 2 uy Us 


comme on le voit, en ajoutant et s'appuwyant sur ce que UW, -+ U2= 0. 

Ces formules montrent que 9(z) et U(z) sont des fonctions 
uniformes de z; en effet, z étant donné, uy, Us, 1 et P2 ont des 
valeurs bien déterminées; quand z décrit une courbe fermée dans 
le plan simple des z, u; peut se permuter avec tw, mais alors 9, se 
permule avec 2, el les fonctions symétriques o(z) et U(z) ne 
changent pas. De plus, ces fonctions uniformes g et / n’ont pas 
d’autres singularités que des péles; car, dans le voisinage d’un 
point ordinaire (zo, Uo), les développements en série de °,, 2, 


I I : Sens F 4 : 
ee ne contiennent qu'un nombre fini de puissances negatives 
4 2 


de z— %; il en est donc de méme de ¢g et J; dans le voisinage 


: ; i ; I 
d’un point de ramification e;, les développements de ¢,, 02, : 
i 


I ‘ : ; é : 
et — ne contiennent qu’un nombre fini de puissances négatives 


Us 


Fade oo ° . v Po 

de \/z—e;; lorsqu’on forme les combinaisons ¢;—+- 2, — : 
U4 Uy 
les puissances fractionnaires disparaissent, et g et / ne contiennent 


qu’un nombre limité de puissances négatives de (zs — e;); le méme 

2 , x . 21s , i . 
fait se présente a l’infini a l’égard de =e Les fonctions 9 (z) et U(z), 
étant uniformes dans tout le plan simple des z, et n’ayant d’autres 
singularités que des péles, a distance finie et infinie, sont des 
fonctions rationnelles de z. La fonction ¢, étant égale a 9(z)+- wh(s) 
en tous les points de la surface de Riemann, est donc une fonction 
rationnelle de z et de u. 

Le raisonnement qui précéde montre que l’expression géné- 
rale d’une fonction uniforme sur toute la surface de Riemann 
est y = 9(s)+ub(s), g etl étant des fonctions uniformes de <. 
Si la fonction » n’admet qu’un nombre fini de points singuliers 
sur toute la surface, 9(s) et Y(s) n’admettent également qu’un 
nombre fini de points singuliers dans tout le plan de la variable <. 


23. Il est important de remarquer que toute fonction » unt- 
forme sur la surface de Riemann et réguliére en tous les points 


SURFACES DE RIEMANN A DEUX FEUILLETS, Al 


de cette surface a distance finie et-infinie, est une constante. 

En effet, appelons », et », les deux déterminations de cette 
fonction correspondant & une valeur de z, on verra, comme ci- 
dessus, que les fonctions 


Pre Vay 04.0 > 


sont des fonctions uniformes de z. Ces fonctions sont, de plus, 
réguliéres pour toutes les valeurs de  finies et infinies : ce sont 
done des constantes. Les deux déterminations ¢, et vy sont racines 
d’une équation du second degré-a coefficients constants : celles 
sont constantes. Comme ces deux déterminations deviennent 
égales aux points de ramification, elles sont égales 4 une méme 
constante, et la fonction ¢ est constante. 


24. La somme des.résidus d’une fonction rationnelle v de u 
et 3, en tous les points de la surface de Riemann, a distance 
finte et infinite, est nulle. 


En effet, appelons 9, et vy les deux déterminations de v en deux 
poimts superposés des deux feuillets : nous avons démontré, au 
moment de la définition méme des résidus, que, en un point ordi- 
naire 29, le résidu de la fonction uniforme ¢,-+ 2 est égal a la 
somme des résidus de » aux deux points superposés (Zp, Uo) 
et (39, —Uo), et que, en-un point de ramification, le résidu 
de ¢,-+ v, est égal au résidu de v en ce point. Donc la somme des 
résidus de v est égale 4 la somme des résidus de la fonction uni- 
forme ¢;-+ %2, qui, d’aprés les relations 


P+ u,Q P+u,Q 


Cs ee ae Y= ~ 


i R 


? Uy + Un = O, 


2P 
R 
d’une fonction rationnelle est nulle, le théoréme est démontré. 


se réduit ala fraction rationnelle —- Comme lasomme des résidus 


Ce théoréme s’étend a une fonction n’ayant qu’un nombre 
fini de points’ singuliers, parmi lesquels des points singuliers 


essentiels. 
Voici une conséquence importante de ce théoréme : 


Le nombre de zéros d'une fonction rationnelle de z et u sur 
loute la surface de Riemann est égal au nombre des infinis de 
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cette fonction, chacun des zéros et chacun des infinis étant 


compté avec son degré de multiplicité. 


Pour le démontrer, il suffit d’appliquer le théoréme précédenta 
la dérivée logarithmique de la fonction ¢, 


qui est évidemment une fonction rationnelle de u et z, puisque la 
ir a eee : : 
dérivée 7, est une fonction rationnelle de wu et z. 
OS 4 
Nous avons établi, en effet, que les seuls points singuliers de la 


dlogv z ae : . 
=, oti le résidu ne soit pas nul, sont les zéros et 


fonction = 
dz 


les infinis de 9; en un zéro de ¢ le résidu de » est égal a l’ordre 
de ce zéro, en un infini de ¢ le résidu de w est égal a lordre de 
cet infini changé de signe, et en un point neutre de ¢ le résidu 
de est égal a zéro. La somme des résidus de « étant nulle, la 
somme des ordres des zéros de ¢ est égale 4 la somme des ordres 
des infinis. 

On peut aussi établir ce théoréme en remarquant que la diffé- 
rence entre la somme des ordres des zéros et la somme des ordres 
des infinis de ¢ est égale a cette méme différence pour la fonction 


rationnelle — 
ee hee 


Ene 


4 eo =— 


car nous avons vu que chaque zéro et chaque infini de » donne un 
zéro ou un infini du méme ordre dans 9; ¢2. Comme le nombre des 
zéros de toute fonction rationnelle de z est égal A celui des infinis, 
le théoréme est démontré. ; 


25. Nous appellerons ordre total d'une fonction rationnelle 
de z et u le nombre de ses infinis, chacun d’eux étant compté avec 
son degré de multiplicité. Le nombre des zéros est aussi égal a 
Vordre de la fonction. Si l’on appelle ¢, ete, les deux détermina- 
tions de , l’ordre est en général le nombre des infinis ou des zéros 
de la fonction rationnelle 
P2— Q2u2 

R 


YyP2= 
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il peut étre supérieur a ce nombre si, pour certaines valeurs de z, 
un infini de » coincide avec un zéro de v, ou inversement; alors 
des zéros et desinfinis disparaissent dans le produit ¢, 7, et l’ordre 
de ¢ est supérieur a celui de ¢, 9. 

L’équation 


»—C=o0., 


oi C désigne une constante arbitraire, a, sur toute la surface de 
Riemann, un nombre de racines égal a ordre total de 9; car la 
fonction » —C est rationnelle en z et w, et le nombre de ses 
infinis, c’est-a-dire l’ordre total de cette fonction, est le méme que 
celui de ¢. 


26. Hxeemple. — Soit u2=s'—1; considérons la fonction 
rationnelle : 
Bt lb B 
a 
a——4 


et déterminons ses infinis, ses zéros, ses résidus. 
A distance finie, le seul infini est le point de ramification z=1. 


Si l’on fait s =1 4+ 2’, on a, dans le voisinage de z'= 0, 
Sige z3 
w=4e Geta. ’ 
2 4 


(1+ 2’ )h+ u(1-F 2’)? I 
See eg ee 


2 


Le point de ramification zs =1 est donc un péle du second ordre, 
le résidu étant égal a 2.” 
Les seuls zéros A distance finie sont les points 3 =0, u==1, 
car équation 
st+ us*=0 


donne 220, ou s?==—u, équation qui n’a pas de racine a dis- 
tance finie. 
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Prenons le zéro z=0, u=d, on a, dans le domaine de ce 
point, 
a a I 
u=t(i— zt)? = if = Aerie. : | 2 


I 


=—1— 2 — V— 
Vi Jf 
9 =--1327—133-+...; 
c’est donc un zéro d’ordre 2; le point z = 0, u = — 7 est de méme 
un zéro d’ordre 2. 
Points a Vinfint. — Les points a Vinfini dans les deux feuillets 


Ae 3 op ) ; mel 
se distinguent en ce que, pour l'un d’eux o,, le rapport en tend 


vers +1, et, pour l’autre o2, vers —1. 
Dans le voisinage du point «,, ona 


Lea ( {I 1 
p= Z3(9—-— +... I+-+—+...], 
Dae he ZB zB i 


ay ) 
SSE SS Hc 
2 Z* 


Le point , est donc un péle d’ordre 3, et le résidu en ce point 
3 
est — =. 
2 


Enfin, dans le voisinage du point os, 


done 


La fonction est réguliére au point #2, qui est un zéro du pre- 


z Lo ; I 
mier ordre; le résidu du point oo, est — =- 
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~~ 
or 


En résumé, on a le tableau suivant : 


Points Nature 
analytiques, des points. Résidus. 
Bolu itl.== 0. Pole d’ordre 2 2 
Z=0, wt. Zéro dordre 2 ) 
Gi O ere = —— Zéro d’ordre 2 0 
u : F 3 
B= 0, —=+1- Pole d’ordre 3 —- 
B 2 
u ae ; 1 
Z3=H, —-=—I- Zéro d’ordre 1 —- 
Vass 2 


La somme des résidus est nulle; la somme des ordres des zéros 
est 5; celle des ordres des infinis est aussi 5. 

Lordre total de la fonction v est 5. Il est aisé de vérifier que 
Péquation ¢ = Ca 5 zéros, quel que soit C. 

27. Nous allons introduire maintenant, en suivant une méthode 
de Weierstrass, une notion d’une grande importance, celle du 
genre Vune relation algébrique. 

Une fonction uniforme de z réguliére en tous les points a dis- 
tance finie et 4 ’infini étant une constante, une fonction rationnelle 
de z devient infinie aw moins en un point. Nous avons remarqué 
(Introduction) que l’on peut former une fonction rationnelle de z 
avec des poles arbitraires et des parties principales également 
arbitraires : par exemple la fonction 


A 


2 — & 


devient infinie en wn seul point arbitraire a avec un résidu arbi- 
traire A. 

Il en est autrement pour les fonctions rationnelles de z et u, 
u étant lié a z par léquation 


u2= A(z—e,)(s—e2)...(3—en), 
avec 
Nn=2AP+i ow n=2p-+2. 


Siune fonction v, rationnelle en z et u, devient infinie en 
un seul point analytique (3, uy) arbitraire, lordre de cet 
infint ne peut pas étre moindre qu un certain nombre entier, 
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Cet ordre minimum diminué d’une unité se nomme, d’aprés 
Weierstrass, le genre de la relation algébrique entre u et 3, 
ou encore le genre de la surface de Riemann correspondante. 

Un point analytique arbitraire est un point dont on peut faire 
varier 4 volonté la position sur la surface de Riemann; ce point 
est done supposé distinct d’un point de ramification. Nous 
allons démontrer que le genre des surfaces de Riemann précé- 
demment étudiées est égal a p, si n=2p+1 ou 2p+2. Cher- 
chons a former une fonction v rationnelle en 3 et wu avec un pole 
dordre r au point (Zo, Uo). Cette sen v peut s’écrire, comme 


nous l’avons yu, 
SG wy ae 
is Rog): 


P, Q, R désignant des polynomes en z sans diviseur commun. 

Remarquons que, si un point Z, distinct d’un point de ramifica- 
tion est une racine d’ordre & du polynome R(z), la fonction 
admet au moins un des deux points analytiques (9, Uo), (Zo) — Uo) 
correspondant a z= %,, comme péle d’ordre k. En effet, on ne 
peut pas avoir en méme temps 


P (Zo) ++ Uy Q(20) = 0, P( 2) — Uy QC Za) = 027 


car, Uy n’étant pas nul, on aurait 


P(z)=0, Q(z) =0 


et les polynomes P, Q, R admettraient un diviseur commun 
(z — Z9). Supposons, pour fixer les idées, P(z))-+ uy Q(<,) diffé- 
rent de zéro : alors la fonction » devient infinie d’ordre & au point 
analytique (Zo, Uy), et la proposition est démontrée. 

Si le polynome R(z) admet e; pour racine d’ordre f, et si P(e;) 
nest pas nul, le rapport ¢ devient en e; trfini d’ordre 2k, car, 
daprés les conventions antérieurement faites, on prend comme 
infiniment grand principal ———. Si P(e;) est nul, Q(e;) ne 


V(4— @;) 
yeut pas Pétre, P R n’ayant pas de diviseur commun. Dans ce 
if Cire) ) y 


cas, on peut supprimer au numeérateur et au dénominateur de » le 
facteur Vz —e; et la fonetion » devient au point e; infinie d’un 
ordre 2k —1, au moins égal a1. 
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Ces remarques étant faites, puisque la fonction doit devenir 
infinie d’ordre + au seul potnt (24, Uy), le polynome R(z) ne 
doit pas admettre d’autre racine que z= %, au degré r de multi- 
plicité. Car, si ce polynome admettait une autre racine, la fonc- 
tion ¢ deviendrait infinie en d’autres points analytiques d’aprés la 
remarque précédente; et, si ce polynome admettait la racine 39 a 
un degré # différent de 7, la fonction » admettrait l'un des deux 
points analytiques (Zz), Uy) Ou (39, — Uy) comme pole d’ordre i; 
elle ne remplirait pas les conditions demandées. 

On a donc, en négligeant un facteur constant, 


R(z) = (2— Zo)". 


Pour z= 9, la fonction w a deux déterminations uy et — Uy : 
la fonction » devant devenir infinie d’ordre r au seul point (Zo, Wy) 
et devant rester finie au point (3), — u), le numérateur 


P(z) + uQ(z) 


doit admettre le zéro (Zz), — uy) a Vordre r de multiplicité. Le 
développement de P(z) + aQ(z) par la formule de Taylor, au 
voisinage du point (3), — u,), doit contenir (z — z,)” en facteur, 
ce qui s’exprime en écrivant que cette fonction et ses (7 —1) pre- 
miéres dérivées s’annulent en ce point. 

Il faut, en outre, que la fonction ¢ soit finie a Vinfini. Done : 
1° si P(z) n’est pas identiquement nul, son dégré est au plus égal 
ar; 2° si Q(z) west pas identiquement nul, son degré est au plus 
Goenka rp 1. . 

En effet, a Vinfini, w est dordre p + ' en z quand n= 2p +1, 


et @ordre p +1 quand n = 2p—+2. Done, si le degré de P dépas- 
sait r, ou si celui de Q dépassait 7 — p—1, lune au moins des 
déterminations du numérateur serait a Vinfini d’un ordre en 3 
supérieur a7, et le rapport 

Ee a8, 


r= 
R 
deviendrait infini, au moins dans un des feuillets, pour < infint. 
Ces conditions ne peuvent pas étre remplies si l’ordre 7 est 
inférieur 4 p+-1; car alors, si Q n’était pas identiquement nul, 


son degré serait négatif, ce qui est absurde. Le polynome Q 
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étant identiquement nul, le numérateur P-+wQ se réduit a P, 
et, comme le développement de P+ wQ suivant les puissances 
de z— 4, dans le voisinage du point (39, — Uy) doit contenir 
(z—,)" en facteur, le polynome P de degré 7 doit contenir 
(zs — Zo)” en facteur : il est done égal au produit de (3 — 3, )” par 


une constante, et ’ona: 
P= const. 


Done, l’ordre r du péle unique (49, t)) de la fonction v ne 
peut pas étre inférieur a p—+1. Le genre est bien p, comme 
nous l’avons annoncé. 

La fonction ¢ existe, au contraire, si 72p-—-1. Par exemple, 
si r=p-+1, elle est cntiérement déterminée 4 une constante 
additive et A un facteur constant prés. En effet, Q(z), devant étre 
de degré zéro, se réduit 4 une constante C. Le polynome P(z) de 


degré p—1 est assujetti a cette condition que le développement 


de 
P(z)ee ww OCs p= Pa) a ae 


dans le voisinage de 3 = 39, u = — Uo, contienne (z— %,)?+! en 
facteur. On a donc 


PCa) == Gf w+ A(z — &)Pti + “2 (2— 20) 


Wi - wip) 
—(3— 2)? +... + —— (3 — 2) |, 
ia eB io Sn) 


A désignant une.constante : d’ou enfin résulte pour ¢ l’expression 


ui??? 
Ug —2( 3 — Zo) He —— = (2 — ae P+ u 
I taney 2 


la ete (3— Zo Pett 


avec deux constantes arbitraires A et C. 

Nous avons supposé le point (zo, Uo) arbitrairement. variable 
sur la surface et distinct des points de ramification. Une fonction 
ayant un seul pdle placé en un point de ramification peut y devenir 
infinie d’un ordre moindre que (p-+r). Ainsi, quel que soit le 


genre, la fonction 
I 


5M A) 


devient, au seul point de ramification e;, infiniment grande du 
second ordre, 
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28. On peut généraliser le résultat précédent en cherchant 
a’ former une fonction ¢, rationnelle en 3 et wu, ayant q pdles 
arbitrairement choisis (a,, 6,),...,(@g, 67), distincts des points 
de ramification, avec des degrés de multiplicité déterminés ~,, 
%2y+++, %q. Cette fonction sera d’ordre 


P= + W+...+ Oy. 


Elle n’existe, on le voit, comme tout a Vheure, que si r2p-+-1. 
Les polynomes P, Q, R sont alors assujettis aux conditions 
suivantes : R est déterminé, a un facteur constant prés, 


R = (2— ay )%1 (3 — @a)% ... (2 — &y)%; 


P est de degré au plus égal a r, Q de degré au plus égal a 
r—p—1; le numérateur P-++wQ, développé par la formule de 
Taylor, doit contenir (s — a,)*' en facteur dans le voisinage de 
(a,, — 5,),(s — az) en facteur dans le voisinage de (a2, — bg),.--, 
(3 — aq)*q dans le voisinage du point (az, — 67). Le polynome Q 
étant choisi arbitrairement du degré r— p—1, le polynome P 
est de la forme P = AR-+ P,, A désignant une constante et P, 
un polynome de degré + — 2 entiérement déterminé par les con- 
ditions précédentes : on connait en effet les valeurs de P, et deses 
(%, —1) premiéres dérivées pour s = aj, les valeurs de P, et de ses 
(%—1) premiéres dérivées pour =a), etc., ce qui donne, 
comme il est connu, 7 conditions déterminant les 7 coefficients 
de P,. (Voir un article d’Hermire, Journal de Crelle, t. 84, 
p> 70): 
L’expression de ¢ est donc 


Pi (z)+uQ(z) 


ys R(z) 


b) 

ou A est une constante arbitraire et Q(z) un polynome arbitraire 
de degré r—p—t. Cette expression contient, outre A, r—p 
constantes arbitraires d’une fagon linéaire et homogéne. Dans le 
voisinage de chaque pole, les coefficients de la partie principale 
sont en nombre égal au degré de multiplicité du pdle : il y a donc 
en tout r coefficients des parties principales. Ces coefficients 
étant des fonctions linéaires ‘et homogénes des 7 — p constantes 
qui figurent dans Q(z), il y a entre eux p relations. 


APPELL ET GOURSAT. — I. 


nS 
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29. Formons ces relations dans le cas simple ot tous les poles 
sont du premier ordre, 
Oy Shy =. SS Oped 
Alors 7 == 97, 


R=(z—@)(s— @2)...(4—4,); 
Q(z) est de degré r — p —1, P(z) de degré r, et ona 


P(a,)—b, Q(a1)=0, P(a2)—b, Q(a2) = 09, 
P(a,) — 6; O(a;) =0, 


puisque P + wQ doit s’annuler aux points 
(a,,—b,), (a,,—62), ..-, (A, —O,). 
Si Pon fait 
P(z) =ARCe) + Pile) 


P, étant de degré r —1, on aura 


Py(a,) = b; Q(a), P, (a2) = 6, Q(a2), 
P, (ar) = by ar), 


relations qui déterminent entiérement le polynome P,(z), dont 
on peut écrire l’expression par la formule de Lagrange. 

On obtiendra une forme remarquable de » par la méthode sui- 
vante, qui fournit immédiatement les p relations entre les coeffi- 
cients des parties principales relatives aux poles (a, b,),..., 


(é,, O;)- 


IP ilies Q(z) ; , 
Décomposant - { veg 2 ) en fractions simples. on a 
R(z) R(3) 
P @ CE (es 
— =A ae - St ee ay 
R 5— a, 3— ay 3— a, 
IN A A 
Q ae 1 2 oe ee r ; 
R Z— a, I— G2 5— a, 
P= w@ Ci Ane Gs + Ay te Cp Ayes 
os : QO =e ] i 2 2 me pete 7 rT ; 
R zZ— a, z— Gy 3—a, 


A, Gr. .«,/C,, Age Ags 22, Ap étant des.constantes. 
Pour z= a,, u = — Bb,, la valeur de ¢ doit rester finie, car la 
fonction » doit avoir le péle (a,, 6,) et non (a,, — 6,). On adone 


C,— A, 6,=5; 
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de méme 
(C5— As Oy —n0% oe C,— A,.6,= 0, 


et la fonction © s’écrit 


wD Wb 
iia ier eeyek Oar sare ee 


u+ b, 
2 SS eee, 
z—a, Z— Ay Z—a, 


(a) p=A+A, 


fonction qui, a distance finie, admet évidemment les seuls poles 
(ay, b,), (@s, bg), »--, (a,, 6,) du premier ordre. 
Mais les coefficients A,, A,,...,A, ne sont pas arbitraires : 


en effet, ce sont les résidus de la fraction rationnelle gs dans la- 


quelle le degré du numérateur est r— p— 1, celui du dénomi- 
nateur étant r. La somme des résidus de cette fraction rationnelle 
i distance finie est done nulle, et il en est de méme de la somme 
des résidus des fractions 


car le degré de s?—'Q est encore inféricur de deux unités a celui 
du dénominateur, de sorte que le résidu 4 Vinfini est nul. 

Ona donc, entre A,, Az, ..., A; et a, @2,..., a; les p rela- 
tions nécessaires 


\, + A, ts == \, = 0, 
A,@,~ + Aga... +...+A,;a, “=0, 
(3) «Aja? +Asa2 +...+A,a} oO 
A, at>'= Asad ft =e..-+ A,ar Y= 0 


Ces relations sont suffisantes pour que la fonction trouvée 
remplisse toutes les conditions demandées. En effet, on vérifie 
que, si ces conditions sont remplies, la fonction v définie par la 
relation (a) est finie & Vinfint. Par exemple, si n est pair 
et égal A 2p + 2, ona dans le voisinage du point «, dans l’un des 
feuillets, 


re . . Cyt 
ib =i) N (s+ + Co 2P—+ C, 2 +... Cp B+ Up + —— +.. 7 : 
\ ~ . 
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puis 
I I 1 @ ay 
— = -4+ 544 4...4+ <Be ey 
5— a; & B : ay 
I 1a haionvarers a 
a ee eee, 
ZB— ag & B B ZY 


et ainsi de suite. Substituant ces développements dans |’expres- 
sion (a) de » et tenant compte des relations (8), on voit que les 
coefficients des puissances positives de z sont bien nuls. 

Sin est impair, n= 2p +1, ona pour ¢ infiniment grand 


et, en vertu des relations ((), les coefficients des puissances posi- 
tives de z dans le développement de ¢ disparaissent encore. 
Le résidu relatif au péle (a,, b,) étant, d’aprés l’expression (a) 
de , ‘ 
; B, = oA, dy, 


wl 


1 


4 1 3 
ay Baris Ves Ps 5 3 I 
rege (Oi) Bo 2a Gy Zz Fost Opa + Cp (2) 


et les résidus relatifs aux autres pdles 


B, = 2Aobs, ee ay lBiates 9,A>6/;, 


les p relations (8) donnent, entre les résidus B,, Bz, .... B,, 
p relations de la forme 


k k k 
a ay a: 
[pee ENB SE Set 1B 


B Pee CKO, D5 eos oi) 

Les relations (%) rendent évident ce fait que nous avons déja 
démontré autrement, que 7 doit étre au moins égal 4 p +1. 

En effet, si ’on avait r<p, ces relations linéaires et homogénes 
en A,, Ag,..., A, donneraient pour tous ces coefficients des va- 
leurs nulles, car le déterminant des coefficients de A,, Ay,..., 
A,, dans les r premiéres relations, est 


I I rere I 

a, ae a, 

a? az a? ’ 
Ghat Gea Qa 


SURFACES DE RIEMANN A DEUX FEUILLETS. 53 


déterminant qui est différent de zéro, puisque toutes les quantités 
a, 42, ..., 4, sont supposées différentes. 

Si les points (a,, b,), (@2, b2),...,(a,, b-) n’étaient pas arbi- 
traires, c’est-a-dire variables indépendamment les uns des autres, 
la fonction ¢ pourrait exister pour r< p-—+t. Par exemple, si ]’on 
prend les deux points (a,, b,), (a4, — b,), qui sont superposés 
dans les deux feuillets, il existe une fonction admettant seulement 
ces deux poles au premier degré, c’est 


A, 


S— a, 


30. Nous venons de voir que le genre de la relation 
w2= A(z—e,)(s—e2)...(3— en), 


OWT — 2 P.-— JOU ep 2,80 p. 
Le genre des deux relations prises d’abord comme exemple 
5 I ple, 


5 ooh ux*= A(z— e,)(z— 2), 
7 / / 


est zéro. On peut donc former une fonction rationnelle de z et u 
avec un seul pole du premier degré placé en un point arbitraire ; 
sous ce rapport, ces fonctions sont de méme nature que les fonc- 
tions rationnelles d’une variable représentée sur le plan simple. 
La raison en est que l’on peut exprimer, dans les relations (5), wu 
et s en fonctions rationnelles d’un paramétre ¢, de telle maniére 
qu’a-chaque valeur de ¢ réponde un seul point (z, uw) de la sur- 
face de Riemann et réciproquement ; pour employer un langage 
géométrique, cela tient 4 ce que les courbes (5) sont unicur- 
sales. , 

En effet, pour la premiére des relations (5), il suffit de poser 


5=?, u= t, 
et pour la seconde 
w= tVA(z—e,), 
d’ou 
é,2— ey —(e,;— ex) 
oS c= A ———_— 
Rear S v Pept? 


~ 


et l’on voit que la condition est réalisée. En imaginant le plan 
simple des ¢, on peut dire qu’a chaque point du plan simple des ¢ 
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ae un point ae la ute Age a 
La surface de Riemann peut done étre r 
surun plan simple : : Pétude des fonctions : 
se raméne alors a Vétude des" fone at 
versement. : 
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INTEGRALES HYPERELLIPTIQUES (‘). 


Propriétés générales. — Singularités des intégrales hyperelliptiques. — Différentes 
espéces dintégrales. — Le nombre des intégrales de premiére espéce est égal au 
genre. — Intégrales de troisiéme espece avec deux points critiques logarithmiques. 
— Intégrales de deuxiéme espéce avec un seul pdle. — Moyen de déduire ces 
intégrales de celles de troisiéme espéce. — Expression d'une intégrale hyperel— 
liptique quelconque & l'aide d’intégrales des trois espéces. — Expression d’une 
fonction rationnelle par-une somme d’intégrales de premiere et de deuxiéme 
espéce. — Décomposition en éléments simples. — Exemple.— L’intégrale élé- 
mentaire de deuxiéme espéce est une fonction rationnelle du paramétre. — Expres— 
sion d’une fonction rationnelle a Faide d'intégrales de premiére et de troisiéme 
espéce. 


31. Soit » une fonction rationnelle de z et u 


JE (ay 204) 
— R(z) 


> 


Vintégrale 
(2, W) 
Lif Pal) = vdz 


(Zo; to) 


est une intégrale abélienne attachée a la relation 


+ J 


u2= A(z— e,)(s—eé2)...(2— en), 


ou ala surface de Riemann correspondante. Les intégrales abé- 
liennes ainsi formées se nomment hyperelliptiques (?). On sup- 
pose la limite inférieure placée en un point analytique déterminé 
(Z», Uo) de la surface de Riemann, et l’intégration effectuée le 


(1) Ouyrages & consulter : Neumann, Theorie der Abelschen Integrale; CLEBSCH 
et GorDAN, Theorie der Abelschen Functionen: erster Abschnitt: 

(7) Onappelle, en général, intégrales hy perelliptiques celles qui ne contiennent, 
sous le signe d’intégration, d’autre irrationalité qu’um radical carré portant sur 
un polynome d’un degré supérieur au quatriéme. Toutefois nous conserverons 
ici le méme nom, quel que soit le degré de ce polynome. _ 
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long d’une cerfaine courbe tracée sur la surface et aboutissant au 
point analytique (z, w), qui forme la limite supérieure. La valeur 
de l’intégrale est une fonction de la limite supérieure, c’est-a-dire 
du point analytique (z, uw); elle dépend aussi, dans une certaine 
mesure, du chemin d’intégration allant du point (z9, Uy) au point 
(3, w). Quand, ces points restant fixes, le contour d’intégration 
varie, les différentes valeurs que peut acquérir lintégrale ne dif- 
férent que par certaines constantes additives appelées modules de 
périodicité, car toutes ces valeurs de l’intégrale ont méme dé- 
rivée » par rapport a z. 

32. Nous allons d’abord étudier la nature des points singuliers 
d’une intégrale hyperelliptique sur la surface de Riemann. 

Si en un point a distance finie de la surface de Riemann la 
fonction » est réguliére, Vintégrale J(z, w) est aussi réguliére 
en ce point. Cela résulte immédiatement de ce que l’intégrale 
d’une série procédant suivant les puissances positives crotssantes 


de z — 5p ou de (3 — oh" est une nouvelle série de méme forme, 
convergente dans le méme domaine que la premiére. 

Voyons maintenant comment se comporte l’intégrale J(z, uw) 
dans le domaine d’un pdéle de la fonction 9. Soit (a;, 6%) un pdle 
de ¢, d’ordre m, placé en un point ordinaire de la surface a dis—. 
tance finie. Dans le domaine de ce point on a, en appelant Ry 


le résidu de ¢ et écrivant le premier le terme en ———, 


— ay 
me Ry the Anan Ant fs A_» 
Z3—a, (3—a,)! (3—'ap (ge — ag)? 
+ Ag+ Ai (s— ay) + As(s— ay)? +.... 


En intégrant et désignant par C une constante d’intégration, om 
a expression suivante de l’intégrale, valable dans le méme do- 
maine 0 du point (ax, bx): 


J(s, uv) =C+ R; log(z—a,z) 


wa A_im ah Aes a 
(m —1)(3— a; )r—! (m—2)(2— a,)r— 
A S5 ; (2 — a} yp 
— ——— + Ao(4— ax) + A, ————_ +... 
Zan of Ph) yy) cs 


Donec, lorsque le résidu Ry est nul, Vintégrale J(s, w) est uni- 
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forme dans le domaine 0 du point (ax, bx) qu’elle admet. comme 
pole d’ordre m — 1. Mais, lorsque le résidu Ry n’est pas nul, !’in- 
tégrale n’est plus uniforme dans le domaine 0: elle augmente de 
2mtR, quand le point (z, w) décrit, Al’ intérieur de ce domaine, un 
contour fermé tournant une fois dans le sens positif autour de 
(ax, bx). On dit alors que le point (a, bs) est un point singulier 
logarithmique de lintégrale. 

Soit maintenant un point de ramification e; que la fonction ¢ 
admet comme pole d’ordre m, le résidu étant R;. On a, dans un 


domaine 6 du point e;, en écrivant d’abord le terme en 


’ 


LG DK ei) 
I 
Ry 
AS As jae 
es at i ae m+ e acta ! o 
Sj i m1 ‘ 
(se)? (¢—e;) ” (s—ei) 
A ; 4 
+ —————- + Ag+ Ay (3 — @;)? + Ao(s—ej)+..., 


car, par définition, le résidu R; est le double du coefficient de 


- En intégrant et désignant par C une constante, on a, dans 


Z— @; 
le méme domaine, |’expression suivante de l’intégrale : 


aE 
J(z,uw) = C+ R,log(s—e;)? 


2A im DENS er 
aa iS Na) Pee ei GT ey eS 
(m—2)(z—e;) ” (m—3)(z—e;) * 
— + +2A4(s—e;)? + A(z —e) + 3 (a — ei)? +. 
(z—e;)? 


Lorsque le résidu R; est nud, Vintégrale est uniforme dans le 
domaine 0 du point e; quelle admet comme pdle d’ordre m — 2, 
tant que m est supérieur a 2; sim =1, elleest réguliére en ce point; 
le cas de m = 2 ne peut pas se présenter avec l’hypothése R;= o. 
Lorsque R; n’est pas nul, Vintégrale n’est plas uniforme dans le 
domaine 0 du point e;; elle augmente de 2z7R; quand le point 
(s, w) décrit autour de e; dans le sens positif et al intérieur du do- 
maine 6 une courbe fermée sur la surface de Riemann, ce qui 
exige, comme nous l’avons vu (p. 27), que z tourne deux fots au- 
tour de e;. Le point e; est alors un point singulier logarithmique 
de l’intégrale. 
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Etudions, pour terminer, la forme de l’intégrale dans le domaine 
d’un point a linfini. 

D’abord, si n est pair, les deux points a Pinfini dans les deux 
feuillets sont des points ordinaires de la surface de Riemann. Dans 
un certain domaine d’un de ces points, 0, par exemple, ¢ est de la 
forme, en prenant le cas le plus général, 


RW 
o=— 7 +- Aj, 3+ A_ my SI +... 


ii i 
+ A Z-+ Ap + Aa = + Aas Ste we eg 
2 Zz: 


I Aue 
en commencant par le terme en => et appelant RY? le résidu re- 


latif au point o,, résidu qui est le coefficient de = changé de signe. 


En intégrant, on a, dans le méme domaine, © 


c I A_ 3 
VC ta) GR 0 ee 
pe Fiaty 2 83 maa 


Lorsque le résidu RQ est nul, Vintégrale est uniforme dans 
le domaine du point oo, ; si e admet ce point comme pole d’ordre m, 
J Vadmet comme pole d’ordre m-+-1. Lorsque le résidu Ri? 
n’est pas nul, lintégrale n’est plus uniforme dans le domaine 
considéré du point 0s; elle awgmente de 272R{ quand le point 
(z, uw) décrit dans le sens positif a ’intérieur du domaine consi- 
déré un cercle de centre z= 0. Le point o, est alors un point 
singulier logarithmique. 

Pour que V’intégrale J(z, w) reste finie, c’est-a-dire soit régu- 
liére au point o,, il faut, d’aprés le développement ci-dessus, que 


z ag 
le développement de » commence par le terme en = et que 
tous les coefficients précédents soient nuls, c’est-a-dire que ¢ soit 
dans le voisinage du point o, infiniment petit de lordre de = 


ou d’un ordre supérieur. Les mémes remarques s’appliquent au 
point 2, qui peut étre un pole, un point singulier logarithmique 
ou enfin un point ot l’intégrale est réguliére. : 

Si Vinfini est un point de ramification (n impair), ona, dans un 
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certain domaine de ce point, 


ne ML—1 


2 


WAS pee te IA Sos im ay. 


fe I z I 2 I \2 
+ Ast + Ay-+ Ai (2) + As(2) +A,(4) Ea Ben 


en appelant R, le résidu relatif au point o et écrivant le terme en 


tw 


I : L , 
- le premier. On a done, en intégrant, 


m+ 1 


twol= 


e I SMR Peon OIA goes 
Gz log, ee ee EE ge 
. 4 T= 2, Te i 
4 
Ne AS, 4 eV gee 
a a eee Seta ) ee ee 
I SZ Zz 


Lorsque le résiduw R, est nul, J est uniforme dans le do- 
maine du point oo}; si » admet ce point comme péle d’ordre. m, 
J Vadmet comme pole d’ordre m + 2. Lorsque R,, n’est pas nul, 
Pintégrale n’est plus uniforme dans le domaine du point : elle 
augmente de 27zR,, quand (3, w) décrit sur le domaine du pomt, 
dans le sens positif, une circonférence fermée autour du point o, 
circonférence qui doit é¢tre parcourue deux fois, comme nous 
Pavons vu (p. 33). Le point o est alors un port singulier loga- 
rithmique de Vintégrale. Pour que Vintégrale soit finie, c’est- 


a-dire réguliére au point oo, il faut et il suffit que le premier terme 
ES 


P ane : 1 \2 
du développement précédent de ¢ soit le terme en () » ou un 


terme de degré supérieur en ey 

En résumé, dans le domaine d’un point quelconque (a, b) de 
la surface de Riemann, ou bien lintégrale est réguliére, ou elle 
admet ce point comme pdle, ou elle admet ce point comme point 
singulier logarithmique. Dans ce dernier cas, si |’on appelle R le 
résidu relatif au point (a, 6), on a, dans un certain domaine de 


ce point, 
J(z, uj) =R log(s«— a) + ¢(4, uw), 


g étant uniforme dans le domaine du point (a@, 6), réguliére en ce 
point, ou l’admettant comme pole. Dans cette formule, pour résu- 
{ 


mer tous les cas, il faut conyenir de remplacer z — a par (5 — e;)* 
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“a . . . . I 
quand (a, 6) coincide avec un point de ramification, par — quand 
é ao 


ivi 


(a, 6) est un point ordinaire a Vinfini, et par (=) quand (a,b) 


coincide ayec un point de ramification a linfini. 


33. Comme la somme de tous les résidus de la fonction ¢ est 
nulle, Vintégrale J peut n’avotr aucun point singulier logarith- 
migue, si tous les résidus de ¢ sont nuls séparément; mais si elle 
posséde un point singulier logarithmique, elle en a au moins un 
second, car tous les résidus ne peuvent étre nuls, sauf un seul, 
puisque leur somme est nulle. 

Les intégrales les plus simples possédant des points critiques 
logarithmiques sont done celles qui en possédent deux avec des 
résidus nécessairement égaux et de signes contraires. 

Toute intégrale abélienne est une somme d’intégrales rentrant 
dans l’une des trois catégories suivantes : 


° Une intégrale abélienne est de premiére espéce quand elle 
reste finie, quel que soit le point analytique (z, w), a distance 
finie ou infinie, formant la limite supérieure: une telle intégrale 
est une fonction du point analytique (2, uw), réguliére en tous les 
points de la surface de Riemann, mais non uniforme; 

2° Une intégrale abélienne est de deuxiéme espéce quand elle 
devient infinie en un seul point de la surface de Riemann et que 
«e point est un pole de l’intégrale; 

3° Une intégrale abélienne est de ¢roisiéme espéce quand elle 
devient infinie seulement en deux points (a, b) et (a’, 6’) de la 
surface de Riemann, qui sont des points singuliers logarithmiques 
de telle nature que, dans le voisinage de ces points, elle puisse 
étre représentée par des expressions de la forme 


—log(z—a)+o9 (43, wu), 
log(z— a’) + 9'(4, &), 


o(z, uw) et o'(s, w) désignant des fonctions réguliéres respective- 


ment aux points (a, 6) et (a’, b’). 


34. Nous étudierons d’abord les intégrales de premiére 
espece. 
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Soit 
(2%) p 
=— i 
peUQ 


W(Z, U) = R 


(Zo, Uo) 

une intégrale de premiére espéce. Le polynome P doit étre iden- 
tiquement nul. En effet, appelons ! et w” les deux détermina- 
tions de l’intégrale aux deux points analytiques superposés (s, w,) 
et (z, Us), Wy et U2 désignant les deux déterminations de wu cor- 
respondant a une valeur de z; nous aurons 

; \eddiae Us oe uQ d y" Alp 4. uQ d 

————— aes v= en az, 
R R 


(Zo; Mo) (Bo, Uo) 


dot 


Lae G0 ae te OS a Ht, O02 B 
dz Vee A es See 


et, par suite, 


L’intégrale sv étant de premiére espéce, toutes ses détermina- 
tions «’ et” doivent rester finies, donc aussi la somme sw’ 9”. 
Or, si P n'est pas identiquement nul, ou bien la fonction ration- 


Pie 3 4 - F 
nelle 7 dépend effectivement de <, et alors elle devient infinie en 


=F} 
3 : gh 3 : Fi 4 
un ou plusieurs points ot lintégrale qui donne sy! + 9 devient 
ae eee oP Re 
également infinie, ou bien & est une constante C différente de 


zéro, et alors lintégrale qui donne w’+", étant égale a 
2C(s—z,y), devient infinie a Vinfini. Pour que ’ + " reste 
finie, il faut done que P soit nul identiquement. L’intégrale «w ne 


wv =/ ug dz 


qui peut aussi s’écrire, évidemment, en appelant S le polynome 


aba) 
Ia dz. 


Il reste A voir ce que doivent étre les polynomes S et R, sup- 
posés débarrassés de leurs facteurs communs, pour que sy soit par- 


peut étre que dela forme 


tout finie. 
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Tout d’abord R dott se réduire a une constante. Kin effet, si R 
admettait une racine a, distincte d’un point de ramification, 
d@ordre 4, on aurait, au voisinage de z= a, 


5 al “1 = 8 Ne ee 

wR (s—a)jk  (g—a)k—! ce 

“S dz a ay 
J uR -- (k—Ty(z—ayes (h=3) (2 a)? i? 


+ ap, log(z—a)+.... 


expression infinie pour sa. Si R admettait comme racine 
d’ordre & un point de ramification e;, on aurait, dans le yoisinage, 


a a (ON eS a 
ss Se : +.. el AS ee 
wR pat "ees 2 ; 
(Soe ey)) ALG Zn Gate eas 61)" ile te), 
Sdz a as es 
uR : al : ee a? 
(t—2)(e-ey # (k= 2) (seh (s—e1)" 


expression infinie pour 3 = @;. 
Le polynome R ne devant admettre aucune racine est une 
constante, et lexpression de l’intégrale de premiére espéce 


devient 
a 
(Vv =| —dz. 
ut 


Toute intégrale de cette forme est finie en tous les points a@ dis- 
tance finie, car dans le voisinage du point e;, on a 


S a = e 
- = —__ + a@,(2—e;)? + @(z—e;)? +..., 
Ota 
CSdz Ce 3 
| = = C+ 2a0(2—e:)? + 5 a,(2— ei)? +... 


e 


expression finie pour z = @;. 
Il reste 4 exprimer que w reste finie pour z infini. Appelons s 
le degré du polynome S. Pour = infiniment grand, ]’élément dif- 


: - 75 n See : 
férentuiel =, est, en 3, de l’ordre s — 53 pour que Pintégrale soit 
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finie, il faut et il suffit que cet ordre soit inférieur 4 — 1, d’ou 


n 
s< —-—I. 
2) 


Lorsque n est pair, n = 2)p-+-2, ona 
Si<= sp, 


et, si 2 est impair, n= 2p 4-1, 
nee ae I 
SS? nee 
Dans les deux cas, laplus grande valeur de s est p — 1; on pourra 
done prendre pour S le polynome 


S = Ap a 5 go? Ap oP", 


avec p coefficients arbrtraires ),, d2,...,Ap, et Pintégrale « ainsi 
obtenue est Vintégrale la plus générale de premiére espéce. En 


posant 
(2; u) sk—! 


dz (ae De Assay oh) 


vO, = 


& (Zp5 Uo) 
Vi %, , + a £14 x Pie Re 
intégrale v la plus générale de premiére espéce pourra s’écrire 
= 1, + Ay g-+...+ Ap Wy + Const. ; 


elle est donc une fonction linéaire a coefficients constants de p 
intégrales spéciales de premiére espéce (¥,, 2,..., @p- Ces inté- 
grales w,, (2, ..., Wp sont linéairement indépendantes; il est. 
impossible de trouver des coefficients constants C,, C.,...,C, 
tels que l’on ait 


Cy, + Gyw.+...+ Cp, = const.; 
en effet, la différentiation donnerait la relation 
Gy + G3 z+ C322?-+...+ C,2?—! = 0, 


qui ne peut étre satisfaite identiquement que si les constantes 
Ge Gooey Ce sont jutles, 


En résumé, le nombre d’intégrales de premtére espéce li- 
néairement indépendantes est égal au genre. 
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Toute intégrale de premiére espéce est une fonction linéaire a 
coefficients constants de ces p intégrales particuliéres. 


35. Voici maintenant comment on obtient les intégrales 
de troisiéme espéce. Proposons-nous de former une intégrale 
possédant les propriétés suivantes : elle est partout finie sur la 
surface de Riemann, excepté en deux points analytiques donnés, 
(a’, b') et (a, 6); dans un certain domaine du premier, elle est de 


la forme 
log(s— @') + 91( 2; w), 


et, dans un certain domaine du second, de la forme 
—log(s—a)+ 9(4, wu), 


o, et o désignant des fonctions réguliéres respectivement aux 
points (a@’, b') et (a, 6). Conformément ala convention que nous 


avons faite pour les points singuliers logarithmiques (p. 60), il 
faudra dans ces deux expressions remplacer (s — @) par (z — e;)* 
i 


ou -, ou (5) suivant que le point (a, b) coincide avec un point 
de ramification. un point ordinaire a linfini, un point de rami- 
fication a Vinfini; de méme pour (z—a’) a Végard du point 
(aie be). 

Supposons d’abord ces deux points (a’, b') et (a, b) a distance 
finie, l’intégrale 


(Z, w) AB! b 
eM t fut u + 
‘Oe ed Sy U2) = —- — dz 
ao (4 U) eS 5—a 


~ (Zo, Wo) 


remplit les conditions de l’énoncé. 

Prenons d’abord pour (a', b’) (a, 6) des points analytiques dis- 
tincts des points de ramification. L’élément différentiel devient, a 
distance finie, infini aux points de ramification, car en ces points u 
s’annule; mais en un de ces points e; |’élément différentiel devient 
infini comme ———,, et V'intégrale est réguliére en ce point. 

(=e)? 
L’élément différentiel devient encore infini a distance finie aux 
deux points (a’, 6’) et (a, 6), chacun de ces infinis étant du 
premier ordre avec les résidus respectifs +-1 et —1. En effet, la 
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fraction 
1 u+ 0b’ 
2uU 3—a’ 
reste finie au point (a’, — 6’) dans le domaine duquel elle est 


réguliére, et devient infinie du premier ordre avec un résidu égal 
a1 au point (a’, b’). De méme, la fraction 


SLs O 


DO Bi —— A, 


est finie au point (a, — 0b) et devient infinie du premier ordre au 
point (a, 6) avec le résidu — 1. 

L’intégrale a done bien dans le domaine des deux points (a’, b’), 
(a, b) la forme requise. En outre, elle est réguliére a l’infini, car 
on peut l’écrire 


I I ie tee Ont b’ b 
= = tee dz, 
of NE — a Laat “) FUN 2 — a 2—a 


et les deux intégrales séparées sont manifestement finies pour 


i) 


5 =: dans la premiére, !’élément différentiel est, pour z infini, 


: : : r\2 2 ; 
infiniment petit de l’ordre de (=) , et, dans la seconde, il est infi- 


: : Tene 
niment petit de l’ordre de (3) 


Cette intégrale a remplit donc toutes les conditions demandées. 
Il est bon de remarquer que, si les deux points (a’, b’), (a, 6) sont 
superposés, a’ =a, b' = — b et l’intégrale prend la forme 


Pie Eke 


a aU 


(Bo; Mo) 


La méme intégrale w continue a remplir les conditions deman- 
dées quand l’un des points (a’, 6’), (a, 6) vient coincider avec un 
point de ramification. Supposons, par exemple, a’ = e;, b’=0, 


ona, 
: I wan ut be 
oi= [s( == ) as; 
, 2u\ z—e; Z—a 


cette intégrale se comporte aux points de ramification autres que é;, 
au point (a, 6) et aux points a l’infini, comme l’intégrale étudiée 


APPELL ET GOURSAT. — I, 5 
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précédemment. Dans le domaine du point e;, on a immédiatement 


a Site eat 1 wb 
By: i= Ome ee dz, 
RP oe ep 2Uu 2—a 


en écrivant 


et remarquant que la seconde intégrale est réguliére au point e;, 


4 ‘s 
wy» = log(s— e;)? + fonction réguliére en e;, 


expression qui est bien de la forme demandée. 
Si le second point (a, 6) coincide avec un autre point de Tarike 
cation ej, ona b = 0 et l’intégrale devient 


I I I 
: weiss f = — - | dz, 
Po PONS ep SBS EF 


pouyant s’écrire, sous forme finie, 


2 
*— log( z= €;)? + -const., 


ces 


w e = log(2—e7) 


ou les conditions requises sont évidemment remplies. 


36. Quand l'un des points (a@’, 6’), (a, 6) s’éloigne indéfini- 
ment, lintégrale formée précédemment devient infinie si 2 > 2. 
On la remplace alors par l’une des intégrales suivantes convenant 
a toutes les valeurs de n. 

Soit dabord n parr, n=2p-—+-2. Prenons le point (a, 6) au 
point oo, de l’un des feuillets caractérisé par 


lim — = =/A 
pour 4 =o. L’intégrale 
1 pe 1 /u+b' 
oe salsa Kar) az 
m1 | DU\ 2a 


remplit encore les conditions demandées relativement aux deux 
points (a', 6’) et «,. En effet, aux points de ramification et au 
point (a’, 6’), elle se comporte comme nous venons de le yoir. 
Pour étudier cette intégrale a Vinfini, écrivons-la 


f- ( I V/A =) b' dz 
w= f -| —— + dz+ {—". 
2\a—~@ u 2u(z—a') 
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Maintenant la seconde intégrale est réguliére aux deux points 
éloignés indéfiniment oo, et 0. Quant ala premiére, on a dans le 
‘domaine du point co, 


I J a a 
ee ie ee 
S—a z a g3 
ie ie Q 
\ A BP I Pt P2 
Uses sages vee itch eae 
S x 
dou 
1 opr I c P vs 
a” —— log — + fonction réguliére en c, ; 
1 D 


a 


dans le domaine du point o., on a, au contraire, 


VA BP 


I 
u 3 


le terme en = disparait dans la combinaison 


al 


I yA 2? 
ee ? 
Ge a ul 


et lintégrale est réguliére au point op. 
Lorsque, n étant pair, les points (@’, b') et (a, 0) sont a Vinfini 
dans des feuillets différents, (a’, b') au point 2, pour lequel 


et (a, b) au point co, pour lequel 
< UL — 
lim pe =+/A, 
on a une intégrale remplissant toutes les conditions en prenant 


15 ae 

/A. 3P 

Oh \ dz. 
4 u 


En effet, cette intégrale est finie a distance finite; dans le domaine 


du point o;, ona 


V/A 2? I 
u be a 
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MI F pee tes 
w2?=— log — + fonction réguliére ; 
1S 


rn 


dans le domaine du point co», on a de méme 


dou 


I 3 Peace 
w5?= log — + fonction réguliére. 


Uy 


Par exemple, si p= o, l’intégrale élémentaire 1 Gas 


une intégrale de troisiéme espéce, attachée ala eldiion uw2—=1— 2 
avec deux points singuliers logarithmiques a linfini. 

Enfin, supposons n impair et (a, 6) placé au point de ramifi- 
cation infiniment éloigné, l’intégrale 


2u 2—a’ 


remplit encore les conditions eres Elle se comporte a distance 
finie comme l’intégrale primitive w%? a Végard du point (a’, 6’). 


dcrivons-la 
ee b' dz 
op f+ da t rcerat 
J HZ 2u(zZ—a')? 


nous voyons que la seconde Syne est réguliére a l’infint et que 
dans la premiére on peut faire, pour z trés grand, 


dow 


ah 
py Fae : pee 55 
ws” =—log{ =} + fonction réguliere. 
z : 


37. Nous avons ainsi formé une intégrale de troisiéme espéce 
pour toutes les positions possibles des ‘points singuliers logarith- 
miques; l’intégrale de troisiéme espéce, la plus générale, corres- 
pondant a une position déterminée des points singuliers logarith- 
miques, est égale a l’intégrale que nous avons formée, augmentée 
dune intégrale de premiére espéce 


hp yb do et... + Ap Wp; 


“au, bt 
a,b 
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avec p coefficients arbitraires ),, 29, ..., Ap. En effet, si deux 
intégrales de troisiéme espéce ont les mémes points singuliers 
logarithmiques (a’, 6’) et (a, 6), avec les résidus respectifs +1 
et —1, leur différence est partout finie; cette différence ne pour- 
rait devenir infinie qu’en un des points (a’, 6’), (a, 6): dans le 
domaine du point (a, 0), les deux intégrales sont de la forme 


—log(s— a) + fonction réguliére au point (a, 6); 


leur différence est donc évidemment réguliére au point (a, 6). De 
méme au point (a’,-b'). Cette différence étant réguliére partout 
est une intégrale de premiére espéce. 


38. On peut former une intégrale unique de troisiéme espéece 
qui conserve un sens, quelle que soit la position des points (a, 6’) 
et (a, 6), a distance finie ou infinie. Pour cela, désignons par A 
une constante arbitraire essentiellement différente de a et de a’, 
puis posons 


(3, te) A < = 5 > , 5 = 
ee I \u + 0! Bt I s—h (2—>d/)P (2—a)P 
(4, UW) = Se See ie = Ee See aE 
A 2Uu | 3—a a—h (a —A/)* (a@.—A): (A TAP 
(So; Mo! : 4 : f ® 
(3, 12) + Xe ae eee 
ate ju+6 I eK (32— x)? (g==k)p— 
— —— +b = = CSE RT pg Se EE BI 
Cierinpe (eae a—h —(@a—>h)?  (a—+d) (a — >) 


Cette expression, dans le cas ov (a’, b') et (a, b) sont a distance 
finie, ne différe de lintégrale 


WM = 


a,b 2uU 


Ha eh ewe peed a 


Guat S—a 
(Bq, Wo) Sct z = 


que par une somme d’intégrales de premiére espéce, car tous les 


termes, tels que 


u 


“(za—k)? : 
/ a” ae (CVR=30 oes 1) 


sont des intégrales de premiére espéce. L’intégrale W se réduit 
@ailleurs a4}, si Yon fait A infini, ce qui est permis quand (a’, 6) 
et (a, 6) sont a distance finie, car A est assujetti a la seule con- 
dition d’étre différent de a@ et de a’. Mais cette intégrale W posséde 
cet ayantage de conserver encore un sens quand |’un ou l'autre 


Wee 
I 
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des points singuliers (a’, b'), (a, 6) ou tous deux s’éloignent a 
Vinfint. 

Pour le montrer, écriyons cette intégrale sous la forme plus 
simple suivante, ot nous remplacgons les progressions géomé- 


triques 
i sae Z—h Hi (3— hrm 
aa ae emmy aes es A. ry x4 a1 (e% —Y ’ 
ph aeSIX (a —i)P (a’— XP 
I z— (z—))P- : 
eee oe ade Sait ee. 
a—)h (a—h/)P (a—)P 


SES NP = A\P 
I— I— 
a’ —) a—k 
7 bs 3 
a—s3 a—s 
Aa ee KVP Z— RNP 
(%, W) urd Ss =s2 U6 
rade a=), a—k 
Ua Zu $e fl; 
ou Bil, Si 


(Zo, Mo) 


puis faisons croitre a indéfiniment, en considérant successivement 
les deux cas n pair, n impair. 
Sin = 2p- 2, faisons coincider (a, b) avec le point co, carac- 
térisé par ce fait que 
b 


Jim Bree ae 4. A 


pour a=, Le second terme de l’élément différentiel 


u+o(2 =)’ ape gS 0 A ay 


a—k a ala—hyP 
ou 


S== 82> 
tend vers (A(z —i)P etVona 


z—k\P 
we ea us — Se Ae ae az, 


2U oa Ob, 
(Zo, Uo) : 


expression qui ne différe de w%” que par des intégrales de pre- 
muere espece. 
Si le point (a’, b’) s’éloigne a l’infini dans Vautre feuillet, de 
fagon a coincider ayec le point o., on a. 
; b' — 
lim —=— =— 4/A, 


a p+ 
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et un caleul analogue au précédent donne 


Ethane 
re /A(z—X)P 
MESA te) = PRE a 
a = Ut P 
(Bo; Ul! 
expression qui ne différe de wZ: que par des intégrales de premiére 
espéce et qui se réduit a wo, ; pour re 
Enfin, supposons n impair et égal a 2p +1, et imaginons que le 


point (a, 6) coincide avec le point de Pn cation o. Alors le rap- 


ort tend vers zéro, la quantité 
2 slag 


(ge ON 
u+b(- ) 
LI 


apt 


tend vers zéro, et lona 


5 Z—h\P 

(Z, 4) ur a(S 5 

yaeyiG g I : 
Woes. uw) = —— dz, 


2U Z—a 


“ (Zp; Uy) 


expression qui ne différe de w%” que par des intégrales de pre- 
miére espéce et qui tend vers ow” quand on prend A infiniment 


grand. 
Lintégrale la plus générale de troisiéme espéce admettant les 


points singuliers (a4, 0) et (a’, b’) est encore 


» 


ad, + 
yeep b PES ks iy os hal ail Ay Wp. 


39, Voici quelques propriétés des intégrales précédentes. On a 


a, b! t, b aa’, b' a,b 
Da, b =o aa" b= 0, Was + Wa ot 05 


d’aprés l’expression méme de wet WV, car la permutation de (a, b’) 
et (a, 6) change le signe de |’élément différentiel. En particulier, 
si (a’, b')=(a, 6) les intégrales w et WV sont identiquement 
nulles. 

Soient u, et. u, les deux déterminations de uw correspondant a 


une méme valeur de z. Les sommes 


a’, bo’ ‘ a’, bt a’, b! pa’, b! 
Wa’s (2, Uy) + Da,s (3,2), Wan (2, %) + Vas (4, te) 
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ont respeclivement pour dérivées 


I a nt) I C= ——-) 
ate (ya EE —— — =}; 


iy \ =a Ba 9 Uy \ 2— a’ z2—a 
z—h\P ; 3—\P 
uy + 6 {| ——— u, +b 
! a—k ; ah 
2, Uy s—a’ ee 
Z—\P Z—— ANP 
Wray : Uy + b 
xt T a —) a—) 
2 Ws Z—a 5—a 


ou, en réduisant et tenant compte de la relation u,+.u, = 0, 


I I 


Za Palin 


donc, en intégrant, on a pour les deux sommes une expression de 


la forme 


Z—a' Z)—G 
—_—_ ———_| = conse 
Z—AaA 2—a 


log 

40. Il nous reste a étudier les intégrales de deuxieme espéce. 

Nous avons nommé ainsi une intégrale abélienne, finie en tous les 

points de la surface de Riemann, excepté en un point qui est un 
pole de Vintégrale. 


Le péle est un point ordinaire. Soit dabord (2, 1) un point — 
analytique situé a distance finie et distinct des points de ramifi- 
cation 


n? = A(E—e;)(E—@2)...(§— en); 
dn du *s 
el E la valeur de qq Pour s=t, w=", 
Qi ae ay, I i se oer jee 
ES TNO NE il We eam a Parag 
L’intégrale 


ak 
(a, nyu +--+ (2b) 


ope ae dz 
FERGIE ay) 2u(2—é)? 


wie \ 
(So, “o) 


est Vintégrale élémentaire de deuxiéme espéce, avec le pdle 
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simple (£, 7), la partie principale de l’intégrale relative a ce pdle 


étant 
I 


se 


Dans cette intégrale, le numérateur est u + P,, P, désignant le 
polynome du premier degré en z 


dn 


Beet ee? 


obtenu en prenant les deux premiers termes du développement 
de u en série par la formule de Taylor dans le-domaine du 
point (, n). 

L’intégrale ainsi formée est finie a linfini, car, pour z infini- 


ce i *- : Loe . , 
ment grand, l’élément différentiel est, en —, infiniment petit d’un 


ordre supérieur 41. A distance finie, élément différentiel devient 
infini aux points de ramification, mais l’intégrale reste finie. 
Enfin le dénominateur de |’élément différentiel s’annule pour la 
valeur z=£ a laquelle répondent deux valeurs de u, +n, diffé- 
~rentes de zéro. Au point (2, — 7) l’élément différentiel est régu- 


lier, car dans le domaine de ce point on a, par la formule de 


Taylor, 
F ig ERE NG TD 
pe Raper E Be A ee Ds Chal a 
3) TE ie de 


_. Le numérateur u-++ P, contient donc (sz —£)* en facteur, et 
Vélément différentiel. est fini au point (£, —7). Mais dans le 
domaine du point (£, n) on a, par la formule de Taylor, 


Ecrivons |’ élément différentiel comme il suit : 


2 ae : u— P, I sete I ae te Bag 
Du (2—EP? - (2—€)?  au(s—eép? 


“Ss aulz—E 
Vintégrale devient dans le domaine du point (&, n), C étant une 
constante d’imlégration, 
(Z, w) 
I = ‘ u—P, 
C(z, us &§ ere ee ay 
: z—F ia owe 2u(2—é)? 
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comme u— P, contient (z—£)? en facteur, l’élément 


u— P, 
DUC a —— 6)? 


est une fonction réguliére au point (&, 1), et l’on a, dans le domaine 
de ce point, 


CHC RSG EN ait) Se P=: == fonction’ réguliére. 


C’est ce que nous youlions démontrer. 

On formera de méme une intégrale ™ (z, w; £, 7) finie partout, 
“ exceplé au point (E, 1), quelle admet pour pdle d’ordre (v+1), 
la partie principale relative a ce pole étant 


if 
(z= EM 


Pour cela, désignons par P,,, le polynome de degré (v-++1) en z 
obtenu en prenant les »v—2.premiers termes du développement 
de u dans le domaine du point (£, 7), suivant les puissances 
de (z —§), 

dn, (s—E) adn (z7—E\yyrt «dyin 


Pye == ne Ce ek ————— ——— 
Wea aS dé Tae d= 1.2:..(¥-+1) dev41 


L’intégrale 


wt Pyi4 
au eZ — Er? 


“ 


(3, 
C™)Cz, ws E, 1) =—(y +1) iy 


2) 
“ (Zo; Uo) 


est Pintégrale demandée. En effet, elle est finie aux points a l’infini 
et aux points de ramification; elle est finie au point (£, —7), car 
dans le domaine de ce point on a, par la formule de Taylor, 


(sa E yv-2 dip 


u=— Py ~— 


Th. 2e tn oe NEE 

de sorte que l’élément différentiel est une fonction réguliére au 
point (£, —~). Enfin, pour étudier l’intégrale dans le domaine du 
point (E, 7), on écrit comme précédemment | 


(2,4) I w= 
CW) ( gz w; & ))=—(v +1) l Se s| dz 
ese Jeu LEE? 2a Ey 
(g.U) ) 
I ‘ t— Py 
= OG EY) ae 
Cae nwo) 2H EE 
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Puisque, dans le domaine du point (2,1) w est développable par la 
série de Taylor, sous la forme 


= torn 2 y, 2. 
(2— Eye dy 


l= Ps + 
ee ede Ue as eae 


le numérateur de la deuxiéme intégrale 
uw— Py. 


contient (s—£)**? en facteur, et cette intégrale est réguliére au 
point (2, 7): on a done bien, dans le domaine de ce point, 


I 


(es ry 
Bak 


UT OY ae fed eg ee + fonction réguliére. 


Cas 


Liintégrale €“(z, wu; &, — 1) est de méme 


: (3, u) 


; u— Py 
CM (Cz, ws; & — qe =— +1) 


1 
© \y42 
2ULS— Er 
(Bp, ley) \4 > 


az. 


Il convient de remarquer la formule 


CO Cz, w; &, qn) CMC z, Ww; €,— 7) 


paouenes dz I I 
=- +n [ —— —- 


eee Es 
fre Be me ae N\A Zo EVEL 
mjoete es) ( E) (Zo>— €) 


s 


\~05 


On a une formule analogue quand on calcule la somme des 
valeurs 
Ser ONG RY ths El) te CG Bg 5. Cys 1) 


qui prend une méme intégrale de deuxiéme espéce aux deux 
points superposés (z, w,) et (Z, Uy). 
En effet, il vient, en tenant compte de la relation uv, + u,=0, 


ds (v +1) 
ee ee ce 
dz (¢—&)yt2 

se I 

S = — > + const. 


(3—€)vt! 


41. Voyons comment il faut modifier les formules précédentes 
quand /e péle est un point de ramification & distance finte. 
Soit 2; un point de ramification a distance finie; on peut écrire 


1 
uc (2— e;)? WH, 
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i VA Vz 


uw; est une fonction réguliére de z dans le domaine du point e;, et 
lon a, dans ce domaine, 


€,)...(3—e;-1) (6— C441)... (5 — en); 


uj= BY + (2+ e;) EYP +...4 (2 — e; 9 EV + 


EY, ..., Ei? désignant des constantes. 

Lorsque dans l’intégrale ¢(z, uw; &, 1), le point (, n) devient 
un point critique (e;, 0), cette intégrale devient infinie. Nous la 
remplacerons par la suivante : 

0 Bi dz 


Z, us €;)=— pe all See 
A ae) 2Uu(o— ej) 


©’ (3g, Uo) 


intégrale finie partout, excepté au point e;. 
Dans le domaine de ce point, on a 


tol= 


* hi 
et Pon peut écrire l’élément différentiel 


— bib 


ile 


Wil 3 — @) 


ou, en ajoutant et retranchant u; au numeérateur, 


I uj— EB 
— ——_———— ++ eer OR 


2(2—e; ): 


wile 


2Uj (z—e;): 


d’ou enfin, dans le domaine de e;, 


(Z, u) lj — BO 
NB SG NG ee ee +4 fo —_—_—___— Fa PMU RE dz. 
€;)? (Zo, U 


(2 o) 2uj(z— e;)? 


Comme, dans ce domaine, u; — E\) contient z — e; en facteur, 
d’aprés le développement écrit pour u;, cette derniére intégrale est 
réguliére au point e;, et l’on a, dans le domaine considéré, 


; I ; po aie 
C(z, uw; e;) = ————— 4 fonction réguliére. 


(2— @;) 


w|— 


On a donc une intégrale élémentaire de deuxiéme espéce finie 
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partout, exceplé au point e; qu’elle admet comme pole d’ordre 1, 


e cs = I 
avec la partie principale ———. 
(s—e;)° 


Pour obtenir une intégrale qui devient infinie au seul point e; 


qu’elle admet comme pole d’ordre 2 avec la partie principale ; 


= Bia Gy 
on prend simplement 


(2, u) 


I 
fi — EF 


dz 


y! Sees aah TS Se 
= (2, u; ei) = (z—eiy? 


© (Zo; to) 
Appelons d’une maniére générale 
CM (Cz, u; e;) 


une intégrale devenant infinie au seul point e;, avec la partie prin- 
cipale 


Si v est impair,,v = 2p. —1, il suffit de prendre 


I (s,m) dz 
C2R—-1) (Zz ape) = peg POs ef su Se gy 
& By > Ci 7 7 A = : i 
CS — e; pe Y'(Zo, Uo) (2—e7 et 


Si v est pair 


y=, 
on prend 
P oSrige ep (3, u) PY 
Gy Us Sige He na =eyeae” 
(Zo, Uo) a ae 


Pf) désignant le polynome en z — e; de degré »., obtenu en pre- 
nant les (v.41) premiers termes du développement de u;, suivant 
les puissances de z — @;, 


PP = B+ (s—e,)EP+...+(2—e;)#ED. 
L’intégrale ainsi formée est finie partout, excepté au point ei. 
Dans le domaine de ce point, ona 
4 


w= (s—e;)? Ui, 


et l’on peut écrire l’élément différentiel, en ajoutant et retran- 
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chant u; au numérateur, 


2+ 1 ui— (wi— Py’) 2-1 I (2p +1) (u;— Pw) 

Se a a 
2 bs Big t pas prs 
uj(s—ej) © (s—e;) -* 2Uj(Z—e;) * 


Comme, dans le domaine du point e;, la différence u; — Pj) con- 
tient (z —e;)**! en facteur, le dernier terme devient au point e; 


at tates I 5 ti : 
infini de l’ordre de +) et son intégrale reste finie. 


(2—e,)? 
On a donc en intégrant, dans le domaine du point e;, 


CAM) (35 uw; e;) = tr eae fonction réguliére. 


(Zee) 5 = 
Si lon calcule actuellement la somme 
SysStM(s, uyp3 7) HOM (ey ue 3 e7) 


aux deux points superposés (z, u,) et (z, Ug), on a évidemment, 
quand v est impair, 


a) S| U. —— I, Sou-1 = i + const., 


(z—e;) 


et, quand y est pair, 


Visas AS 24, = 0, Sey, = const. 


42. Nous avons, dans ce qui précéde, supposé le pole a distance 
finie : qu’arrive-t-il si le pdle est a Vinfini? 

Sin est pair et égal 4 2p-+.2, il y a deux points a /’infini «, 
el 2, qui se distinguent analytiquement en ce que, au point ,, 


u . 5 are . 
le rapport —— tend vers une limite VA et au point o, vers la 


gprt 
limite — VA. 

Formons, par exemple, l’intégrale de deuxiéme espéce finie par- 
tout excepté au point oo, qu’elle admet comme pdle avec la partie 
principale z’+'; on obtient l’intégrale élémentaire devenant infinie 
au seul point «,, avec la partie principale z, en faisant v= 0. 
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Dans le domaine du point o;, ona 
HZ e py 


— <A ; 
ira acess + +..., 


la fonetion » étant réguliére au point «,. Dans le domaine du 


point oo, ona de méme 


PL 


I ; 
Appelons Q,,, le polynome en = de degré v-+1 obtenu en 


prenant les »-+-2 premiers termés du développement ci-dessus 


de ¢, 
= A As oNG 
WS VA - ee es 


L’intégrale demandée est 
{S, UW) use av+p+i Ones 
ee eee 


CM (a, W; 004) = (vy +1) FF 
a0 


& (55 Uo) 
ot le terme 2¥¥?*! Q,,, est un polynome en z de degré (vy + p++ 1). 
Cette intégrale est finie en tous les points a distance finie. Au 
point co. elle est encore réguliére. En effet, dans le domaine de ce 
point, ona 


i= — ZPtty; 


Vélément différentiel est done 


5 Oe Oye : 


eA 


pat 


Mais le développement de » — Q,,, commence par le terme 


Vélément différentiel est donc au point , infiniment 


Clits 
Zee? 


E I : . x ; 
petit comme — et l’intégrale est réguliére en ce point. 
&2 : 
Dans le domaine du point «,, ona 


U = Zr p 


et ’élément différentiel devient 


Reems Qvtt 
20 


3 


80 CHAPITRE II. 


qu’on peut écrire 


Le développement de » — Q,,4 commengant par le terme en 5? 


la seconde partie de cette expression est a Vinfini de ordre de — oe 


et son intégrale est réguliére au point «,. On a donc, dans le 
domaine de ce point, en multipliant par (v-+1)dz et intégrant, 


CM) (z, Ww; 0,) + 2+ + fonction réguliére. 


En particulier, pour y= 0, on a l’intégrale élémentaire 


(z tu) 
7, U+ BP 
ce upo= fo” SE eg 


2UuU 
Zo, ftg) 
qui devient infinie-au seul point o,, la partie principale en ce 
point étant z 
Liintégrale devenant infinie au seul point co,, avec la partie 
principale z’+!, est 
(5, tw) 
\ UU BY — PAA, 
CW) (BZ, UW} con) =v +1) [ ere nes UG A 
< 2U 
Donec 


CM) (2, U3 co, ) +O) (zs W5 209) = Vt — zoel, 
On trouve de méme 
CY) (3, Wy 5 90, ) + CM) 25 Uy 3 004) = 2¥+1-+ const. 


Si n est impair et égal a 2p +1, le point o est un point de 
ramification. Nous appellerons encore 


(2, w; &), 


une intégrale devenant infinie au seul point oo et ayant pour partie 
Veta 
principale en ce point z* . 
Quand v est impair et égal a 2y —1, on a immédiatement une 
intégrale remplissant ces conditions en prenant 


C(2U—1) (Zz, uw; 00) = Zk, 
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Si v est pair et égal 4 2p, on procéde comme il suit. On a, dans 
le domaine du point o, 
p+ 
S Py 


ou e est déyeloppable en une série de la forme 


ire A | A D) A V-+41 


z g2 gyri 


Appelons encore Q, le polynome en - 


A Ay 
c= AY, A k= ae eee Sars 
u \ == a =- tes Pan 
et posons 


, 2 2) gp-+p Q 
CRB) (Cz, u; oO; k= ee ee ilies 


ut 
(Zo, Uo) 


Cette intégrale est partout finie, excepté au point o, Dans le 
domaine de ce point, on peut écrire 


1 
p+s 
Usa ati “Oe 
et élément différentiel devient 
Ais i! 1 fa) 
aha Se = a Bie ety aa Sees os 
> - re) 


Comme le développement de » — Q, suivant les puissances 


TA 


& 


i I 1 \p-+1 : 
croissantes de — commence par { - » le développement de 
~ 


est Op 


I 5 a “ 
commence par le terme en (4) et Pintégrale de la seconde partie 
est réguliére au point 0. On a donc, dans le domaine du point «, 


2U+1 


CCM( sz, w;0)=z 2 + fonction réguliére. 


L’intégrale élémentaire s’obtient en posant p. = 0, 


APFELL ET GOURSAT. — I, 6 
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expression qui, dans le domaine du point «, est de la forme 


“a 


+ fonetion réguliére. 


La somme S, des valeurs de ’intégrale 6” (s, u; ©) aux deux 
points superposés (3, u,) et (Z, Ws) est 23" quand v= 2p —1 et 
elle est nulle quand v= 2p. 


43. Les intégrales de deuxiéme espéce peuvent étre déduites de 
celles de troisiéme espéce et de lintégrale élémentaire de deuxiéme 
espéce. Considérons l’intégrale de troisiéme espéce, dans le cas ott 
les deux points singuliers logarithmiques sont a distance finie, 


iz, tt) . 

oa 1 /u+b u+b 

Wa,b (4, Ubi — 7 dz. 
: 2u\s—a z—a 


“ (Zo; Uo) 


Lorsque les deux limites (%o, wo) et (z, u) sont fixées, ainsi que le 
chemin d’intégration, Vintégrale est une fonction des deux points 
analytiques (a’, b’) et (a, 6). Sil’on regarde le point (a’, 6’) comme 
fixe, elle est une fonction du point (a, 6), réguliére pour toutes 
les positions de ce point a distance fihie non sittuées sur le 
chemin d’intégration, car élément différentiel est une fonction 
de (a, 6) réguliére en tous les points a distance finie, excepté au 
point a= z, b=u qui est un point du chemin d’intégration. 

Soit (£,) un point ordinaire de la surface de Riemann; tracons 
le chemin d’intégration de fagon quw’il ne passe pas par ce -point. 
Alors la fonction w/7 du point (a, 6), étant réguliére au point 
(E, 1), est, dans un certain domaine 0 de ce point, développable 
suivant les puissances positives croissantes de (a —£) par la for- 
mule de Taylor. Ce développement a la forme suivante 


(a—é) 


UD ee a nee / fan a 04 ae 
a,b = Wah +(a—¢) (4, uss; \) =e 
(a — Ey 


Vireo sdl 


(1) wo OC, tes Es mae. on 


CM) (gh; BW) seas, 


les coefficients €(z, uw; &, 4), -., 6M C2, w;-E, n) étant les anté- 
grales de deuxiéme espéce précédemment formées. C’est ce qu il 

- (a—t)jyt 
— 


est facile de vérifier en calculant le coefficient de dans 
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le développement ci-dessus. Ona 


(3, Ut) (Z, ld) 
Dae 1 ub’ re oil 0 


et = Sse de ae] Shs 


1B, Ug) : (39, Uo) 


Or, dans le domaine du point (£, 1), 


I I I es a—eé Sse (a—eé) 
5G ae aE), SE Genes Ge Eye 
dr, (a—=)? &r (a—eé) dn 


b=n+(a—&) 


d: TD Let 2 Te Dene Win OGY 


développement obtenu en appliquant a b la formule de Taylor. 


i wok usb wo, 
Dans le produit Sree le coefficient de (a —£)’*+! est done 
eee 
dn, 1 dn I ditt 4 
I u+ 7 dé 1.2 dé 1.2...(¥ +1) dev+! 
— | — + - bo. pH," 
2u_(s—é)yt2  (g— Evel (s—E)y s—eE 


c’est-a-dire (p. 74) 


(a a E\v+i 


b! 


Le coefficient de dans le développement 7)? est par 


suite 


(z, u) ay 
| Re? Pee el 


So dz 
2u(s—E)t2 


—(v+1) 


"(Boy lo) 


ce qui est bien ¢“)(z, w; E, n). 


D’aprés le -développement (1), les intégrales ¢(2, w; &, 1), 
tre . b! 
t'(z, uw; —, n), ... sont les dérivées successives de wf, par rap- 


port au paramétre (£, 7), a des facteurs numériques prés : 


aoa I dv+1 pr 
(x ‘ Bah hes , WANN ares a ee Le a',b 
Cz Ue, Reset Dens any Gul etuse eae Tea Rigi ae dent Fn? 


: rE 
d’ou il résulte aussi 
CM(4,u;§, 4) = —— Tile, u; £, 1). 
Par conséquent, si l’on donne a£ un accroissement infiniment 
petit h, et si l’on appelle & l’accroissement correspondant de 7, 
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ona 


(2) Oa uj Eth nt Hk(s, WE eh bz, ua) +e. 
+ AYE) (eg, uw; &, n)+.... 


Supposons maintenant que dans l’intégrale w7" le point (a, b) 
soit dans le domaine d’un point de ramification e;. La fonction 
a’,b! 


wr, , de (a, b), étant réguliére au point e;, est, dans le domaine 
de ce point, développable par la formule 


ea 
It ' A a—e;) * 
co) we) = wt)? 4 (a—e;)? C(z, U3 e;) me re octet 27 GM) (zs, Ww; e7) +... 


vi V+I 


uy 
procédant suivant les puissances croissantes de (a — e;)”. Dans ce 


9 


Cb. = Ens 


développement, le coefficient de ' 
Vt 


est-encore l’intégrale 
appelée ¢™ (z, wu; ej). 
En effet, dans le domaine du point e;, on a 


I I I a—e; (a —e;)” 


= 7 —— air iat ee Tebuo 
3—a Cp — A ea) B—€j (3—e;)? (3 — €;)m™*1 ° 


aN 4 : 
b = (a—e;)?[ E+ El? (a—e;) + EP) (a—e;)?+...]. 


: To utob I 
Dans le produit — — ou — ——_—-. — ——_. 
2u2—4 (z= &@) 2u(2=—@) 


ested 


(a= ei 


Vise Tt 


, calcu- 


lons le coefficient de » en remarquant que le dévelop- 


I 


pement de — 
2(2—a) 


ne contient que des puissances entiéres 
b 
2u(s—a@) 
fractionnaires. D’aprés cela, si v est impair et égal a 2p —1, il 
(a— ei) 


de a—e;,, et celui de seulement des puissances 


n’y a qu'un terme en et son coefficient est 


es A 
(3 —e;)¥+1? 


dans le développement de Vintégrale w4?’, le coefficient de 


a,b y 


(a — e;)e- 
2. 


est donc 


(z, u) dz 
AE ms ae eee 
(Zos Uo) (z — ey ers 
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c’est-a-dire 
Cl2au—1)(Z, u, €:). 


24-4 
4 : : : x : a—e;) ? 
Ensuite, sivest pair et égal A 2p, le coefficient de po EO ee 
2p. = I 
2. + 1 EW? sf aye bi Ey 
Bere ener tn. ss — epi ee ee ey). 


ou, d’aprés les notations antérieures (p. 77), 


(U) 
Tectole ws Pins 2 
2u . (3—e;)¥+1? 


done enfin, dans le développement de w%)), le coefficient de 


UHL 
(a—e;) ? 
DW I 


est 


Daas PL 
Sa —_—_——_—_———_ 
2 ig ee ee 


4 (4, %o 
c’est-a-dire 
CRM) Zz, ws @;). 


La formule (3), différentiée par rapport a a, donne 


Ma 


I a—e:)* y 
C(z, u; a, b) = ————_{(z, ey ee eee acvenae ts 


Ne 


2(a—e;)? 


on a donc, en faisant a=e;+h, b=k, h étant suffisamment 
petit, 


I =, 

(4) 0(4, u; eh, ky = —{ C(4, uj3 e;) +... + CW) (2, U3 €:) +. .-, 

2h? 

formule a rapprocher de (2). 

pp 

On obtient de méme les intégrales ¢ (2, w; 0), relatives aux 

points a l’infini, comme coefficients du développement de la fonc- 
tion 


(Z, tw) 


ah Bee 1-fut u+b pe 
Bab = Ca Tent Cis 
’ 2u\s—a Z—a 


(Zo, My) 


du point (a, 6), dans le domaine du point « 
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Sinest pair et égal a2p-+ 2, la fonction w de(a, b) est, dans le 
domaine d’un des points a l’infini, 0, par exemple, développable 
en une série procédant suivant les puissances entiéres décroissantes 
de a, dans laquelle le coefficient de 5 est ’intégrale €°~") (z, wj00,). 


En effet, dans le domaine du point «,, ona 


hee 


i A Ns z = 
baarei (VR ee ae.) — : =i + 5+ Sich oe 


Dans l’expression 


u+b I b 
2 3—a) pla a) ane ae 
P : b 
le développement de — —————. est 
2uU( Z— a) 
I i ~ A — A A 
== | VA + Zar! (vs + 2) alae ieee (vA + => =) oe | ; 
QU : be re 
c’est-a-dire, en posant comme plus haut 
as A, As AY 
= VAS A = 
a I—l = sP+1 Zpay 
al Qo zQ, ee BO ioe Pap psn aren eee Opis : 
2U 2U 2Uu a 2U a 2 Ut 


a,b! 


Dans le développement de l’intégrale wf,” nous aurons done un 
premier groupe de termes 


8) z( 2 BPO) sae 
av f dz+ ar— ee +...+4 [ SS dz, 
2uU = 


2U fa 2U 


contenant les puissances positives de a et dont les coefficients sont 
des intégrales de premiére espéce car Qj, 27Qz, ..., 2?-"Q,, 
sont des polynomes de degrés 1, 2, ..., (p—1) en 3; puis vient 
le terme indépendant de a 


(3, u) 5 ' 
is u+b eee OF ie 
NE 2u(s—a') 2U ’ 


qui est une intégrale de troisicme espéce avec les deux points 
singuliers logarithmiques (a', 6’) et o,; puis viennent enfin les 
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termes contenant les puissances négatives de a@ dans lesquels le 


: dietal | 
coefficient de - = est 
v 


ae ( Brel ZP+VO 
y 


< Pp 
— + ne) dz, 
reat 2. 2U 


c’est-a-dire €—") (3, uw; 00). 
On a donc le développement 


Bei = a? Wi, aP AW +... + aWp + ot” 
i Es 
4+ —€(Z, U3 oo, )+ ~C'(2, U3; 2, )-+... 
a 2) Cb= 
I 
SSO TZ 1b 5 Sy) Hew oy 
vay 
W,, W2, ..., W, désignant des intégrales de premiére espéce. 


En différentiant cette relation par rapport a a et remplacant a, b 


par 2, 7, on trouve 


C(2,-u; &, n) = per! Wa + (po —T)EP- 2 Wot... t+ Wp 


ee 
(2, U; my )— (2, Um )—... 
> 


2 


I 
FU AN(z, a; oa) —..., 


Dany 


développement valable dans le domaine du point «,. 
Dans le domaine du point ,, on aura de méme 


G(s, ws, 4) =— per W,— (p —1)§?-2 Wa—...— Wp 


Si n est impair et égal a 2p +1, l’intégrale 


Pe Loe af de Ou +B 
, 2au\zs—a 2—a 


(Zo, Uo) 


considérée comme fonction du point analytique (a, 6) est, dans 
le domaine du point o, développable en une série de puissances 


if 
décroissantes de a’. Les coefficients de cette série sont encore, a 


role 


: I ee es ; i ; 
partir du terme en () y des intégrales de deuxiéme espéce qur 
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ont pour péle unique l’infini. En effet, dans le domaine du point 


a—o, 


La premiére partie de ce développement ne contient que des 
puissances entiéres négatives dea, la seconde que des puissances 
fractionnaires de a, d’ailleurs positives ou négatives. 


oe é 5 : I 
Dans la premiére partie, le coefficient de So USL V IE ey donc, 
A nny raeiay ° I 
dans le développement de l’intégrale w77, le coefficient de < 
est 
(2, u) 
vav-41 dz = BY — 24 = C2%1) (3, uw; 0) 

© (Zo, Uo) 


Quant au développement de la deuxiéme partie, on peut |’envi- 
A : 


A 2 
sager comme le produit de (2) par le développement de 


Zz — A A, 
= (- eis +...)are (VR. ee te), 
2UuU a a~ a as 


qui est le développement rencontré dans le cas précédent. Cette 
deuxiéme partie donne done dans le développement de o7') des 
termes de la forme 


4 
Oy 
Dea: 1 Dt 
(=) [an Wit ar Wot... + aWp + nt? 
a 


2 2 I aye 
fg (2, UW; 0) +... = C2 (2, 2) bie, 
ao 2, 
comme on le vérifie immédiatement d’aprés les expressions trou- 
vées plus haut pour les intégrales €°")(z, uw; 0). 
On a enfin, en réunissant les deux parties que nous venons 
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de trouver, 
wep = Gr = Wo see Woe Fee 
se 
hs 
een tix oie 


1 
Saault 


A eh: 
+a2Wpra Pot + 


CV—=2) (Zz, Ws 0). 


En différentiant par rapport a a et remplacant a, b par £, n, on 
obtient le développement 


a) D2 2-5 


pe ee ee 


wo 
h 


valable dans le domaine du point oo. 


r) 


AX. Etant. donnée une intégrale hyperelliptique queleonque, on 
peut lexprimer a l'aide d’intégrales de premiére, de deuxiéme et 


(2, t) 
I =f Vv dz 
( Uy) 


Zo. 


de troisiéme espéce. 
Soit ; 


une intégrale abélienne, v désignant une fonction rationnelle de z 
et w. Comme nous l’avons vu, cette intégrale est réguliére en 
tous les points ov elle reste finie. Les points ou elle devient 
infinie sont de deux sortes, des pdles ou des points singuliers 
logarithmiques. : 

Supposons quil y ait qg points singuliers logarithmiques 
(%1, 61), (#2, Ba), ---, (%g, Bg); dans le domaine du point («;, Bx), 


ona 
[ = Rg log(4— az) + 94(2, &), 


on(s, uw) désignant une fonction uniforme dans le domaine du 
point (a, Bs), pouvant admettre ce point comme pole. D’aprés 
les conventions antérieurement faites, il faut remplacer z— a, 


4 . ; . . 
par (z —e;)* quand le point (a;, 8%) est un point de ramifica- 


tion @;, par = quand (a,, 6%) est un point ordinaire a l’infini et 
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wl— 


I 
par (2) quand il est un point de Shin Pa a Vinfini. Le coef- 


ficient Ry est le résidu de ¢ relatif au point («;, 6%). 
On sait que la somme de tous les résidus d’une fonction. ration- 
nelle » de z et u est nulle. Donc 


Ry + Ro+...+ Rg = 0. 


Considérons alors l’intégrale 
£ 


taf “eds — Rio (3,1 0) 


Zo, Uo) 


ao Cea. — Ry wgegehn eg Un. 


= R30 


obtenue en retranchant de I certaines: intégrales de trousieme 
espéce multphiées par R,, Ro, ..., Ras. 

Cette nouvelle intégrale Taio J nia plus de points singu- 
liers logarithmiques. En effet, dans le domaine du point (a, (1), 


ona 
(2, u) 
pdz=R,log(s—a,) + 9,(4, wv) 
UY (Zoy Wo) 
2 
a0, By = log(z—a,) + fonction réguliére; 
done 
(2, tt) 3, 
dz Nae dues 21(%, w) + fonction réguliére ; 


(Zo, Uo) 


puisque les autres intégrales de troisiéme espéce retranchées sont 
réguliéres au point (a,, 6,), la différence est uniforme dans le 
domaine du point (a,, 6,) comme la fonction 9,(3, w) et peut 
admettre ce point pour pdle, la partie principale étant la méme 
que celle de o,(, w). 

On voit de méme que J n’a plus aucun des points singuliers 
logarithmiques (#3, 82), ...) (%g_41, 87-1). Quant au dernier ee By), 
il disparait également, car, dans le domaine de ce point, on a 


J = Rg log(z — ag) + 99(2, &) 
+ (Ry + Ry+...+ Rg_,) log(s — «,) + fonction réguliére, 


et comme 
Ryo Bos= ng — 
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le terme logarithmique disparait encore. La proposition est donc 
établie. 

L'intégrale J, qui n’a plus de points singuliers logarithmiques, 
peut avoir encore des poles. Nous allons faire disparaitre ces poles 
en retranchant de J des intégrales de deuxiéme espéce. Supposons 
que dans le domaine d’un pole (a, b) d’ordre v, on ait 


A, : As Ae, 5 3 a 
————_ +...4+ ——— + fonction réguliére, 
Z—a (z—a) (z—ay ; 


. 1 I 1\? E 
ou il faut remplacer z— a par (3 —e;)* ou =, ou (;) » suivant 
que @ coincide avec un point de ramification, un point ordinaire 
a Vinfini, ou un point de ramification a linfint. Dans ces condi- 


tions, la différence 


J— Ay C(s, u;-a, b6)— Ay C'( 2, u; a, b) —...— Ay 0") (z; wu; a, Db) 


r) 


est réguliére au point (a, 6), car, dans le domaine de ce point, ona 


I : Seber ee 
Cay tb, sO) = ++ fonction réguliere, - 
Z— a 


I : os 
C(2, uw; a, b) = ——— + fonction reguliére, 
as (zs— a) : 


sie) Suse egje) (6. e- elfal's\e, iw. eal @, jas) 4, (8) oes, 0! loMac Qin, Ge ws a wie ens 5, 9%, @ hese © og 


aan + fonction régulicre. 

D’ailleurs, comme les fonctions ¢, ¢’, A.. sont réguliéres 
partout, excepté au point (a, 6), la différence ci-dessus a les 
mémes poles que J, moins le pole (a, 6), On a done extrait, pour 
ainsi dire, le péle (a, 0). 

En opérant de méme pour tous les poles, et retranchant de J des 
sommes dintégrales de deuxiéme espéce correspondant a tous 
_les péles de J, on obtiendra finalement une expression, 


H = J — X[ Ay C(4, uw; @, 6) + Ay ti(z, usa, b)+...4+ Ay oV—-(z, uw; a, b)] 


(ou le signe & s’étend a tous les pdles), nayant plus de péle, 
cest-a-dire partout réguliére. Cette expression H est d’ailleurs 
une intégrale abélienne, car c’est une somme d’intégrales abé- 
liennes : comme elle est partout réguliére, c’est une intégrale de 
premiére espéce, c’est-a-dire une expression de la forme 


H = 2y y+ he Wa+...+ App + const. 
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Remplagant H par. cette valeur et J par son expression, on 
obtient enfin pour l’intégrale abélienne I ]’expression 


+SiTA Cla; usa, dD) Py CON (2, i; a, BY] 


++ )y 4 + Qo %g+...+- ip Wy + Const. 


Toute intégrale abélienne peut done étre mise sous la forme 
d’une somme d’intégrales de premiere, deuxiéme et troisiéme 
espece. 

On remarquera que les coefficients R; et Ay sont connus immé- 
diatement, si l’on connait les points singuliers de l’intégrale et 
les parties principales. Il n’en est pas de méme des coefficients 


Jy ype aeaetaeugth ate 
45. Une premiére application importante de cette formule est 

la représentation d’une fonction rationnelle 9 de z et u par 

une somme d’intéegrales de premiére et de deuxiéme espéce; 

ou, en d'autres termes, la decomposition en éléments simples 

d’une fonction rationnelle de < et w. . 

Une fonction rationnelle ¢ de z et wu est une intégrale abélienne 

- (z, t) de 


P= Pyo+ ae dz, 
(Zo, Up) oe y 


Ape : ; 
zz étant une fonction rationnelle de z et wu. 
as 


Comme ¢n’a pas de pownts singuliers logarithmiques, la formule 
générale ci-dessus appliquée 4 ¢ ne contient pas d’intégrales de 
trotsiéme espece et donne la formule 


os ZA; 0 (4,0; @, 6) + Agti( 2, U5 a, Oya 2.7 ALOU) 25 3a, B)} 
+ yy bt ON i er Xp Wp + const., . 


le signe  indiquant une sommation étendue a tous les péles de ¢. 
Les coefficients. A,, Ao, ..., Ay sont les coefficients de la partie 
d b) > i p 
principale de » dans le domaine du péle (a, b), 
Ay As Ay 


Fee ee 


; ——— + fonction réguliére, 
Z—-a (2—a)? Gar ps Pe eo 
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Cette formule est d’une haute importance; elle donne la fonc- 
tion rationnelle » sous une forme mettant en évidence les poles et 
les parties principales correspondantes de cette fonction. Elle est 
analogue a la formule de décomposition d’une fraction rationnelle 
de z en fractions simples, a laquelle elle se réduit d’ailleurs quand 
n =1 ou 2, c’est-a-dire quand la courbe 


u2 = A(s —e,)(3— @2)...(6— en) 


est untcursale (p==0). On appelle cette formule formule de 
décomposition ent éléments simples : les éléments simples sont 
les intégrales de deuxiéme espéce 6% (z, uw; a, 0). 


46. Donnons un exemple de cette formule. Soit 


: DROP. C 


(&, 1) étant un point fixe, a distance finie, distinct d’un point de 
ramification, Cette fonction ¢ n’a que des pdles du premier ordre 
qui sont: 


1° Les points de ramification a distance finie, car w s’annule 
en ces points; 
2° Le point-(é, 7). 


Dans le domaine d’un point de ramification e;, on a, en adop- 
tant les notations anléricures, 


PSiceee 
“u= (4 — e;)?7u;= (5 — e;)7 [EP + EV —e;) +...], 


EY étant différent de zéro. D’aprés cela, dans le domaine du 
oint e;, la fonction v est de la forme 
P ’ 


I 1 I F eared 
Bet oa i eet Fonction réguliére, 


ie I I q 
ou le coefficient de ———, est la constante —; ee : 
(Gs — ej)" : ; 
Dans le domaine du point (£, 7), ona 


vant—-94 Eee, 
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par suite 


+ fonction réguliére. 


i Re 
“a 


La formule de décomposition en éléments simples est donc 


t= 

t Geese tiene,)) 

ey re wipes 1 oS, WU, i) 
= 04, U; 6, §) a EW z 
7 pez =) 


Et 


(A) aie 
Ey Pi he 2... Ap ZAG, 


ou il ne reste plus 4 déterminer que les coefficients des inté- 
grales de premiére espéce ,, do, ..., Ap. Nous allons montrer 
que ces coefficients sont nuls et vérifier en méme temps la for- 
mule. En effet, en remplagant les intégrales ¢ par leurs expres- 


sions et Ay, Ao, ..., Ap par zéro, ona a vérifier la formule 
ein, aca 
Pa elbast=on een 
T w= ge: o ele ] 
tb RE 2u(3—é)? ae 
ool qe) =r 
i=mn 
a wee ee dz 
‘ ow 1 
Oy ae ks eg ae 
# ou Se £5, tly) ef L 


Or cette formule résulte immédiatement de ce-que la dérivée 
du premier membre, par rapport a z, est nudle. En effet, cette 
dérivée est, aprés des réductions évidentes, 

3 z 


77) I 1 du 1, dE 


~y I 
a =e ORS, os tee iy em VIF Sate ASCE Tie oe EEN ’ 
2u, s—Eu dz s—é Ra a 
2 gab 


expression idenuiquement nulle, comme on le voit en décompo- 
sant en fractions simples la fraction rationnelle en 


I 1 du 


c’est-a-dire 


I I I i 
ae + et Se 
z2—f§2\s—e 5— es Z—€), 


et remarquant que le résidu de cette fraction rationnelle au 
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2 — 


Sak I I EA ain ray 
= == =f sheet ou encore cps 
2. Cn 


Comme toutes les intégrales s’annulent quand (z, w) coincide 
avec la limite inférieure (Z), uy), la constante C, qui figure dans 
la formule (A), a pour valeur 


I t+ H 


C= — 


“ =) r 
PU So — & 


En écrivant la formule ainsi obtenue sous la forme 


tie 
I w+ I -Ugt- 4 Teas, xen) 
E(z, u; § 4) = ae : 
2U 3—e LE ha) AG 2. Bi (éi—6) 


on arrive a cette conséquence remarquable que l’intégrale éleé- 
mentaire de deuxiéme espéce est une fonction rationnelle du 
parameétre (2,7). 


AT. Voici une deuxiéme application de cette méme formule de 
décomposition en éléments simples. 
Quand nous avons défini le genre de la relation entre u et 2, 
nous avons, entre autres, établi le résultat suivant. Pour une 
relation de genre p, il existe une fonction ¢ rationnelle en z et u, 
‘admettant pour pdles simples (p+ 1) points analytiques arbi- 
traires.( 2), Br), (a25°Bs), 2.) (epasy Pprs);, Solent 
A, ‘AS ee 
Dak Alp ete er yap ae et ae 
LT iat 3— Ay 1 
les parties principales de ¢ relatives a ces différents points. La 
formule de décomposition en éléments simples donne 


y= Ay CCS, uw; a, 8) + As OS(s, uw; %, Be) +... 
+ Mpa 0 (2, UW; Opti, Bris) + Ay + Ag y+. 2. Ap wp, + Const. 


Cette formule montre que l’intégrale élémentaire €(s, u; #1, 61), 
avec un pole arbitraire (a,, 6,), peut toujours s’exprimer linéaire- 
ment a l’aide d’une fonction rationnelle v, d’intégrales de premiére 
espéce et de p intégrales de deuxiéme espéce, ayant pour poles 
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des points donnés arbitrairement (a, B2),...., (%p41, Bpys). Le 
méme raisonnement s’applique d’ailleurs 4 une intégrale quel- 
conque ¢'") de seconde espéce.. 


48. La décomposition dune intégrale hyperelliptique en inté- 
erales des trois espéces fournit aussi l’expression d’une fonction 
rationnelle 9 de zet ua l'aide d’intégrales de premiére et de 
troisteme espeéce. 

Appelons ¢ la valeur de » au point (Zp, Wy), ona 


L’intégrale figurant dans cette formule est une intégrale abé- 
lienne : on peut donc lui appliquer ce que nous avons dit de 
lexpression générale d’une intégrale abélienne par une somme - 
d@intégrales de premiécre, deuxiéme et trotsiéme espéce. Ac- 
tuellement cette expression ne contiendra pas d’intégrales de 
deuxiéme espéce. On reconnait facilement que tous les points - 
ot Pintégrale devient infinie sont des points singuliers logarith- 
miques : aucun d’eux n’est un pdle. L’intégrale considérée est 
done une somme d’intégrales de premiére et de troisiéme espéce. 
Formons cette somme : supposons d’abord que la fonction ¢ n’ait 
que des zéros et des pdles simples; soient. 


(a5 0495 Cas;-03)),. “ra aay sng) les zéros, 


(005 “Bi 5) * Stes, (Bp Viele eng se (eas aga) les infinis, 


qui sont en méme nombre que les zéros. 
Dans le domaine du point (a,, 6,), ona 


9 =(z—a,)[Ao+ Ai(s—a,) + Ao(z—a,)??+...], 


ot. Ay est différent de zéro, s—a, devant étre remplacé par 
a - ofa A Hes ; 
Vs — e; si (a,, 6,) est un pomt de ramification e;, par — si ce point 
a s 
1 


5 4 ee pants , a\toe eos : 
est un point ordinaire a l’infini, et par (2) si c'est un point de 
: = 


ramification a |’infini. Par-conséquent, |’expression de l’intégrale, 
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dans le domaine de ce point, est donnée par la relation 


vp ~ . , ont ‘ 
log a log(z—a,) + fonction réguliére. 
Dans le domaine du point («,, 6,), qui est un infini simple, on 
a de méme 
9 = ——[B,+ By(s—a,)+... 
Baas [Bo 1 ( 1) |, 
v 5 ; ne 
log aie log(s —«,) + fonction réguliére. 
: : 
0 
La conclusion s’applique a tous les autres points, zéros ou 


infinis. La différence 
Vv 


low — rry 
oD 
Po 


ig Oy lo, by 


Gane 
V 8 DP af 
4, (34 He, Pa 


ae en 
%as iq 


est donc partout réguliére et, comme c’est une intégrale abélienne, 
c’est une intégrale de premiére espéce 


iy 84 Ag 2+... + Ap Wp, + COMSL. 
On a enfin 


VS 
Us a, b, > = 
log <- == DG? Gi Ay t+ Ag Wg... + App + const., 
, 5 
0 Yo i7v 
V4 
; Ra PNgig=E ey Pernt prone Seo gg 
(5) e=keye bk a Tals 


Ak désignant un facteur constant. 

La fonction ¢ est ainsi exprimée, 4 Vaide d’intégrales de pre- 
miére et de troisiéme espéce, par une formule mettant en évidence 
les zéros et les infinis de la fonction rationnelle ¢. 

Elle est analogue a la formule qui donne une fonction ration- 
nelle de s sous la forme du quotient de deux polynomes décom- ; 
poses en facteurs du premier degré. Elle se réduit d’ailleurs 
exactement a cette formule élémentaire, quand on suppose que la 


relation 
u2= A(z—e,)(s—e2)...(3— en) 
se réduit a 
i sS¥, 


ce qu'on peut réaliser en supposant que m = | que A tende vers 
zéro et que e, augmente indéfiniment, de telle fagon que Ae, tende 
vers —I. 
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En effet, en supposant u = 1, l’intégrale de troisiéme espéce 


' ani, il 
mo { a ee ee 1 w+ =) ie 
Tv — s = 
Vinetdig = = ‘ a = 
nf x .2u 5 — ay, DU Z— 6) - 


{Zq, Thy 
devient 
=e | = 
a,b I 1 ype.) Sie BY 
Deeg | —— dz = log _— , 
sid :, aan Bie aoe ye hi 9 
car u = b,=b,=1. Ul n’existe pas dans ce cas, d’intégrales de 


premiére espéce, car il n’y a pas d’intégrale de fonction ration- 
nelle de 2 qut puisse rester partout finie; on a done 


a CaO ic a2 27,7) 


Wt 


: : ( 
» = fonction rationnelle de z = Avy ’ 
( 


— %,)(3— w%)...(2— ay) 


A} 


ce qui est bien la formule élémentaire. 

Nous avons supposé, pour établir la formule générale, que tous 
les zéros et les infinis étaient simples. Si le zéro (a;, 6,) était 
d’ordre:m, il suffirait dans la formule de supposer (@,, bs,), --+, 
(Am, bm) identiques a (a,, 6,); sile pdle (a,, B,) était d’ordre p, 
il suffirait également de supposer (2%, 52), -.., (4%, By) iden-— 
liques a(a,, 6). ; 

La formule (5) est done générale, pourvu qu'on répéte dans 
cette formule chaque zéro et chaque infini autant de fois qu'il ya 
d’unités dans son ordre de multiplicité. 
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CHAPITRE Hl. 


CONNEXION DES SURFACES A DEUX FEUILLETS. PERIODICITE 
DES INTEGRALES HYPERELLIPTIQUES (*) 


Connexion des surfaces de Riemann a deux feuillets. — Coupures. — Théoreme de 
Cauchy sur une surface de Riemann. — Modules de périodicité des intégrales by - 
perelliptiques. — Relations entre ces modules. — Intégrales normales de premiere, 
deuxiéme et troisiéme espéce. — Modules de périodicité des intégrales normales. 


49. Dans ce qui suit, nous considérons les surfaces comme 
des feuillets sans épaisseur, de sorte qu’un point ou une ligne 
tracée sur la surface seront visibles pour un observateur placé 
dun cété ou de lautre. Les surfaces seront en outre regardées 
comme parfatlement élastiques et indéechirables. 

Une surface est dite connexe lorsque, ayant pris sur cette sur- 
face deux pomts queleonques, on peut les joindre par un trait 
continu silué tout entier sur la surface. Nous ne considérons 
que des surfaces connexes. 

Une surface est fermée quand elle n’a pas de bords : tels sont 
la sphére, le tore, un plan indéfini, une des surfaces de Riemann 
précédemment .étudiées, plane ou sphérique. Une surface est 
ouverte quand elle ades bords : par exemple, un cercle, une calotte 
sphérique, une sphére avec des trous, etc. Les bords d’une surface 
ouverte peuvent étre constitués par une seule ligne continue ou 
par plusieurs lignes continues distinctes. Ainsi le bord d'une 
calotte sphérique est formé d’une circonférence unique, c¢ est- 
a-dire d’une ligne continue; les bords dune sphére percée de 
trois trous ne se touchant pas sont formés de trois courbes fermées 
distinctes. Si dans un feuillet circulaire, on fait un trou ne tou- 


(‘) Ouvrages & consulter : RrEMANN, Theorie der Abelsehen Functionen. — NEv- 
MANN, Vorlesungen tiber Riemann’s Theorie der Abelschen Integrale. — SiMant, 
These de Doctorat, 1882. — Picarp, Traité d Analyse, t. Il. 
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chant pas la circonférence, on obtient une surface connexe 
(fig. 1g), dont les bords sont constitués par deux lignes fermées, 
la circonférence du cercle et le contour du trou. 


Nous nenvisagerons que des surfaces avec des bords : si 
Yon a une surface fermée, on commencera par lui donner un 
bord en y faisant une petite ouverture, par exemple une fente 
avec des ciseaux; les deux bords de cette fente formeront une 
ligne continue constituant la limite ou le bord de la surface. 

50. On nomme coupure une section faite avec des ciseaux 
dans la surface, partant d’un point d’un bord et venant abouur 
en un point d’un bord. Cette coupure a deux bords. Ainsi ]’on 
part d’un point A du bord CD ( fig. 20), on coupe dans la surface 


avec des ciseaux suivant AB jusqu’en un point B de Vintérieur; 
on a ainsi, non une coupure, mais un commencement de coupure 
avec deux bords infiniment voisins qui peuvent se séparer jus- 
qu’en B. A ce moment l’ancien bord de la surface qui était continu 
de C en D se trouve remplacé par la nouvelle ligne continue 
CBD. Continuons a couper avec les ciseaux plus loin que B; la 
coupure sera terminée quand nous serons arrivés en un point d’un 
bord, que ce soit un point des bords primitifs ou un point des 
bords nouveaux déterminés par le passage des ciseaux. 
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_ Ainsi, en prenant un feuillet circulaire percé d’un trou ( /ig. 19), 
on a une surface avec des bords formés de deux courbes dis- 
tinctes P et P’. Partons d’un point A ou A’ du bord P, nous pour- 
rons (fig. 21) tracer une coupure ACB ou une coupure ADE 


aboutissant en un autre point d’un bord; nous pourrons aussi 
tracer une coupure telle que A’FGH ou A’KLM venant se ter- 
miner sur elle-méme, c’est-a-dire sur un bord créé par le passage 
des ciseaux. 

Voici les effets produits par ces coupures : les coupures ACB, 
A'FGH, A’KLM découpent chacune le feuilleten deux morceaux 
distincts : de sorte que, une de ces coupures étant effectuée, le 
feuillet n’est plus connexe. L’effet de la coupure ADE est tout dif- 
férent. La surface est encore connexe aprés cette coupure, mais sa 
limite, qui était formée de deux courbes distinctes P et P’, est main- 
tenant formée d’une seule courbe continue qu’on peut parcourir 
complétement dun seul trait. Dans ce parcours, que nous suppo- 
sons effectué dans le sens positif, les deux bords de la coupure 
sont parcourus en sens contraire, comme le montrent les fléches 
indiquant le sens du parcours. Pour suivre ce parcours, il faut 
imaginer que la coupure ADE existe seule et que la coupure 
A’KLM west pas tracée (voir fig. 30). 

Nous verrons plus loin un grand nombre d’exemples de cou- 
pures : On remarquera que nous n’aurons jamais a tracer de cou- 
pures décomposant la surface en morceaux séparés, c’est-a-dire 


détruisant la connexion. 


51. La connexion d’une surface peut étre plus ou moins com- 
pliquée : on dit que la surface est @ connexion simple ou encore 
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est simplement connexe quand on peut, en déformant cette sur- 
face, supposée parfaitement élastique et indéchirable, la réduire a 
un feuillet plan limité par un contour simple ne se coupant pas. 
lui-méme, par exemple a un. feuillet rectangulaire, circulaire ou 
elliptique. La nature de la courbe limitant le feuillet plan final 
n’a aucune importance : l’essentiel est que cette courbe soit con- 
tinue et ne se coupe pas elle-méme. 

D’aprés cette définition, les bords dune surface quelconque 
simplement connexe se composent nécessairement dune seule ligne 
continue ne se coupant pas, puisque, aprés la déformation, les 
bords de la surface deviennent le contour simple du feuillet 
plan. Citons d’abord quelques exemples de surfaces simplement 
connexes. 


1° Une calotte sphérique. Cette surface peut évidemment étre 
déformée de fagon a devenir un feuillet circulaire, la circonfé- 
rence de base de la calotte devenant la circonférence du feuillet 


circulaire. 


2° Un ruban rectangulaire allonge se traversant lut-méme 
autant de fois quon le veut, & la maniére des deux feuillets 
Mune surface de Riemann (fig. 22). On suppose, bien entendu, 


Wig. 22. 


comme pour les deux feuillets d’une surface de Riemann se croi- . 
sant en une ligne de passage, que les différentes parties du ruban 
se traversent librement et que le long d’une ligne de passage, telle 
que ¢,é,, les deux nappes qui se croisent, et par conséquent les 
bords du ruban, n’ont aucun point commun. Le ruban peut alors 
s’étaler sur un plan et donner un rectangle : 11 constitue une sur- 
face simplement connexe. 


3° Domaine d’unpoint de ramification de la surface de 
Riemann a deux feuillets. Ce domaine a été représenté pré- 
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cédemment ( fig. 17) : on peut vérifier aisément qu'on peut, par 
déformation continue et sans déchirure, lappliquer sur une por- 
tion de plan a contour simple. Hl suffit de relever les bords du 
plan P, en pliant ce plan suivant une droite OA partant de O 
pour placer ces bords releyés dans le prolongement des surfaces 
de raccord des deux feuillets : on obtient ainsi la figure sui- 


(c) 


vante 23a; ensuile, on opére de méme pour le plan inférieur Py, 
ce qui donne la figure 23 6. 

On a ainsi comme les deux pages d’un liyre se traversant sui- 
vant la ligne L. Comme, par convention, ces deux pages n’ont 
aucun point commun sur L, on peut les ouvrir sans les déchirer; 
les deux feuillets se-trayersent librement et lon a finalement la 
figure plane 2 3c, limitée par un contour simple ne se coupant pas. 


4° Surfaces de’Riemann a deux feuillets avec deux points 
de ramification. Prenons les surfaces de Riemann sphériques a 
deux points de ramification considérées au début du Chapitre I et 
formées de deux feuillets sphériques intérieurs lun a Vautre et 
réunis le long d’une ligne de passage e, é, que l’on peut supposer 
formée par un are de grand cercle. Déformons le feuillet interne 
en son symétrique par rapport au plan du grand cercle e,e,. Dans 
cette déformation, les deux hémispheéres du feuillet interne doivent 
a un certain moment se pénétrer mutuellement, mais on admet 
que cela a lieu sans que la continuité de l’un ou de l'autre soit 
altérée et sans quil y ait connexion entre les deux surfaces qui se 
pénétrent ainsi, du moins sur les lignes de croisement qui se pro- 
duisent a Vintérieur de la sphére. La modification apportée au 
feuillet interne a pour conséquence que quand un point arrive sur 
la ligne e,e2, il ne la dépasse pas, mais reste du méme cété de 
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cette ligne, la surface s’étant repliée sur elle-méme le long de la 
ligne de croisement e,é2.On se représentera done la surface de 
la sphére comme ayant deux cotés qui. constituent deux parties 
distinctes de la surface de Riemann; on passe de Vintérieur a 
Yextérieur quand on arrive a l’are e,e. qui doit étre regardé 
comme un trou fait dans la sphére (fig. 24). On peut par défor- 


ae, , 
rigs 24. 


/ e. 


‘bp 


mation continue agrandir ce trou et le regarder comme limité par 
une courbe fermée, un cercle par exemple. La surface se compose 
alors des deux: cdtés d’une calotte sphérique; cette calotte peut 
étre déformée en un disque plan trés mince, le passage de la face 
supérieure a la face inférieure se faisant par le périmétre du disque. 
On peut encore dilater ce disque et le transformer en une sphére, 
ou plus généralement en une surface fermée simplement connexe, 
sans trou. 


52. Pour définir le sens positif du contour d'une surface sim- 
plement connexe, il faut distinguer lune de l’autre les deux faces 
de la surface. La surface est un feuillet analogue a une piéce 
d’étoffe avec un endroit et un envers. Faisons choix d’une face 
qui sera appelée l’endroit ou le cété positif de la surface, puis dé- 
formons la surface et appliquons-la sur un plan horizontal, l’en- 
droit étant au-dessus : alors le sens positif du contour du feuillet 
plan ainsi obtenu est le sens dans lequel se meut un observateur 
~debout sur le plan et décrivant le contour en ayant l’aire a sa 
gauche. 


A ce sens correspond, sur le contour de la surface primitive 
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simplement connexe, un sens déterminé qu’on appelle aussi sens 
posttif de ce contour. Ce sens est marqué par des fléches dans les 
exemples précédents, ot l’on a choisi comme endroit les faces 
suiyantes : pour le ruban de V’exemple 2° la face supérieure du 
bord S,; pour le domaine d’un point de ramification de l’exemple 3° 
la pare supérieure des plans P, et Ps; pour les surfaces sphériques 
de Riemann de l’exemple 4° l’extérieur de ces surfaces. 

Pour toutes les surfaces de Riemann dont nous nous occupe- 
rons par la suite, ’endroit ou cété positif de la surface sera la face 
extérieure des feuillets sphériques ou la face supérieure des feuil- 
lets plans supposés étalés sur un plan horizontal. 


53. IL est essentiel de remarquer que toute coupure faite 
dans une surface simplement connexe la découpe en deux mor- 
ceaux distincts. En effet, aprés la réduction de la surface a un 
feuillet plan a contour simple ( fig. 25), Loute coupure deviendra 


une coupure telle que pmq partant d’un point du bord pour re- 
venir en un point du bord ou pour se couper elle-méme; dans les 
deux cas, cette coupure sépare évidemment la surface en deux 
morceaux. Nous ne tracerons pas de coupures sur les surfaces 
simplement connexes. Les coupures que nous employons plus loin 


ont pour but de transformer des surfaces qui ne sont pas simple- 
ment-connexes en des surfaces simplement connexes. 
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Enlin une derniére propriété des surfaces simplement connexes 
est la suivante : Toute ligne fermée tracée sur une surface 
simplement connexe peut, par déformation continue sur la 
surface, étre rédutte a un point. Cela se voit immédiatement 
sur le feuillet plan a contour simple dans lequel on peut, par dé- 
formation continue, transformer la surface. Ainsi la ligne My, CM, 
peut étre réduite an point My ( fig. 26). 


54. Voici maintenant des exemples de surfaces non simplement 
connexes ou surfaces a connexion multiple : nous allons yoir 
que ces surfaces, parmi lesquelles se trouvent les surfaces de Rie- 
mann a deux feuillets et a plus de deux points de ramification, 
peuvent toujours, a Vaide de coupures convenablement tracées, 
étre rendues simplement connexes. 

1° Considérons d’abord un feuillet plan circulaire percé d’un 
trou { fig. 19, p. 100). Cette surface n’est pas simplement connexe ; 
on ne peut pas, par déformation continue, sans déchirer la cou- 
ronne comprise entre le trou et la circonférence, la réduire a un 
feuillet plan a contour simple. Actuellement le contour se com- 
pose de deux courbes distinctes : ce seul fait permet d’affirmer 
que la surface n’est pas simplement connexe. I] existe des lignes 
fermées M,MNM, (fig. 19, p. 100) tracées sur la surface, qui 
ne peuvent pas, par déformation continue sur la surface, étre ré- 


duites 4 un point : ce seul fait permettrait aussi d’affirmer que la 
connexion n’est pas simple. Mais dans cet exemple, a l'aide 
dune seule coupure, nous obtenons une surface simplement 
connexe. En effet, tragons la coupure AE allant d’un-point de la 
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circonférence 4 un point du bord du trou et ayant pour bords « 6 
et dy ( fig. 27) : nous obtenons une surface simplement connexe 
dont le contour parcouru dans le sens positif, a partir de P, est 
PaSQRoySTP : le sens de ce parcours est indiqué par des {léches ; 
on remarquera que les deux bords de la coupure AE sont parcou- 
rus en sens contraire. On raméne immédiatement a ce eas la 
surface formée par une sphére percée de deux trous : il suffit de 
tracer une coupure réunissant les deux trous. 

2° Prenons maintenant un feuillet circulaire avec des trous, 
trois par exemple. Il faudra tracer trois coupures pour rendre 
cette surface simplement connexe, comme le montre la fig. 28. 


Aprés le tracé de ces coupures, la surface est limitée par un con- 
tour stmple; si un mobile parcourt ce contour dans le sens positif, 
indiqué par les fléeches, les deux bords des coupures sont parcourus 
en sens contraires. On raméne tmmédiatement a ce cas une sur- 
face connexe, comme une sphére avec quatre trous, en tragant 
trois coupures réunissant un trou aux trois autres. 


55. Les deux exemples précédents nous montrent des surfaces 
non simplement connexes avec des bords fermés de plusieurs 
lignes entiérement séparées. Mais il existe également des surfaces 
dont les bords sont formés d’une seule ligne continue et qui cepen- 
dant ne sont pas simplement connexes. 

Considérons par exemple la surface d’un tore; cette surface 
étant fermée nous commencons par l’ouyrir en y pratiquant une 
petite ouverture f/ suivant un contour simple infiniment petit 
décrit autour d’un point de la surface et qui constituera le bord 
de la surface. Cette surface n’est pas simplement connexe, car il 
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existe sur elle des contours fermés, par exemple des paralléles ou 
des méridiens du tore, qu’on ne peut, par déformation contnue 
sur la surface, réduire a un point. On la rend simplement connexe 
a l'aide des deux coupures suivantes : 

Partons du bord du trou f et tragons une premiére coupure 
suivant un méridien du tore; la surface obtenue est encore connexe 
sans |’étre simplement, elle est, au point de yue de la connexion, 
identique 4 un tube ouvert aux deux bouts; car si l'on écarte lun 
de l'autre les deux bords de la coupure, on obtient une sorte de 
tube recourbé, que l’on peut ensuite déformer en un cylindre a 
bases circulaires, ou encore en une sphére percée de deux trous, 
ou en un feuillet circulaire plan percé d’un trou. : 

Comme nous l’avons dit, la surface obtenue par le tracé de cette 
coupure 6 suivant un méridien du tore n’ést pas simplement con- 


nexe, car la ligne fermée tracée suivant un autre méridien ne peut 
pas encore étre réduite a un point par déformation continue. 
Tracons alors une-nouvelle coupure allant @un bord a l’autre de 
la premtére coupure suivant un paralléle du tore; sur le cylindre a 
bases circulaires déduit par déformation continue de la premiére 
surface, cette nouvelle coupure sera figurée, par exemple, par une 
eénératrice rectiligne. 

Aprés le tracé des deux coupures a et b la surface est devenue 
simplement connexe. On peut en effet, par déformation continue, 
appliquer cette surface T’, ou Pune des surfaces dériyées, sur un 
feuillet plan 4 contour simple; on réalisera cette application pour 
le cylindre ouvert suivant une génératrice en le développant sur 
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un plan, de maniére a le transformer en un rectangle. Au mobile 
qui parcourt le contour de ce rectangle dans le sens positif (le cété 
positif du rectangle provenant de |’extérieur du cylindre), corres- 
pond sur le cylindre et par suite sur le tore découpé T’, un mobile 
parcourant le contour de cette surface, constitué par les deux 
bords des deux coupures, dans le sens positif. On voit que les 
deux bords de chaque coupure sont parcourus en sens contraire. 


56. Considérons maintenant une surface de Riemann sphérique 
a deux feuillets ayant 2p+ 2 points de ramification et par 
suite p-+-1 lignes de croisement. Nous pouvons d’abord, par 
déformation continue, faire coincider ces p +1 lignes avec p +1 
ares d'un méme grand cercle de la sphére. Nous appliquerons 
ensuite au feuillet interne le procédé de déformation déja décrit 
au paragraphe 51 pour lé cas de po; nous ferons donc subir a 
ce feuillet une déformation progressive de maniére a le remplacer 
par son symétrique, par rapport au plan du grand cercle qui ren- 
ferme les lignes de croisement. On sera alors ramené a une double 
surface sphérique ayant p +1 trous, et lon passe du cété externe 
au coté interne de cette surface par les périmétres de chacun des 
trous. En déformant la surface comme tout A l’heure on Ja trans- 
formera en un disque plan dont le contour extérieur proviendra 
du contour de l'un des trous et qui sera maintenant percé intérieu- 
rement de p trous. On peut, si lon veut, dilater ce disque et l’on 
a une surface, sorte de galette a p trous applicable sur la surface 
de Riemann primitive. 

Nous prendrons done comme schéma de notre surface de Rie- 
mann un disque plan percé de p trous, et nous allons rechercher 
un systéme de coupures, aussi simple que possible, qui la trans- 
forme en une aire simplement connexe. A cet effet considérons 
d'abord une surface sphérique percée de 7 trous, ou ce qui revient 
au méme un feuillet plan limité par n courbes simples enti¢rement 
distinctes. Soit O un point intérieur a cette surface autour duquel 
nous pratiquons une ouverture f infiniment petite; considérons 
un systéme.de n coupures joignant respectivement un point du 
bord de fa chacune des nr courbes limites de Vaire considérée; 11 
est clair que l’aire ainsi obtenue est maintenant simplement con- 
nexe, car elle est limitée par un contour unique et tout contour 
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fermé K tracé a l’intérieur de cette aire se réduit A un point par 
déformation continue; on le voit nettement-sur la figure 30 dans 
laquelle on an = 4. 


Figs 30. 


Revenons maintenant a notre disque a p trous; tracons sur la 
face supérieure du disque p lignes fermées ne se coupant pas 
elles mémes ni deux a deux et entourant respectivement une fois 
chacun des trous; dans la figure 31 on a supposé p= 3; 74, 72, 


v3 sont les contours apparents des trois trous et Q, @, G3 les trois 
contours fermés dont nous yenons de parler. Si l’on coupe la sur- 
face primitive T suivant a,, dy et dy, la surface T, ainsi obtenue 
est applicable sur une surface sphérique a 2p trous. Pour le voir 
clairement on peut supposer que Von ait, par une déformation 
continue, fait coincider les coupures @,, a2, @3, avec les contours 
apparents 71, y2, 73 des trois trous, dans ces conditions les faces 
_ supérieure et inférieure du disque ne sont plus reliées entre elles 
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que par le contour extérieur 7 de celui-ci; et l’on peut écarter l'un 
de Vautre les bords supérieur et inférieur de chacune des coupures, 
en les amenant de part et d’autre du plan de la figure, la surface 
ainsi obtenue pouvant étre dilatée et déformée en une aire sphé- 
rique a 2p trous, deux a deux symétriques par rapport a un erand 
cercle intérieur a cette aire situé dans le plan de Ja figure et qui 
provient de la déformation de 7. 

Pour transformer T, en une surface T’ simplement connexe i] 
suffit, comme nous yenons de le voir, de tracer un systéme de 
2p coupures b; et 6; joignant un poimt O de Ja surface aux deux 
hords des p coupures a;; nous choisirons ces coupures de maniére 
que b; et b; aboutissent en deux points infiniment voisins sur les 
deux hords de a;, et que b+ 6, constitue sur la surface initiale 
un contour fermé traversant a; en un seul point, traversant égale- 
ment en un point unique le contour apparent extérieur 7 du disque 
et le contour apparent 7;, mais sans point commun avec les autres 
contours 7j; On peut dire.en abrégé que b; passe a travers le seul 
trou 7;. L’ensemble des deux coupures a; et b; qui se croisent au 
point ¢; constitue ce qu’on appelle généralement une rétrosection 
de la surface T; cette rétrosection donne lieu pour la surface 
coupée T’ a un contour limite obtenu en suivant : 1° Pun des 
bords de la coupure @;; 2° Pun des bords de la coupure b;; puis 
dans le sens inverse : 3° le second bord de a;; 4° le second bord 
de 6;. Rien n’empéche de supposer que le point e; coincide avec le 
point O; s'il en est ainsi pour ¢—1, 2, 3, .... p.te contour total 


Fig. ot bis, 


de la surface ‘I’ est formé des p rétrosections (a;, b;) parcourues 
en entier ’une aprés l’autre. Nous dirons que ce systéme est un 
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systéme canonique de rétrosections ; la figure 31, bis représente 
un systéme de cv genre; les parties des lignes 6; situées dans la 
face inférieure du disque sont représentées en traits ponctués. 
Ce choix de rétrosections n’a rien d’essentiel; on peut supposer 
que les points ¢; sont distincts du point O; rien n’oblige d’ailleurs 
a faire passer les coupures 6; par un méme point O de la surface ; 
supposons par exemple que les rétrosections (a,, 0,), (@2, 62), 
(a3, 63) solent sans point commun deux a deux. Nous devons alors 
pour obtenir une surface simplement connexc, ajouter a ce systéme 
de rétrosections deux coupures auxiliaires, la premiére reliant b, 
a by, et la seconde 6, a 63; on verra sans peine que la surface T’ 
ainsi obtenue est simplement connexe; l’ordre de succession des 
divers ares des rétrosections lorsqu’on décrit d’une maniére con- 
tinue le contour total de T’ est seulement plus compliqué, mais 
facile a trouver par inspection d’une figure. En résumé il est 
possible, par un choix convenable de coupures, de transformer en 
une aire simplement connexe une surface de Riemann a deux 
feuillets et 2 +2 points de ramification. 


57. Il est essentiel de savoir figurer sur la surface de Riemann 
primitive a feuillets plans superposés les coupures qui la trans- 
forment en une aire simplement connexe. Supposons tracé sur 
le disque plan considéré au paragraphe précédent le systéme 
canonique de rétrosections (a;, b;); le contour a; situé sur la face 
supérieure et entourant une fois le trou y; va devenir, en revenant 
ala surface initiale, un contour tracé sur le feuillet supérieur et 
entourant une fois la ligne de croisement @; qui a donné naissance 
au trou 7; dans le processus de déformation décrit au début du 
paragraphe 56; ce contour se réduit par déformation continue a 
la ligne de croisement supposée déerite successivement sur les 
deux feuillets de la surface : on doit se rappeler que les deux 
feuillets sont regardés comme étant entiérement distincts le long 
de cette ligne de croisement, sauf aux deux extrémités qui sont 
les deux points de ramification ey;,, et e:;. Sur la figure 32 les 
contours @,, @, @; sont done figurés en traits ples, entourant 
respectivement les points e€, et ey, @3 et @,, es et eg. Le contour 0; 
tracé sur le disque et qui traverse une fois chacun des deux con- 
tours 7; el y, deviendra un contour traversant une fois chacune 
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des lignes de croisement é2;,; 9; Cl €2pi1€apy2, Cette derniére 
étant supposée correspondre au contour apparent, extérieur y du 
disque; nous obtiendrons done sur la surface de Riemann primi- 
tive une ligne entourant une fois l’un des deux points @2;_,, @2; et 
Pun des deux points @yp44, @2p42}; elle est divisée par les deux 
lignes de croisement en deux arcs appartenant respectivement a 


chacun des feuillets. Sur la figure 32 on a indiqué par des fléches 
le sens de parcours des deux bords de chaque coupure quand on 
décrit dans le sens positif, c’est-a-dire en laissant la surface de 
Riemann a sa gauche, le contour total de la surface coupée T’. Le 
bord positif + pour les coupures a,, @2, a; est le bord externe; 
le bord positif de 6; est celui qu/il faut suivre pour aller du bord 
positif au bord négatif de a; en marchant dans le sens positif; 
l’ordre de succession des divers bords est donc le suiyant : 


Ch ORs Cs Ob OR i Oa Oe Or. 


Dans le cas de la figure le bord positif est le bord interne pour b, 
et bz, le bord externe pour b;. 

Dans la figure 33 nous avons représenté un systéme.de trois 
rétrosections (a,, 6,), (a2, b2), (ay, 63), wacé une surface de 
Riemann a deux feuillets et huit points de ramification comme 
dans la figure précédente, mais n’ayant cette fois aucun point 
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commun; on rend la surface simplement connexe en adjoignant a 
ces rétrosections les deux coupures auxiliaires : c, qui unit , 
a by et cp qui unit b, a by. On vérifie que cette surface est a con- = 
nexion simple en remarquant d’abord que la surface a six contours 


distincts obtenue par le tracé des trois coupures a), dz, a3 est 
applicable sur une surface plane ou sphérique, comme nous 
Pavons fait voir précédemment, et qu’ensuite aprés le tracé des 
coupures 6 et ¢ la surface n’a plus qu’un seul bord pouvant étre 
décrit d’un trait continu; le sens de parcours du contour total est 
indiqué sur la figure par des fléches; pour plus de clarté on a 
donné une épaisseur finie aux diverses coupures; les bords positifs 
et négatifs des coupures a; et b; sont toujours définis de la méme 
maniére ; actuellement le bord posit est le bord interne pour 6, 
et b;, le bord externe pour by. 

Au lieu de réunir 6, ab, et by a b; par des coupures auxiliaires, 
on pourrait réunir @, a a, el a, a dz; on obtiendrait encore une 
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aire simplement connexe : en effet le contour total ainsi obtenu 
peut encore étre décrit d’un trait continu et cela suffit pour que la 
surface soit simplement connexe puisque aprés le tracé des cou- 
pures @, a2, a; elle est déja, comme nous l’ayons vu, applicable 
sur un feuillet simple, plan ou sphérique. 

Nous sayons donc de bien des maniéres construire un systéme K 
de coupures qui transforme une surface de Riemann a deux 
feuillets et de genre quelconque en une surface a connexion 
simple; il est aisé de voir qu’il existe une infinité de contours K 
répondant a la question, méme si l’on ne regarde pas comme 
distincts deux contours qui se raménent l'un a lautre par une 
déformation continue. On peut par exemple remplacer la cou- 
pure 6, par une autre tournant toujours une seule fois autour du 
point @yp4, OU @sp42, Mais tournant N fois autour de e, et N-+-1 
fois autour de e,, N étant un entier quelconque; on peut toujours 
trouver un tel contour qui forme avec a, une rétrosection; c’est ce 
qu’indique la figure 34 of l’on a N= 9; en faisant varier N, les 


Fig. 34. 


coupures autres que / restant invariables, on a une infinité de 
systémes K irréductibles les uns aux autres. 


58. Il est essentiel de remarquer que tout contour fermé tracé 
sur la surface de Riemann peut étre réduit, par une déformation 
continue, a coincider avec un chemin formé de un ou de plusieurs 
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contours a; et 6, et d’arcs parcourus deux fois dans des sens 
différents. Nous ferons cette démonstration pour la surface trans- 
formée en un disque a p trous. Remarquons d’abord qu’un con- 
tour tel que C (fig. 35) qui passe a travers les trous y; et 72 se 


Fig. 35. 


raméne par une déformation continue aux contours 0, et by par- 
courus dans des sens conyenables. Il suffit de déformer la partie 
de C située sur la face supérieure du disque de maniére quelle 
touche au point p le contour externe 7 du disque, sans le tra- 
verser, et de répéter la méme opération pour la partie de C située 
sur la face inférieure; C est alors remplacé par la somme des deux 
contours fermés pmagp et pnG&rp, cest-a-dire d’un contour 0, et 
@un contour 6, parcourus dans le sens indiqué par les fléches. En 
second heu tout contour fermé tracé sur la face supérieure du 


disque se raméne a une somme de contours a, Ga) oct CARED 
ajoutant a ce contour des transversales parcourues deux fois en 
sens contraires on pourra le transformer en contours partiels 
entourant une fois un seul des trous y; (fig. 36). Enfin pour un 
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circuit quelconque on considérera deux points de rencontre consé - 
cutifs de ce contour avec une des lignes 7, 7,, 72, 73,,.-+- On peut 
associer a cette partie du contour C une ligne sur l'autre cété de 
la surface formant avec elle un contour passant 4 travers un ou 
plusieurs trous, en ajoutant une ligne parcourue en sens contraire ; 
on pourra donc remplacer tout arc de C situé sur la face infé- 
rieure du disque par un arc situé sur la face supérieure, moyen- 
nant Vaddition d’un contour réductible aux contours a; et b,. 
Par un nombre fini d’opérations de ce genre on pourra donc 
transformer C en un contour appartenant tout entier a la face 
supérieure et réductible par conséquent aux contours @;. Finale- 
ment on aura ramené le contour primitif dune suite de contours @; 
et b;, Vaddition des arcs parcourus deux fois en sens contraire 
pouvant étre regardée comme le résultat d'une déformation con- 
tmue. 


59. Théoreme de Cauchy sur une surface de Riemann. — Ce 
théoréme résulte immédiatement des définitions posées dans le 
Chapitre I. Soit f(z, w) une fonction du point analytique (z, 1), 
uniforme dans le domaine d’un point (z,, w,) de la surface 
de Riemann. Supposons que cette fonction soit réguliére au 
point (z,, u,), ou admette ce point pour point singulier isolé 
on peut toujours prendre le domaine 0 du point (3;, w,) assez 
peut pour que, dans ce domaine, il n’y ait pas de point singulier 
placé autre part qu’en (z,, u,). Alors Vintégrale f f(s, u) ds, 
prise dans le sens positif sur le contour du domaine 0, est égale 
a ancR,, R, étant le résidu relatif au point (3,, w,); et cela est 
vrai que le point (z,, w,) soit un point ordinaire de la surface a 
distance finie ou infinie, ou un point de ramification a distance 
finie ou infinite. 

Considérons maintenant sur la surface de Riemann une aire S 
finie ou infinie, simplement connexe, limitée par une courbe C 
formée nécessairement d’un seul trait et représentée sur la sphére 
par une aire finie simplement connexe &, limitée par une courbe L. 
Soit f(z, w) une fonction du point analytique (s, w), uniforme 
dans Vaire S, finie sur le contour ‘CU, n’admettant dans Vaire 5 
d’autres singularités que des points réguliers isolés, nécessaire- 
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ment en nombre fini. L’intégrale 


[7G uw) dz, 
JC 


prise sur le contour C dans le sens positif, est égale a. 


970(R,+ Ra--...4e Rp), 

R,, Ro, ..., Ry, désignant les résidus relatifs 4 tous les points sin- 
guliers situés sur 5 et aux points alinfini si Paire S est infinie. 
Pour démontrer ce théoréme, découpons par des courbes trans- 
versales, en nombre quelconque, l’aire sphérique & en parties c,, 
Tx, +++, Fm assez petites pour que dans chacune d’elles il y ait au 
plus un point singulier ou un poimt de ramification. Comme a 
chaque point de la surface sphérique de Riemann correspond un 
point de la surface plane de Riemann et réciproquement, a cette 
division de laire sphérique % correspondra une division de l’aire 
plane S en parties 51, Sa, ..-, 5m dont chacune contiendra au plus 
un point singulier ou un point de ramification. L’intégrale 
J f(%, w) ds, prise sur le contour total CdeS, est égale ala somme 
des valeurs de cette intégrale prises dans le sens positif sur les 
contours. G5, Ga,:..~, Gy, des aires sjyes3,0- 4) Sn, Cb Loma 


a) 


ie (Cy) fs fy ll) ee pene u) dz + [yr g, mdse. ff, u).dz. 
: Je, : 


mgs “C4 


Cn 


Cette formule est évidente, car, dans les intégrales du second 
membre, les cotés contigus des aires s;, S:, ..., Sm Sont parcourus 
chacun deux fois en sens contraires, et les portions correspon- 
dantes des intégrales se détruisent : il ne reste donc que les por- 
tions de ces intégrales relatives aux partes du contour primitif C 
qui ne figurent chacune qu’une fois dans la somme et dont 
ensemble constitue Vintégrale du premier membre. Mais, dans 
l’équation (1) chaque intégrale du second membre est prise sur le 
contour d’un domaine assez petit pour ne contenir qu’un point 
singulier ou-un point de ramification au plus : chacune de ces 
intégrales est égale 4 2m¢ multiplié par le résidu relatif au seul 
point singulier qui peut étre situé dans Paire correspondante, et 
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Von a bien la relation fondamentale 


(2) { fi, u)ds =27ni(Ry+R.+...+ Ry), 
JC 


quelle que soit la forme de Vaire simplement connexe. 

Le méme théoréme serait encore vrai, si Vaire considérée S 
n’était pas simplement connexe et était limitée par une ou plu- 
sieurs courbes dont l’ensemble formerait le contour C. La dé- 
monstration est la méme. 


60. Voici une importante conséquence de cette formule, ne 
s'appliquant qu’au cas ot 5S est simplement connexe. Supposons 
que, dans laire Sj; les résidus soient ¢ous nuls; Vintégrale 
ci-dessus est nulle. Considérons alors dans l’aire S deux points 
analytiques P, et P de coordonnées (Zo, Uo, et (4, w), et deux che- 
mins P)MP, P)NP joignant ces deux points. Les valeurs de linté- 


(3.02) 
grale of f(s, u)dz, prises le long de ces. deux chemins, 
{Zontto 


sont égales. En effet, supposons d’abord que ces chemins ne se 
coupent pas; la courbe fermée Py» MPNP,, formée par ces deux 
chemins placés bout a bout, est une courbe fermée tracée sur une 
surface simplement connexe 5; elle détache donc de cette surface 
une portion S,, également simplement connexe. C’est ce qui ré- 
sulte de ce que nous avons yu (n®* 50, 53) pour les surfaces 
simplement connexes. Rappelons-en rapidement la raison. La sur- 
face S peut, par déformation continue, étre transformée en une 


See ees: 
Fig. 37. 


surface formée d’un feuillet plan s a contour simple c; dans cette 
déformation, les points Py, P et les chemins Py MP, P,)NP de- 
viennent (fig. 37) Po. Ps Pomp, Poup- Ces nouveaux chemins, 
placés bout a bout, ppmpnpo, forment un contour simple ne se 
coupant pas, limitant une aire s,, simplement connexe, située 
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dans s : donc, sur la portion de surface de Riemann S, la courbe 
P)MPNP, limite une aire S, simplement connexe située tout en- 
tiére dans S. 

Comme, par hypothése, lés résidus de f(s, w) dans S sont tous 
nuls, cette fonction est uniforme dans S, et elle y a aussi tous 
ses résidus nuls : Vintégrale f f(s, w)dz, prise sur le contour 
P, MPNP, de S,, est done nulle. Or la premiére partie de cette 
intégrale, le long de Py MP, est 


af if (Zya tier 
PMP 


et la deuxiéme, le long de PNP», est 


ie if Tire rokae 
o/P NP 
la somme de ces deux intégrales étant nulle, on voit que la valeur 
de Vintégrale f f(s, w) ds, du point Py au point P, est indépen- 
dante de la courbe \e long de laquelle on la prend, pourvu que 
cette courbe soit située sur 9. 

Nous avons supposé que les chemins PyMP et PyNP ne se 
coupent pas; s’ils se rencontraient en un certain nombre de 
points analytiques, il n’y aurait qu’a les comparer a un chemin 
ayant les mémes extrémités ct ne rencontrant aucun d’eux; et la 
conclusion serait la méme. 

En résumé, l’intégrale 

(2,0) 
Wess — I(2, ujdz 
(Zp; Uo) 
a une valeur unique, quel que soit le chemin suivi sur S entre les 
deux points limites. Laissant le poimt P)(z)u,) fixe et .faisant 
varier le point P(z, w), on voit que cette intégrale définit une 
fonction du point analytique (z, uw), F(s, uw), uniforme dans 
Vaire S, Comme f est supposé n’avoir dans S que des points sin- 
guliers isolés a réstdus nuls, f(s, w) n’aura que des points sin- 
guliers isolés dans la méme aire S. 


61. Le cas le plus important et en méme temps jle plus simple 
est le cas ot Paire S se compose de toute la surface de Riemann 
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simplement connexe T’, dont le contour C est formé par l’en- 
semble des coupures ax, bx et c, précédemment tracées. La fone- 
tion f(z, wv) est alors supposée uniforme sur toute la surface T’ 
et ne possede que des points singuliers isolés. Dans ces conditions, 


fr, u) dz, 
wv te 


prise sur le contour de la surface T’ dans le sens positif, est égale 


Pinté erale 


au produit de 272 par la somme de tous les résidus de /. Dans 
cette intégration, les bords opposés d’une méme coupure sont 
parcourus en sens contraire. 


Exemple. — Si la fonction f(z, «), satisfaisant aux condi- 
tions précédentes, est uniforme, non seulement sur la surface T', 
rendue simplement connexe par les coupures a, b, c, mais 
ausst sur la surface primitive de Riemann TV non découpée, la 
somme des résidus de cette fonction, sur toute la surface de 
Riemann (y compris l’infini), est nulle. Dire que f est uniforme 
sur la surface primitive T de Riemann, c’est admettre qu’elle ne 
change pas de valeur quand on franchit une coupure ou quelle 


prend les mémes valeurs sur les bords opposés de chaque cou- 


[fe u) dz 


est évidemment nulle, car les deux bords d’une méme coupure 


pure. Alors Vintégrale 


étant parcourus en sens contraire et la fonction f prenant les 
mémes valeurs sur les deux bords d’une coupure, les éléments de 
Yintégrale provenant des bords opposés de chaque coupure se 
détruisent deux a deux. La somme des résidus est done nulle. 
Ce théoréme s’applique en particulier 4 une fonction ration- 
nelle de z et uw; nous l’ayons démontré autrement dans le Cha- 
pitre I. 


62. Supposons maintenant que l’aire simplement connexe 5 
embrasse toute la surface de Riemann T’, et que, de plus, tous 
les résidus de f(z, uw) sotent nuls. Dans ces conditions, si l’on 
prend sur la surface deux points analytiques, Po(39, Uo) et 
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P(z, w), Vintégrale 


ra) 


,U) 
E (2, 1) = FT (&, tu) dz, 

(2, ty) 
prise de P, en P le long d’une ligne queleonque tracee sur la 
surface I’, cest-a-dire ne franchissant pas le contour de cette 
surface constitué par Vensemble des coupures, a une valeur indé- 
pendante du chemin suiyi (n°? 60). La limite inférieure étant 
regardée comme fixe, cette intégrale est donc une fonction unt- 
forme de sa limite supérieure (2, w), F(z, w) sur la surface de 
Riemann T’. Cette fonction (sz, w) n’a d’ailleurs pas d’autres 
points singuliers que les points singuliers de f(z, w), car, dans le 
voisinage de tout point ot /(s,a) est réguliére, il en est de 
meme de F (zs, w), sauf peut-étre pour le point 4 Vinfini. 

Si Pon suppose que f(z, w) est une fonction rationnelle de z 
et u avec des résidus nuls, (sz, w) est une intégrale abélienne 
composée avee des intégrales queleonques de premiere et de 
deuxteme espece. Done une somme dintégrales de premiére et 
de deuxiéme espéce, ayant méme limite supérieure (z, w), est une 
fonction uniforme de(z, w) sur la surface de Riemann simplement 


connexe T- 


63. Nous supposerons dans ce qui suit que /(z, w) représente 
une fonction rationnelle de = et de w avse des résidus tous nuls. 


(3, 1) 
EVs atiyee= e 13.) dz 


- u“ 


L’intégrale 


bsryy My! 


est alors, comme nous venons de le yor, une somme dintégrales 
abéliennes de premiére et de deuxiéme espéce; c'est une fonction ~ 
uniforme de (s, w) sur la surface coupée T’; la fonction ration- 
nelle f(s, uw) est une fonction uniforme méme sur la surface T 
sans coupure de sorte que /(s, w) prend les mémes valeurs sur les 
deux bords opposés d’une’méme coupure, car l’éparsscur d’une 
coupure est toujours supposée infiniment petite. 

Voyons quelles relations il y a entre les deux valeurs de F(<, w) 
aux deux bords opposés d’une coupure. Nous supposerons pour 
plus de simplicité que nous ayons adopté le systéme canonique 
de rétrosections (ax, 6) passant toutes par un méme point de 
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la surface T. Prenons d’abord la coupure @, : soient ) un point 
du bord positif (extérieur), ¢ le point opposé a 2 sur le bord 
négatif, 2 et 6 les deux points oti le bord positif de b, rencontre 
les deux bords de a,; il est convenu que les bords des diverses 
coupures se succédent dans l’ordre 


a, 0, a, by <  wapbopapnb, 


quand on décrit dans le sens positif le contour de T’. La valeur de 
Pintégrale F(z, w) étant indépendante du chemin d’intégration, 
pour avoir la valeur de F(z, w) au point / nous pouvons aller de P, 
en a, puis de zen 2 le long du bord posiiif de la coupure; alors 


h 
F(i,) = F(a) + ie f(s, u) dz. 
baa 4 


De méme pour avoit la valeur de F(s, w) en 9, allons de Py, 
en 6, puis de 8 en 9 le long du bord négatif 


ii(o) = F(a) +f Wie. W)dz. 
3 


; ks 
Mais les deux intégrales el / sont égales, car « différe infi- 
mr erg 


niment peu de 6 et 2 de po, les deux chemins d’intégration sont 
infiniment yoisins; enfin la fraction rationnelle prend les mémes 
valeurs aux deux bords de la coupure. Les intégrales sont donc 
identiques et par suite 


F(X.) — Fe) = F(a) = F(%). 


Comme / et p sont deux points queleconques en face l'un de autre 
sur la coupure %,, la différence F(A) — F(p) est constante le long 
de cette coupure; cette différence constante A, s’appelle le module 
de périodicité de Vintégrale F(z, uw) relatif a @,. Pour calculer 
effectivement cette constante A, remarquons que, l(a) étant la 
valeur de Vintégrale en & prise suivant le chemin figuré Py 2, pour 
avoir F(8) il suffit d’ajouter a F(a) Pintégrale prise de % en 3 
suivant le bord positif de 6,. Done la différence F(a) — F(8) est 
égale A cette méme intégrale prise de 6 en & sur le bord positif 
de 6, parcouru dans le sens négatif (en laissant T’ a droite). A, est 
done égal 4 Vintégrale prise suivant une courbe fermée entourant 
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les deux points de ramification e et @yp,, et se transportant en b, 
par déformation continue, sans traverser aucun point de ramifica- 
tion; en effet, dans l’aire comprise entre deux courbes de ce genre, 
/(%, w) est une fonction uniforme et méromorphe dont tous les 


résidus sont nuls. 


Fig. 38. 


Un raisonnement tout a fait pareil a celui qui précéde nous 
donnera la valeur de la différence, constante le long de la cou- 
pure 6,, des valeurs de Vintégrale en deux points opposés sur 
cette derniére coupure; on remarquera que lon passe du bord +- 
au bord — de 6, en suivant le bord — de a,. Si 2’ et 0! sont deux 
points en face Pun de l'autre appartenant respectivement aux bords 


+ et — de b,, ona 


8 
t 
Byp= F(A) — Fo) = FCB) — Fy) = f f(z, ul dz, 


cette derniére intégrale étant prise en parcourant le bord interne 
de a, de maniére a laisser T’ a droite (sens négauif), ou ce qui 
revient au méme le bord externe de a, en laissant T’ a gauche 
(sens positif). On peut d’ailleurs prendre pour contour d’inté- 
gration une courbe fermée quelconque entourant une fois seule- 
ment chacun des points €, ct és, a l’exclusion des autres points de 
ramification, cette courbe étant tracée par exemple dans le feuillet 
supérieur, On obtient des résultats analogues relativement aux 2p 
rétrosections. L’intégrale F(z, w), qui est l’intégrale la plus géné- 
rale composée d’intégrales de premiére et de seconde espéce, a 


nr 
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done 2p modules de périodicité 


Ay! Dees Ap; 


3,Bay +B, 


relatifs aux coupures «, et bx. Cette intégrale, uniforme sur la sur- 
face T’, cesse de l’étre si l'on stpprime les coupures, c’est-a-dire si 
Pon permet au point (z, w) de franchir ces coupures; sa détermi- 
nation la plus générale est alors de la forme 


F(z, w) + mA, +...+ mpAp+ n, By +...+ 2p Bz, 


les mj, n; étant des entiers quelconques négatifs, positifs ou nuls. 
En effet tout contour fermé sur la surface de Riemann se rameéne, 
comme nous l’ayons vu, par une déformation continue a une suite 
de contours fermés aj et by qui peuvent étre supposés parcourus 
successivement et en entier; on parvient a une suite de contours de 
cetie nature en ajoutant au contour initial des portions formées 
@un are parcouru dans un certain sens, puis du méme are par- 
couru en sens contraire, ce qui est évidemment sans influence sur 
la valeur finale de Vintégrale. La valeur de lintégrale prise suivant 
un contour fermé quelconque est done une combinaison linéaire et 
homogéne a coefficients entiers des 2p modules de périodicité, ce 
qui revient a dire que les diverses valeurs de l’intégrale 
a SM 


Ts, uw) ds 


“50; Mo 


se déduisent de l’une d’entre elles, F(s, w), par la formule que 
nous venons d’indiquer. 

Si nous ayions employé un systéme de rétrosections reliées deux 
a deux par des coupures auxiliaires cx, nous aurions eu a consi- 
dérer les modules de périodicité relatifs aux c,;, mais il résulte 
aisément de ce qui précéde que ces quantités sont toutes nulles. 


64. Dans tout ce qui suit, nous étudicrons Vintégrale F(s, w) 
sur la surface de Riemann simplement connexe T’ : I'(z, uw) est 
alors une fonction uniforme de (z, w) avec 2p modules de pério- 
dicité. En particulier, toute intégrale abélienne de premiére 
ou de seconde espéce admet ainsi 2p modules de périodicité. 
Nous allons étudier séparément ces deux sortes d’intégrales; 
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mais auparayant nous traiterons un exemple, en appliquant ce qui 
précéde aux intégrales elliptiques de premiére et de seconde 
espece. 

Considérons la relation algébrique 


u2 = (1— 32) (1— k2 32), 


ou & est une quantité imaginaire quelconque. Nous avons actuel- 


a ‘ Be. ° I [ 
lement quatre pomts de ramification +1, —1, “roe pies: 
t 


( fig. 39). Nous conviendrons que, dans le feuillet supérieur, on ait 


pour s=0, u=1, et que les deux feuillets se raccordent le long 


des lignes de passage suivantes : la ligne droite L joignant les points 
1 


. ets . I 
+1, —1, et la ligne courbe L’ joignant les points + 7, — 7: 
= L & 
La coupure a@ entoure entiérement les deux points +1 et —1 
dans le feuillet supérieur; la coupure b part du point yd du bord 
externe de a, traverse L’, tourne dans le feuillet inférieur autour 


I 5 Fi 
des points + 7 el +1, traverse la ligne de passage L et revient 
r . 


aboulir au point 2% en face de yd. Nous supposerons le point O, 
(0, 1) placé sur le bord positif de cette coupure a. Ici p= 1. 
Il y a deux modules de périodicité pour chaque intégrale de pre- 
miére ou de seconde espéce correspondant a la relation algébrique 
considérée, c’est-a-dire pour chaque intégrale elliptique de pre- 


CONNEXION DES SURFACES A DEUX FEUILLETS. 127 


miére ou de seconde espéce F(z, w= f(s, u)dz, f étant 


rauonnel. Soient A et B ces deux modules de périodicité le long 
des coupures a et 6, dont les bords positifs sont marqués des 
signes +. Ona 
B= PCy ys= F (6)s 

B est done l’intégrale elliptique considérée, prise de 0 en 7 le long 
du bord externe de a, ou plus généralement prise dans le sens 
négatif sur une courbe fermée quelconque entourant les deux 
points +1 et —1 dans le feuillet supérieur. On peut, en particu- 
lier, réduire cette courbe a une ligne C infiniment peu differente 
de la droite —1+1, ou a cette droite eclle-méme parcourue de 
—ien +1 dans le feuillet supérieur, puis de -+-1 4-—1 dans le 
feuillet inférieur. 

La période A étant’ égale 4 F(8) — F(7) est égale a Vintégrale 
prise de 7 en @ le long du bord externe de la coupure b, et, par 
conséquent, a Vintégrale prise dans le sens négatif sur une courbe 


; : I 
fermée quelconque entourant les deux points +-1 et +- z? et, en 
particulier, le long dune courbe fermée infiniment voisine du 


; [ Est ae 
segment de droite +-1-+- 7 parcouru de 1a Z dans le feuillet 
© ‘3 


supérieur, de za dans le feuillet inférieur. 
i% 
Prenons, par exemple, l’intégrale de premiére espéce 


ace 


Wiz, 20) == . 


bee 1S | 


Appelons, avec Jacobi, K et 7K’ les deux intégrales 


' dz ae Roz 
ees ——9 Ha WS = 
oe ul ale u 


prises dans le feuillet supérieur, la premiére suivant le segment 


I 


rectiligne de 0 41, la deuxiéme suivant le segment 1 a 7, Uintégrale 


dz : , : spi : 
[= prise de —1 a +-1 dans le feuillet supérieur, est égale 


4 2K; si on la prenait de —1 a +1 dans le feuillet inférieur, elle 
serail — 2K, car les valeurs de w seraient égales et de signe con- 
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traires aux précédentes : donc la méme intégrale prise de +-1 
a —1 dans le feuillet inférieur est 2K et la période B le long de b 
est 4K. De méme, la période A le long de a est 21K’, car Vinté- 


Ty. . . SEY PRD 3 : 5 <a 
grale de 7 a 1, dans le feuillet inférieur, égale Vintégrale de 1 a Z 
CO) ‘ ‘ u 
dans le feuillet supérieur. 
Prenons encore l’intégrale appelée par Legendre intégrale de 
seconde espeéce, 


qui est partout finie a distance finie. Pour des valeurs trés grandes 
de <, ona, dans l’un des feuillets, 


Beli aA 
5? I I 2 I 2 I I I I 


Dans le domaine du point oo dans l'un des feuillets, Z(z, w) est 
done de la forme 


r 4 = I I 
Z(s, w)=C+ i—yl+p) 


ale 


Dans le domaine du point o, dans l’autre feuillet, on aurait un 
développement de méme forme, obtenu en changeant la valeur de 
la constante et le signe de tous les coefficients. L’intégrale Z(z, w) 
est donc bien de seconde espéce d’aprés nos dénominations; elle 
a pour pdles simples les deux points a Vinfini dans les deux feurl- 


lets. Si Ton pose avec Legendre 
- ; 


shee) ui ke2s = 

st dz : a2 dz 

J — ip ; tJ’ = [ ? 
lt ut 


vy ay 


les intégrales étant rectilignes dans le feuillet supérieur, on voit, 
comme plus haut, que les modules de périodicité de Vintégrale Z, 
le long des coupures a et , sont 


Biss fy anes ade 
Remarque. — La courbe C est composée dune suite de deux 


val ce I A ’ 
lacets; la courbe C’ entourantles points 1 et 7 peut étre remplacée 
, 


aussi par deux lacets partant de O et entourant successivement 
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: I ; E a 

les points 1 et 72 comme on la montré dans la figure 53 pour la 

courbe C’ entourant les points e, et e, de cette figure. 


65. Si F(z, w) et F’(s, w) désignent deux intégrales abéliennes 
composées comme les précédentes a l’aide d’intégrales de pre- 
miére et de seconde espéce, la valeur de l’intégrale 


J Se LENCE O(-SRATE ) 
4 


prise dans le sens positif sur le contour de la surface T’ de Rie- 
mann, a une forme remarquable. Le contour de la surface T’ est 
formé par l'ensemble des bords des coupures. Appelons Ax, By les 
modules de périodicité de lintégrale F, A, et B’ ceux de F' le 
long des coupures ax et.b,;; nous allons démontrer que l’inté- 
grale | a pour valeur 


heoA, By Bike AS Bs Be A® 4 yA, BE BAS. 


En effet, évaluons, dans l’intégrale I, les éléments provenant des 
deux bords des différentes coupures. Prenons d’abord la cou- 
pure a,, A un point du bord positif, p le point situé en face sur le 
bord négatif. Dans la somme d’éléments I, la partie provenant du 


bord positif de la coupure a; est (fig. 38) 


a 
is F(.)d F’(A), 


e 4 


F(A) et F(A) désignant les valeurs de F et F’ au point A, car le 
point A se déplace de 6 4; la partie provenant du bord négatif 
est de méme 


f ¥(e)4F'(p), 


f- 
e 
P 


car, lorsque z parcourt le systéme des coupures, sur le bord négatif 
il se déplace de 6 en y dans le sens indiqué par la fléche. La somme 
de ces deux intégrales est, en intervertissant les limites delaseconde, 


nd B 
/ F(2)d E(x) — f F(p) dF’(e). 
J8 


Uy 
' 
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Maintenant, comme Ja coupure a une largeur infiniment petite, 
pour faire varier ?, de 0 a, il suffitde faire varier p qui est en face 
de y 46; ona de plus 

I’ (A) = F’(e) + At, 
FOQ)=F (p)+ Ay, 
dF’ O.)=dF'(p): 


donc la somme ci-dessus devient 


8 3 
f{ (Fe) + 1a) — fo Fie) LF Ge); 


if 


c’est-a-dire, en réduisant, 
Af aFXe) = MFCR) — FPL: 


Mais cette dermiére différence F/(6) — F’(y) est la différence 
des valeurs de F’ aux bords positif et négatif de b,; c’est done Bi, 
et la somme des deux intégrales est A, Bi. 

Cherchons de méme, dans la somme des éléments I, ceux qui 
proviennent des deux bords de la coupure 6, : nous allons 
trouver — B, A’. En effet, appelons encore A et p les deux points 
opposés sur les deux bords de 6,, nous aurons, comme pré- 
cédemment, les intégrales 


fs rO)drO)— f F (0) d F’(e), 
e a ev 


sur les deux bords de 6,. Or 


F(A) =F (6) + Bi, 
F(X) = F'(9) + Bi, 
dE'(k) =a); 


et pour faire varier p de ¢ ay il suffit de faire varier A, qui est en 
face, de « 46. La somme des deux intégrales est done 


8 8 

a Fa)drO)— f [F(A)— B,] d F’(a), 
(oA “a 

c’est-a-dire 


B 


a d¥’O)=B FCS) — F(a]. 
od 
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La différence F’(~) —F’(6) est égale 4 A’, car & est sur le 
bord positif, 6 sur le bord négatif de a,; donc l’expression ci- 


dessus est 
— B, A‘; 


en résumé, la partie de l’intégrale 1, provenant des bords des deux 
coupures a et b,, est 


De méme, la partie provenant des hords des coupures a2, by est 


Bie BoA 


et ainsi de suite. . 
Done, enfin, I est égal a 


ip By AT ae ek Bee BAL. 


Le théoréme est démontré. 


66. On peut éyaluer autrement cette intégrale I. En eftet, 
d’aprés le théoréme de Cauchy, elle est égale 4.272 multiplié par 
la somme des résidus de la fonction 


GBA, tb) 


| Ful ee 
z dz 


sur toute la surface de Riemann. En égalant ces deux valeurs de 
Pintégrale I, on a une relation de la plus haute importance entre 
les périodes. 


67. Cette relation, que nous n’éerirons pas ici pour le eas gé- 
néral, prend une forme particuliérement stmple quand F et F’ 
sont deux intégrales abéliennes de premiére espéce. Alors tows 
les résidus de la fonetion 
ad F’(z, tw) 


Fi(z, 12) 
a dz 


sont nuls. Tout d’abord cette fonction n’a que des points singu- 


pe Ne 5 , Br “ dF’ 
liers isolés, car il en est ainsi de chaque facteur F et at De plus, 


comme le premier facteur F est partout fini puisque c’est une 
intégrale de premiére espéce, les seules singularités sont celles 
qui proyiennent du second facteur. A linfimi, ce second facteur 
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di 


ae : I NE 
az est infiniment petit de l’ordre de zou de i) ; il en est de 
AZ ee 


; Pat dF ; 
méme du produit et le résidu est nul. Le facteur 7 devient 
infini aux points de ramification : au point e;, il deyient infini 

I 5 n : eA 
comme ————;; il en est donc de méme du point F Tz et le 
(z—e;)? 
résidu est encore nul. Done tous les résidus sont nuls ; Vintégrale I 
lest aussi; et on a entre les modules de périodicité de deux 
intégrales de premtére espéce la relation 


A, Bi — BA ABS Bi AY EAS BS By a 


68. Pour traiter un second exemple ou le calcul de l’intégrale I 
se fait directement, supposons que F(z, w) soit une intégrale de 
premiére espéece, et I'(z, uw) une intégrale élémentuire de 
seconde espéce ayant pour seul péle le point analytique (a, 6) avec 
un résidu égal 4 1. Nous supposerons (a, 6) a distance finie et 
distinct d’un point de ramification. On a alors, dans le domaine 
de. ce point, 


: 


i 
rea — n = 
BiCz, by re qt Mot M(Z a)+..., 


ot les termes suivant le premier forment une série entiére en s — a. 
Donc, dans le domaine du méme point, 


dF’ = I 


deo ea ae ee 


+ %) + 200(3—a)+.... 


D’autre part, lintégrale de premiére espéce F est réguliére 
partout : on a dans le domaine du point (a, 6), par la formule de 


Taylor, 
F(z, u)=F(a, 6)+(s—a) f(a, b)+...,; 


ot f(z, wu) désigne la dérivée de F(z, w) par rapport a z, de sorte 
que 


F(z, iw) = [ fe, u) dz; 


(4, uw) est done la fonction rationnelle de z et u dont Vintégra- 
tion fournit l’intégrale de premiére espéce considérée. Le déve- 


dF’ os : : 
loppement de F(z, w) Fz au voisinage de (a, b) est, par consé- 
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quent, 
FiCa@.b) (a, b . : 
Bee ne ee ae) + une série entiére ; 


(z—a) Si 


ce qui montre que le résidu est — f(a, 6). 
/ 


Sey ; , dF 
Tous les autres résidus du produit F(z, wu) Fz sont nuls, car, 
: az 


aux points de ramification et aux points a l’infini, F’ se comporte 


comme une intégrale de premiére espéce, de sorte qu’a Vinfini 
dk’ : : ¥ Te I : ye 
—— est infiniment petit comme — ou —; et, en un point de ramifi- 
dz 3B 

& 


3 

, ches: Agere aN I : d\" 
cation e; @ distance finie, infiniti comme ae La fonction F 7 

. ; Si— CP S 
n’ayant qu'un résidu non nul, — f(a, 6), Vintégrale I est égale a 
— 2 f(a, b) et lon a, entre les modules de périodicité des deux 
intégrales F(z, w) de premiére espéce et F'(z, u) de seconde 
espéce avec le péle simple (a, b), la relation 


Hab Bik A Be Bek, AS Bo BAL ae 2 o2tif(@, 6): 


Nous n’examinerons pas comment il faut modifier le second 
membre quand le pdle (a,b) de l’intégrale de seconde espéce se 


trouve en un point de ramification ou a l’infini : on doit alors 


d¥"'(z, u) 
dg 


calculer le résidu R du produit F(z, w) en ce point et 


mettre dans le second membre, au lieu de — 27/f(a, 6), le pro- 
duit anh. 


69. De méme que le théoréme de Cauchy, la formule de Rie- 
mann relative a l’intégrale JX adY peut élre étendue a une surface 


a deux feuillets. 

Soit (sz, uw) =X +Y une fonction uniforme du point analy- 
tique (z, u), réguliére en tous les points d’une portion simple- 
ment connexe S de la surface de Riemann, limitée par un con- 
tour C. L’intégrale [Xay, prise le long du contour total C 
dans le sens direct, a une valeur positive. 

L’aire S peut s’étendre a l’infini et contenir des points de rami- 


fication. S’il en est ainsi, imaginons qu’on détache les points de 
ramification en entourant chacun d’eux d’un petit cercle et enle- 


134 CHAPITRE IIL. 

vant la portion de surface intérieure a ce petit cercle, et qu’on 
enléve de méme les portions de cette surface extérieure & un ou 
deux cercles de rayons trés grands. On déduit ainsi de 5 une 
nouvelle surface S’ située tout entiére a distance finie et ne ren- 
fermant plus de points de ramification. Cette surface S’ peut étre 
décomposée par des lignes auxiliaires, en morceaux n’appartenant 
qu’a un seul feuillet, 4 chacum desquels on peut appliquer la for- 
mule de Riemann, En faisant la somme des égalités obtenues, les 
portions d’intégrales provenant des lignes auxiliaires se détruisent 


et l’on voit que Vintégrale fx dY, prise le long du contour total 


vu 


de S‘ dans le sens direct, est égale a Pintégrale double 


étendue a l’aire totale S’. Le contour de S’ se compose d’abord du 
contour primitif C et en outre des petites circonférences qui 
cntourent les pomts de ramification et des grandes circonférences 


que l’on a ajoutées pour limiter S!. Les intégrales [x dY prove- 
nant de ces lignes sont infiniment petites. Par exemple, lorsque 
(zs, uw) vient en un point de ramification (e;, 0), le point X +7¥ 
vient en un point A-+ Bi a distance fimie; au petit cerele. décrit 
autour de (e;, 0) sur la surface de Riemann correspond, sur le 
plan ow l'on représente X +7Y, un contour fermé infiniment 


* petit entourant le point de coordonnées A, B. L’intégrale fs aY 
le long du petit cercle est égale a Vaire balayée par le rayon vec- 
teur joignant le point (A, B) au point (X, Y). Donec, la valeur de 
Pintégrale fx AY le long du petit contour entourant le point e; est 
infinimnent petite; on peut la supprimer sans altérer le signe de 
Pintégrale totale [ Xay étendue aw contour de S'. De méme, 
quand le point (z, w) vient en un point a V'infini, le point X — vY 
vient en un point (A, B) a distance finie. Quand (z, w) décrit sur 
la sphére un contour fermé infiniment rapproché du point O/ ou 
dans le plan un contour formé d’un ou deux eercles de rayon 
trés grand, le point (X, Y) décrit dans le plan représentatif de 
X-++-t¥ une courbe fermée infiniment petite auteur du poimt 
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(A, B). La valeur correspondante de l’intégrale cf X dY est égale a 
l’aire de cette courbe fermée, elle est donc infiniment petite et sa 


valeur n’influe pas sur le signe de l’intégrale totale fx aY étendue 


a tout le contour de S’. L’intégrale [ Xay étendue au contour 


¥v¢ 
primitif ne différant de [ Xay, étendue au contour auxiliaire, 
at OY 
que par des intégrales infiniment petites, ces deux intégrales ont 


le méme signe, et le théoréme est démontré. 


70. Faisons lapplication de ce théoréme aux intégrales abe- 
liennes de premiére espéce. Soit F(z, w) une intégrale abélienne 
de premiére espéce; c’est, sur la surface simplement connexe 
T’ limitée’ par les bords du systéme de coupures a;, bx, c; une 
fonction: partout réguliére. Si done on pose 


EB (2 ect6 pak Sow, 


[x dY 
'¢ 


étendue au contour de la surface de Riemann tout entiére T’, c’est- 


Vintégrale 


a-dire prise le long des bords des coupures, est positive. Soient 
Ap H+ TH;, By, = 84+ AGA 


les modules de périodicité de I'(z, w) sur les coupures a,x, bx, en 
mettant en évidence Jes parties réelles et imaginaires. Alors, sur 
les deux bords 4 et 9 d’une coupure az, on a 
F(A})—F(¢) = Ag, 
’ x of 
c’est-a-dire 


X(A) + EY(A)—X(e)— 1 (9) = wp + ay, 


en appelant X(A), Y(A), ... les valeurs de X et Y au pointd, .... 


On a donc 
X(A) — X( 2) = ag, Y¥(Ay— ¥(e) = a; 


de méme sur les bords de b,, 


K(X) — Koh By, VAP V (p= Pi. 
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I= [ Xav 
Cc 


prise dans le sens positif le long des bords des coupures a pour 
valeur 


D’aprés cela, l’intégrale 


J = a 8 — By or, + oo BL — Boayt...+- a, 8,— Bp ap; 


c’est ce qu’on voit en répétant identiquement le raisonnement du 
n° 65 qui nous a donné la valeur de Vintégrale 


[Fe DL) aE (,2), 
c 


avec les conditions 

F(X) —F(p)=Ag, F°(A)— F(p) = Aj 
sur les coupures az, et 

F(A) — F(e) = Ba, F'O)== Po) = By 


sur les coupures b;, les mémes différences étant nulles sur ¢,. 

Donc, pour une intégrale quelconque de premiére espéce, la 
quantité J est positive. Il est, en particulier, impossible que 
toutes les quantités a, %2, ..., %p, %, -.., %, soient nulles ‘en 
méme temps, c’est-a-dire que A,, As, ...; Ap soient tous nuls. 
On peut faire la méme remarque pour B,, B,, ..., Bp. 

Par exemple, pour l’intégrale elliptique de premiére espéce que 
nous avons considérée au n° 64, les deux modules de périodicité 
correspondant aux deux coupures a et b(p =1) sont 


B=4K=a-+ ia’, A =27tK'= 6 + 78’. 


On a alors 
fr re a 
a3 — Sa > 0, 


a 


; K ae ; 
- ce qui démontre que, dans le rapport x Ja partie réelle est post- 


tive; ona, en effet, 


K’ B+ if" 43’ — Bon’ = t( a3 + a’ 8’) 
2. -————| = 2 oo * 


Leute Andee a2 o'2 


71. Intégrales normales de premiere espéce. — Nous avons 
trouvé qu’il existe p intégrales de premiére espéce linéairement 
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indépendantes 


W1(Z, Ww), 


Nous appellerons 


Ak, Apa, 


Bir, Bra, 


al Cain. UL stake 


say 


les modules de périodicité de «, le long des coupures a;, dz, ..., 


A p.€t Op Wares. Op: 


Posons, en désignant par k un des nombres 1, 2, ..., p: 


wlk) (gz, wu) = i ho Wo+: Pe a Ap Wns 


hy, Any «++, Ap étant des constantes. La fonction mw) est aussi une 


intégrale de premiére espéce : 
nous appellerons 


ses modules de périodicité, que 


Aki, Ak2,; Or Akpy 
brs, bp2, “5 bkps 
sont donnés par les équations 
‘ 1 Gy = hy Ag, + KoAgy +e Ap Api, 
(4) ¥ | Ghz = hy Aja + he Ass +>. .- hp Np, 
] Sates oe were ere RusnabeneasT hehe eee: ave 5 
' Akp => hy Ap aS ho Aon. eect dp Apps 
On, a= hy By, a ho Boy Si ie a Ap By, 
(3) bxy = hy Byy + Ag Bog +... + Ap Byo, 
Statens Leh east eieistiame. me vieh alia ohgagtel ot wena lay o:« ; 
bip= a Bipt+ re Bones eet Xp Byp- 
Tout d’abord, le déterminant des modules de périodicité A, x, 
| Ay, Agy Apt 
ee Ayo Ago Ans 
At p Aap App 


est différent de séro. En effet, 


miner les constantes A,, As, ..-, 


sil était nul, on pourrait déter- 
Ap de telle fagon que les modules 


de périodicité aq,, axa, .. +, Akp donnés par (4) fussent tous nuls a 
la fois. Gar on aurait, pour déterminer Jes constantes A, p équations 


linéaires et homogénes a p inconnues, le déterminant des coeffi- 


cients étant nul : on aurait au moins un systéme de valeurs des 
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i non nulles toutes a la fois. Mais alors la fonction i (z, uw) serait 
une intégrale de preméére espéce pour laquelle tous les modules 
de périodicité relatifs aux coupures @,, 4, .--, @p seraient nuls, 
ce qui est impossible, comme nous l’ayons yu 4 la fin du numéro 
précédent, 

Le déterminant A n’étant pas nul, nous déterminerons les / en 
écrivant que, dans l’intégrale «(), tous les modules de périodteité 
relatifs aux coupures @ sont nuls, excepté celur qui se rapporte 
a la coupure a, et que nous ferons égal a 271, 


Ca a8) (h2k) Gh ieee ne lis 


Nous aurons ainsi, pour déterminer }),, 42, =.., Ap, un systéme 
de p équations linéaires 4 p inconnues; le déterminant des coeffi- 
cients étant différent de zéro, nous trouverons pour les 2 un seul 
systéme de valeurs. L’intégrale w(z, uw), ainsi déterminée, est 
une intégrale normale de premiére espéce. Comme l’entier ka 
une quelconque des valeurs 1, 2, ..., p, nous formerons de cette 
maniére p intégrales normales de premiére espéce 


(ag ae hoe eel carmen 10-2 


pour lesquelles tous les modules de périodicité relaufs aux cou- 
pures a sont nuls, excepté : 


Pour set) le anodule sss een pass Qi, = BEL 
» pl?) ie a Soe See ae G53 = OTE 
» gree) ie, oR eee Se App = 2.70 
»  plP) Yoh eaten es App = 2K 


Les. intégrales o'"!, pp), ..., mw! ainsi formées sont encore 
linéairement indépendantes, car s’il y avait entre elles une relation 
linéaire a coefficients constants 2,, V2, -+-, Pp de la forme 


wy ll) + a2)... pp P= const., 


tous les modules de périodicité du prenier membre seraient nuls. 
Or le module de périodicité du premier membre sur la coupure a, 
est 2pm, car le module de w') est anc et ceux des), ..., el?) 
sont nuls. On aurait donc p,;=o. De méme, en écrivant que les 
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autres modules de périodicité sur les coupures @, ..., @p sont 
nuls, on aurait 


B2= 0, U3 == 0, naan Up = 0. 


Il n’y a donc pas de relation de la forme supposée et les sy» 
sont linéairement indépendantes. 


72. Les intégrales normales ainsi formées admettent le long des 
coupures 6;, b., .,.,b, des modules de périodicité, qui sont, pour 
Pintégrale w™, b;,, bis, .... bgp. Ces modules de périodicité étant 
rangés en un tableau dans lequel les différentes lignes sont res- 
pectivement les modules de ww"), w@, ..., er?) 


Oi re one bip 
re OsrranOnns Pp ssms bap 
Bp Dp» Sige Opp 


forment un déterminant symétrique : c’est-a-dire que Pona 
Onk = On. 


Pour démontrer cette importante propriété, appliquonms aux 
deux intégrales w™), et w) la relation générale établie au n° 67 
entre les modules de périodicité de deux intégrales de premiére 
espéce F et F’ 


Ay B) eae B, ‘ a As BL B, AS =F eet Ap i Bp Gs = 0. 
Nous aurons, d’aprés les notations actuelles, 
(6) Ap: Opi — Onrvaks + On2 OK. — On, dh, +... ahp bkp ae Onp Akp= 9; 


mais tous les modules @ sont nuls, excepté ceux qui ont les deux 
mémes indices agg et Gan, qui sont tous deux égaux a and. Il 
ne subsiste donc dans la relation (6) que les deux termes sui- 


vants : 
ann Onn— Ongar = O 
et, comme 
Anh = Of, =2 Tt, 
il reste 
bnk= ben, 
ce qual fallait démontrer. 
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73. Comme résumé de ce qui précéde, formons le tableau des 
modules de périodicité des imtégrales normales de premiére 
espéce. En vue de la suite, il est plus commode de mettre en 
évidence dans les modules de périodicité 6,, un facteur 2 en 


posant 
Onk = 24k § 


la condition b,;,= 6x, entraine alors évidemment o&,,= ox,. 
Nous aurons le tableau suivant, ou sont inscrits sur une méme 
ligne horizontale les modules de périodicité de chaque intégrale 
wl), wl), ..., P) et sur une méme colonne les modules relatifs 
a chaque coupure ax ou by. 


TABLEAU DES PERIODES. 


ay: Re aC SGOT ap: On: Par Nerve setets bp. 
(ee 
ep) 20/0 oe OS Roars (0) DG | VA | wee at 2%, 
pp) Oo 2 y—1 “ES retene (0) DApp- |, 2!Ago|) we osm elt 2%, 
») ny ‘ 
RAG fy orgy ott see 27 y—1 |} 2 By | Ayo | ve eeee 2G), 


avec la condition %&,,= axp,. 


74. Voici une derniére propriété des modules de périodicité 
relatifs aux coupures b. 
Le déterminant 


hry 4y2 +++ Xp 
Oy Sq, +2. Aap 
Xp pe Rania Ln p 


est le discriminant de la forme quadratique 


Pp P 7 
a Z 
P( mM, mM; =, Mp) = > > Opk Mp Mj == yy MG... 2H QM Mgt. 


Ys RT 


Séparons, dans les modules de périodicité, la partie réelle et le 
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coefficient de \/—1 
Chk = Tas Cae Viol 
et posons 
ie 
@( Ty, Mz,... +, Mp) => y Lp Mn Mk, 
nm k 
- ay 
Ym, Mg, ..-, Mp) a S Oe Mp M$ 
n k 
nous avons 


Dini pee, tp) =O Tity, «ss, mp) +¥—1 YC My... 5 Mp ); 


g(m,, ..., Mp) eLb(m,,..., mp) étant des formes quadratiques a 
coefficients réels. Attribuons aux indéterminées m,, m., ..., Mp 
des yaleurs réelles et appliquons la formule de Riemann (n° 70) 


ae 
~ Pro 
Bs (ay By — ay 8) > 0 
Viet 
a lintégrale de premiére espéce 
W = m, wl) maw) +... my wl), 


On a ici, en mettant en évidence les parties réelles et imaginaires 


des modules de périodicité de W, 


, 


%) = 0, KG Day Ty 

tikes 

Rey rey - ‘ jo vate OP 
By = 2 My bly + Mz My re. Mp My) = ae 8, 

y) 
ay 
/ Ww ” " —_ 

By = 2( my, Ove M2 My TH... Mp Sy, ) = Orn,’ 


et la formule de Riemann devient 


0) 02 : 
27 { my eek, +...+ Mp ——) =479(mM, .-., Mp) <0. 
dom, OMp 


La forme quadratique 9(m,, -.., mp) est donc négative pour 
toutes les valeurs réelles des indéterminées m,, my, .., Mp. C'est 
une forme définie et négative. 

Cette propriété, qui est la généralisation évidente de la pro- 
priété rappelée plus haut pour le rapport des périodes de linté- 
erale elliptique de premiére espéce, est fondamentale pour lin- 
version. Pour le moment, nous en déduirons seulement la remarque 
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suivante. I] peut se faire que les 2p périodes de quelques-unes 
des intégrales de premiére espéce se raménent 4 un moindre 
nombre; mais cela ne peut avoir lieu en méme temps pour les 2p 
systémes de périodes simultanées des p intégrales de premiére 
espéce. En d’autres termes, il est impossible d’ayoir, entre les 
2p périodes A,, Ay, ..., Ap, By, ..., Bp de chaque intégrale de 
premiére espéce, une relation de la forme 


my, Ay -+...-+ Mp By + 1% By... ny Bp =, 


Mi, +++) Mp, Ny, ..., Mp Etant des nombres entiers, la relation 
devant étre la méme avec les mémes entiers pour toutes les inté- 
erales de premiére espéce. En effet, s’il existait une pareille rela- 
tion, on-aurait en particuher pour Vintégrale normale ”)(z, w) 


P 
2Mp ZV —i+ 2 . NEE =O 


fvextil 
ou, en prenant la partie réelle, 
214 hy 4 + ANZA jy Hoe WNypS jp = OR =_07 

On aurait pareillement 

de 09 

Se os os ey — =—0 

On, oe Ony 
et par suite o(74, ..., 2p) = 0, ce qui est impossible. 


75. Intégrales normales de deuxiéme espéce. — Soit 


C(4, u; a, b) 


une intégrale élémentaire de deuxiéme espéce avec le seul pdle 
simple (a, 6) de résidu 1. Soient A,, As, ..., Ap; By, Bs, -..,B, 


ses modules de périodicité. L’intégrale 
L=U(2, v3 a, 0) + yy wee yo wR. + vp pel?) 


est encore de deuxiéme espéce, quels que soient les coefficients 
constants vj, v2, -.-, ¥p- Nous déterminerons ces coefficients en 
écrivant que les modules de périodicité de Zle long des coupures a 
sont tous nuls. Nous aurons ainsi . 


A, 2%, 71 =0, Ay + 2% Tt = 0, AS ae 
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car le long de a, le module de périodicité de Z est A, + 2,772, 
celui de w étant 27¢ et ceux de w'?), ..., ow?) étant nuls. 

L’intégrale Z, ainsi formée, a le long des coupures b,, bz, .... bp 
des modules de périodicité B/, B,, ..., Bi,, les modules A’, ..., A’, 
étant tous nuls : c’est l’intégrale normale de deuxiéme espéce. 
Les modules de périodicité B\, ..., B,, de cette intégrale ont des 
valeurs remarquables que l’on trouve comme il suit. 

Associons cette intégrale Z a Vintégrale normale de premiére 
espeéce 


(3, UU) 


wk) (Zz, a= f On( 2, U). 
& (Zo, to) 


et appliquons 4 ces deux intégrales la relation du n° 68, établie 
pour une intégrale quelconque de premiére espéce et une inté- 
erale élémentaire quelconque de premiére espéce. Cette rela- 
tion est 


Gy ab BA) = AS Ba Be A= AB, — BLAS == ain fla;b), 


/ 


f(a, 6) étant la valeur que prend la dérivée de lintégrale de pre- 
miére espéce considérée au pole (a, b) de lintégrale de deuxieme 
espéce, valeur qui, dans la notation actuelle, est 9,;(a, >). La rela- 
tion (7) se simplifie beaucoup, car : 1° les modules de périodi- 
cité A), Aj, ..., A’, de Z sont tous nuls; 2° les modules de pério- 
dicité A,, Ay, ..., Ap de Vintégrale normale ™ sont tous nuls, 
excepté Ax ou ax, qui est égal a aac. Il ne reste.done qu'un 
terme A,B’, dans le premier membre de (7), et l'on a 


A, By, =— 2tx of(a, 5); 
d’ou, comme Ay= 2tz, 


B,=— 9x(4, d). 


Ainsi, pour!’intégrale normale de deuxiéme espéce, les modules 
de périodicité relatifs aux coupures @ sont nuls, et ceux relatifs 
aux coupures b sont respectivement 


— 91(4, b), — $2(4@, b:), ae tis — $p(4, b). 


s ; eehen 
Nous avons supposé que (a, 6) nest pas un point de ramifica 
tion, ni un point a l’infini. S’il en était autrement, il faudrait dans 


le second membre de la formule (7) remplacer g(a, b) par le 
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résidu du produit 


au point (a, b). 

Il est intéressant de remarquer que les modules de périodicité 
de Vintégrale normale Z de deuxiéme espéce sont des fonctions 
rationnelles de (a, 6) : cela résulte de lexpression méme que _ 
nous venons de trouver pour ces modules de périodicité, On peut 
s’en rendre compte a prioré en se rappelant que l’intégrale élé- 
mentaire de deuxiéme espéce, ¢, étant une fonction rationnelle 
de (a, 6), comme nous lavons vérifié (n° 46), ses modules de 
périodicité, qui sont les différences des valeurs de lintégrale aux 
deux bords d’une coupure, sont des fonctions rationnelles de 
(a, b). Les coefficients v,, v,, ..., vp, définis plus haut, sont 
donc aussi rationnels en (a, b) et, par suite, Vintégrale normale Z 
est une fonction rationnelle de (a, 6) et a pour module de pério- 
dicité des fonctions rationnelles de (a, b). 


76. Les considérations précédentes ne s’appliqueraient pas sous 
la méme forme aux intégrales hyperelliptiques de troisiéme 
espéce, car ces intégrales, 4 cause de la présence des points sin- 
guliers logarithmiques, ne sont pas des fonctions uniformes de 
leur limite supérieure sur la surface découpée T’ de Riemann. 
Mais elles deviennent des fonctions uniformes de leur limite supé- 
rieure si l’on modifie la surface T’ de facon a exclure les points 
critiques logarithmiques. C’est ce que nous allons démontrer en 
détail pour lintégrale élémentaire de troisiéme espéce (n° 35) 


)s 


jute) 
ees w) =s Hess mW) dz. 


a,o 
(Bq; Mo) 


Cette intégrale est réguliére en tous les points de la surface 
primitive T de Riemann, excepté aux deux points (a, 6) et (a’, 6’). 
Dans le domaine du point (a, 6), elle est de la forme 


w(z, Ww) =—log(s —a) + fonction réguliére; 
dans le domaine du point (a’, 6’), de la forme 


w(z, wu) = log(z—a’) + fonction réguliére. 
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Sil’un des points, (a, 6) par exemple, coincide avec un point 

de ramification e;, il faut remplacer dans la premiére expression 

g—a par \/3 — €;; si (a, b) est un point simple a Vinfini, il faut 
I : ee. ; ; 

remplacer s— a par -; enfin, si (a, 6) est un point de ramifica- 


; Pann : I x eocke 
tion a l’infini, s — a par —=- Dans tous les cas, d’aprés les défini- 


Vz 
tions posées précédemment, la fonction rationnelle f(z, w), dont 
@(3, uw) est Vintégrale, a, sur la surface de Riemann, tous ses 
résidus nuls, excepté les résidus relatifs aux points (a, b) et (a’, b’), 
qui sont respectivement —1 et +1. La valeur de l’intégrale 


Race u) dz, 


prise dans le sens positif sur la limite du domaine du point (a, 6), 
est égale 4 —a2z7z, et, sur la limite du domaine du point (a’, 6’), 
a+ ont. 

Liintégrale w(z, w) n’est pas une fonction uniforme de (z, 7) 
sur la surface de Riemann T’, rendue simplement connexe par 
les coupures a,x, bx, c. Pour obtenir une surface sur laquelle elle 
soit uniforme, il faut transformer la surface T’ par le procédé 
suivant. 

Marquons sur la surface de Riemann ( fig. 40) les points (a, b) 


Fig. 4o. 


et (a, b') que nous supposons pour fixer les idées dans le feuillet 
supérieur en des points ordinaires. Partons d’un point («, 6) du bord 
Wune des coupures de T’, de a, par exemple, et faisons dans un 
feuillet de la surface de Riemann une fente ¢ aboutissant au 
point (a, 6), sans franchir aucune coupure, puis une nouvelle 
fente m de (a, b) a (a’, 6’), sans-franchir aucune coupure. Dans 
la figure 40, nous avons élargi cette fente dans le voisinage des 
points (a, b) et (a’, 6’), de facon que ses bords prennent la forme 


APPELL ET GOURSAT. — I. 10 
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de deux petites circonférences ¢ et c’ de centres (a, b) et (a, b'); 
mais il est supposé que la largeur de la fente et les rayons deo 
et co’ sont infiniment petits. Comme nous. Pavons fait précédem- 
ment pour les coupures, nous distinguerons le bord positif et le 
bord négatif de cette fente 2+ m. Soient @ et x les points ou les 
bords du petit cercle ¢’ rencontrent les bords de la fente m: nous 
choisirons les bords primitifs et négatifs de m de telle maniére 
qu'un mobile parcourant la circonférence o dans le sens positif 
autour de (a’, 6’) (sens contraire de Ja fléche) conduise du bord 
négauif de m au bord positif. Le bord négatif est done celui qui 
aboutt en %, le bord positif celui qui aboutit en 9. Le bord négauf 
de la fente m-+Z se prolonge ensuite, par continuité, de x jus- 
qu’en (, et le bord positif de @ en z. On a marqué du signe + et 
de la lettre 4 le bord positif, la lettre 9 étant mise en face de A sur 
le bord négatif. 

Désignons par T” la nouvelle surface de Riemann déduite de la 
surface T’, en ajoutant au systéme de coupures a,x, bx, c la fente 
{-+-m, qui n’est qu'un prolongement du bord positif de la cou- 
pure ap. Le contour de cette surface simplement connexe T” est 
formé par. les bords des coupures ax, b;, ¢ et de la fente 14-m. 
Si un mobile décrit le contour de cette surface T” dans le sens 


posiuf (aire enveloppée a gauche, il parcourt les bords des— 


coupures ax, bx, ¢, comme dans la figure 32, avec cette seule 
diflérence que, lorsqu’il arrive en « sur le bord positif dela cou- 
pure a, (fig. 40), au lieu d’aller directement en § et de conti- 
nuer, il va de « en 0, ¢, @, le long de la fente 7+ m, puis revient 
par a’, x, 7, y Jusqu’en 6, d’ou il continue son mouvement comme 
auparavant. 

Revenons maintenant a l’intégrale 


3, Mt) 
I Dye ae aaN . . 
wi), (3, WU) =f f(z, wdz. 


(So, Mo! 


Sur la surface simplement connexe T", la fonction rationnelle 


f(s, u) est uniforme et n’a que des résidus tous nuls, car la 
fente /-+-m a précisément supprimé les seuls points (a, b) et 
(a, 6’), ot les résidus n’étaient pas nuls. L’intégrale w(s, w) est 
done une fonction uniforme du point analytique (s,w) sur la 
surface T’ de Riemann, Si l’on compare les valeurs qu’elle prend 


3) 
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aux points correspondants des deux bords d’une coupure, on 
trouve, en répétant identiquement ce qui a été dit au n° 63 
pour les intégrales de premiére et de deuxiéme espéce, les résultats 
suivants. La différence o())—«o(o) a une valeur constante le 
long de chacune des coupures ax, b,, ¢ et des fentes / et m. 


Ona 


Le long‘de a,, wl)—u(o)= Ay CI 5 
2 he mone, Vg Dgy ves erg (p's 
» by, wi(r~)—w(e) = By, s Bs 

» {,; wlA)— mle) = L; 


? 
m(i,)—m(o) = ON. 


Les constantes ;, 3, sont les modules de périodicité de Vin- 
tégrale de troisiéme espéce w sur les coupures ax et bx. Nous 
allons déterminer les valeurs des constantes £ et JTL, et mon- 


trer que ; 
jay, NES Suz, 


En effet, commencons par JIL; cette constante est la valeur de 
la différence w(i) —w(p) le long de la fente m : on a donc en 


particulier 
M = w(I)— wr), 


ce qui montre que Jit est la valeur de Pintégrale ff u) dz, 


prise de x en 6 le long d’un contour queleonque ne franchissant 
aucune fente ni coupure, par exemple le long ducercle o dans le 
sens positif autour de (a’, b’) (sens contraire de la fléche sur la 
figure 40). Or cette intégrale est égale 4 277 multiplié par le 
résidu de f(z. w) au point (a’, 6’), qui est 1. Done IN est bien 
égal a o7r. On a ensuite 


~ 


P=w(6)— (7); 

£ est donc la valeur de l’intégrale hints, wu) dz, prise dey eno sur 
un contour quelconque CG, ne franchissant aucune coupure ni 
fente, par exemple sur le contour yonxe'Gecd : le contour doit 
étre regardé comme fermé, car 0 est infiniment voisin de y. 
D’aprés le théoréme de Cauchy, cette intégrale est égale a 277 
multiplié par la somme des résidus de f(z, w) relatifs aux pdles 
situés dans le contour d’intégration que nous venons d’indiquer : 
les deux seuls pdles situés dans ce contour sont les pdles (a, b), 
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(a, b') avec les résidus —1 et +1 dont la somme est nulle. 
Donc £ est bien nul. 

On peut donc dire que l’intégrale élémentaire de troisiéme 
espéce admet 2p +1 modules de périodicité, 


Ay, Ay, ..., Ap, sur les coupures az; 
1, Be, ..., Bp « bp, 


2nt sur la fente m. 


Si l’on supprimait le systéme des coupures et des fentes, l’inté- 
grale w(%, w) ne serait plus une fonction uniforme de (z, uw) sur 
la surface T de Riemann. Elle prendrait en chaque point (z, w) 
une infinité de valeurs qui se déduisent toutes de l’une d’elles par 
addition et la soustraction des 2p—+-1 modules de périodicité. 
Ainsi, l’une des valeurs étant o,(z, w), la valeur la plus générale 
de l’intégrale sera 


B(s, U) =o, (Zz, w+ mA, + my A,+...+ mA, 
+ 4 By + Ny By+...+ Ny Bp + 2Nzl, 


My, Mg, +0.) Mp, Ny, Ng, ...,Np, Nr étant des entiers quelconques 
positifs, négatifs ou nuls. C’est ce qu’on voit, comme précé- 
demment, pour les intégrales de premiére et de deuxiéme espéce 
(n° 63). 

Nous avons fait la figure en supposant que les points (a, b), 
(a’, b') sont des points ordinaires a distance finie. D’aprés les 
définitions données du domaine d’un point quelconque de la sur- 
face de Riemann (n° 16-17), on sait comment il faut modifier les 
cercles g et a formant les domaines des points (a, b), (a’, 0’), 
quand l’un ou l’autre devient un point de ramification ou s’éloigne 
indéfiniment. Nous avons figuré dans l’angle de la figure 4o la 
nouvelle forme ¢, qui devrait prendre o’ si le point (a’, 6’) était un 
point de ramification e;. 


77. Intégrales normales de troisiéme espéce. — Posons 


pr 
a’, b 


19>)" (2,1) = w02h'(z, uw) + Aw) + A.W) +... + Ap wl), 


Ay, Ao) «++, Ap étant des constantes et !), 2), ..., P) les inté- 
grales normales de premiére espéce. Cette intégrale II est, comme w, 
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une intégrale de troisiéme espéce. Pour obtenir l’intégrale nor- 
male de troisiéme espéce, on détermine les A de telle facon que les 
modules de périodicité de I le long des coupures ay, ay, ..., ap 
soient nuls. Le module de périodicité de II le long de a; est 


= An+ 2px, 


car celui de w est (x, et les modules de périodicité de ", 
w'?), ..., w'P) sont tous nuls sur az, excepté celui de w™, qui 
est 277. On déterminera donc les A par les conditions 


Op 2X-Tt = 0 Ce, 25 nana 


L’intégrale II ainsi obtenue est Vintégrale normale de trot- 
sléme espéce avec les deux points singuliers logarithmiques (a, b) 
Loa ; 
CEO, OF), 
Cette intégrale admet encore les modules de périodicité sui- 


vants : ; 
Sur bz, le module de périodicité @;, 
Sur m, le module de périodicité 2x7, 
car, sur les deux bords de m, les intégrales m!), w, ..., w'P 


prennent les mémes valeurs. 


78. Les modules de périodicité @), ont des expressions remar- 
quables. Pour les obtenir, considérons |’intégrale 


H= [wD az, 


YT ed 


ou « est une intégrale quelconque de premiére. espéce, l’inté- 
grale H étant prise dans le sens positif sur le contour de la sur- 
face T”, contour formé par les bords des coupures a,j, bx, Cx et 


des fentes / et m. La fonction 
dil 


dz 


wy 


est uniforme sur la surface T” et a tous ses réstdus nuls. En effet, 
les deux facteurs sont uniformes. Le premier est partout fini; le 
deuxiéme a tous ses résidus nuls, car l’intégrale II ne devient 
infinie qu’aux deux points (a, 0) et (a’, 6’), qui sont exclus de la 


surface T’. Le produit w 7 8 donc bien tous ses résidus nuls, 
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et Pintégrale H est nudle. Nous allons évaluer directement cette 
intégrale. 

Le contour de T’ est formé du contour de T’ (bords des cou- 
pures a;,, bx, cx), des bords de la fente 7, des bords de la fente m 
et des bords des circonférences ¢ et a’ (fig. 46). L’intégrale H 
peut donc étre diyisée en cing parties, lune relative au contour 
de T’, autre aux bords de J, la-troisiéme aux bords de m, les deux 
derniéres aux circonférences ¢ et c’, et l'on a, en désignant par les 
indices T’, /, m, ¢, ¢ ces cing parties 


; : dil 
(8) foie] +f +f =0. 
oi bie 78, “oO : 


e 


La deuxiéme de ces intégrales est nulle : en effet, sur les bords 
dil 
de la coupure /, les deux fonctions el 7- prennent les mémes 


valeurs et ces deux bords sont décrits en sens contraire : la somme 
des éléments relatifs aux deux bords de J, c’est-a-dire la deuxiéme 
intégrale, est done nulle. On voit de méme que la troisiéme de ces 
intégrales, celle qui est relative aux bords de m, est nulle. L’inté- 
grale relative 4 la circonférence infiniment petite a’ décrite dans le 
sens positif par rapport a son extérieur T” (sens de la fléche) est 


égale a — 277 multiplié par le résidu de da fonction intégrée ov ie 


au point (a’, 6’) : en effet, cette circonférence ¢ entoure le 
domaine du poit (a’, 6’) et dans ce domaine w(z, w) est fini, 


AT R F L iS: 
qe admet le seul pole s=a'. Evaluons le résidu de OE: au 


point (a@’, 6’) : ona dans le domaine de ce poimt 


(2, u) = w(.a', 6')+0(s—a@') +a(s—a’')P+..., 


%1, %, ... étant des constantes, 
dil I 2 
Ai 69+ By(s—a@’) + 3,(2—a’)P+. 


P é ai 
6), 61, ... étant des constantes. Dans le produit wo le coeffi- 


cient de , ou le résidu est done w(a’, b'), On vérifiera d’aprés 


z—a’ 


les définitions données que ce résultat est général et a encore lieu 
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quand (a, b') est un pointde ramification ou un point a distance 


dil 
[ cal oe dz 


est done égale 4 — 2inw/(a', b'). De méme Vintégrale ,aflectée de 


stare , RAE 2 ; ps Til a 
Vindice ¢ est égale a 2¢z0w(a, b), carle résidu de “5 au point (a, b) 
; as : 


infinie. L’intégrale 


est — me Léquation (8) nous donne donc 


(9) [ wT dz —aialo(al, b’) — w(a,'b)| =o 
Az 


pois 
ou il ne reste plus gu’a évaluer la premiére intégrale. Mais le 
calcul de cette intégrale est identique a celui quia été fait (n° 65) 
pour le calcul de lintégrale appelée I, sauf le changement des inté- 
grales F et I’ en w et H. Appelons A;, By les modules de périodi- 


eité de , O,, @). ceux de II le long des coupures a,x et bx : Pinté- 
ail sake 
grale fw Za: a pour valeur, en vertu du calcul du n° 65, 
Gal fae 


/ 


oe AG Oe BOG. A, i, B, OL,’ 


mais, comme II est Pintégrale normale de troisiéme espéce, les 
modules de périodicité ,, 3, ..., A, sont nuls (n° 77) et la 
relation (g) s’écrit 


(10) A, @' + A,.@5-+...+ Ap @,—2tx| w(a’, b')—w(a, b)] =0. 


Jusqu’a présent nous avons supposé que est une intégrale abé- 
lienne quelconque de premiére espéce. Supposons en particulier 
que ce soit une intégrale normale s). Alors tous les modules de 
périodicité A,, Ay, ..., A, de cette intégrale relatifs aux cou- 
pures a sont nuls, excepté A, qui est égal a 277. La relation (10) 
deyient donc, en remplagant # par ”, 


oni B,—2nt[wl)(a’, b’)—wl4l(a, b)] = 0, 
formule qui donne enfin la valeur de @;,, 
B;, = wlh)(a’, b') = wl (a, b). 


En résumé, les modules de périodicité de Vintégrale normale de 
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troisiéme espéce II?” sont : 


Le long de a, 0, 


» by, wl) (a’, 6’) — wl) (a, b), 


» Mm, 271, 


Nous ne poursuivrons pas plus loin, pour le moment, |’étude 
particuliére des intégrales hyperelliptiques. Nous avons voulu 
seulement développer, sur un exemple simple, la conception de 
Riemann, avant d’aborder la théorie générale des fonctions algé- 


briques. 


CHAPITRE IV. 


LES FONCTIONS ALGEBRIQUES D’UNE VARIABLE 
ET LES SURFACES DE RIEMANN CORRESPONDANTES ('). 


Continuité des racines d’une équation algébrique, — Points singuliers. — Méthode 
de Puiseux. — Surfaces a m feuillets. — Point analytique. — Propriétés générales 
des fonctions uniformes sur une surface de Riemann. 


79. Nous supposons connues les propriétés élémentaires d’un 
polynome entier par rapport & une variable uw, et en particulier le 
théoréme fondamental de la théorie des équations. 


Tout polynome de degré men u, a coefficients quelconques, 


1G 72) NOT NO ht Oe 


est décomposable en un produit de m facteurs linéatres 
P(w) = Ag(u— uy) (uw — un)...(uU— Um). 


Il résulte immédiatement de cette décomposition que la varia- 
tion de l’argument du polynome P(u), lorsque u décrit le con- 
tour d’une aire dans le sens positif, est égale au produit de 2r 
par le nombre des racines du polynome comprises dans cette 
aire, chaque racine étant comptée autant de fois qu’il y a d’unités 
dans son degré de multiplicité. Car argument d’un facteur u — u; 
revient asa valeur initiale si le point uw; est a l’extérieur de l’aire 
considérée et augmente de 27 si ce point est a l’intérieur de l’aire. 
On suppose cette aire limitée par une seule courbe. 

Soit F(z, w) un polynome entier a deux variables z et u, de 


(1) Auteurs a consulter : Purseux, Mémoire sur la théorie des fonctions 
algéebriques (Journal de Liouville, t. XV). — Brtor et Bouquet, Théorie des 
fonctions doublement périodiques, Liy. |. — Simart, Thése de Doctorat. — 
E. Picann, 7raité d Analyse, t. Il. — C. Jorvan, Cours d’Analyse de l’Ecole 
Polytechnique, t. I et II. 
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degré m en u, qui, ordonné par rapport a w, s’éerit 


(1) F(s, wu) = 99(2) + U9, (3) +... + UW" Om(z), 


les coefficients 9;(s) étant des polynomes entiers en z. A une 
valeur de ;, |’équation 


(2) P(e) a) 0 


fait correspondre m valeurs pour uw, 2 moins que le polynome 9,,(2) 
ne soit nul pour cette valeur particuliére de z. Ces m valeurs de u 
varient en général avec z d’une maniére continue. C’est ce qui 
résulte du théoréme suivant : 


St pour s=a léquation (2) an racines égales a b, pour 


une valeur de z voisine de a, elle an racines voisines de b. 


En remplagant Spar a+ s, et uv par b-+-u, on est ramené au 
cas ol, pour z =, l’équation a nr racines nulles. Les polynomes 
Go(Z), G1(%), -- +) Gn1(Z) sont tous nuls pour z= 0, mais ¢,{0) 
n’est pas nul, L’équation (2) peut s’écrire 


(3) F(z, u) = 9n(2) u"(1+ P + Q)=09, 


en posant 


© 0 
ND eh TAT A op eagle 2m ym—n, 
Pn Pn Qn 
_ OD eat © I aay 
gat He ee ay 
o, ur Oo, UP Dy 2 
Du poimt z =o comme centre, décrivons une circonférence de 


rayon p laissant a lextérieur toutes les racines du polynome 9, (2). 
Soient A une limite inférieure du module de 9,(z) et B une 
limite supérieure du module des polynomes 9,4,(2), ..-, Qm(4) 
lorsque z reste 4 l’intérieur de ce cercle, de telle sorte que l’on a, 


lorsque |z|< 0, 
lon(z)|>A, | On+p(2)| << B (CoO Sianigitt aren) 
Sil’on prend pour.z un point a l’intérieur de ce cercle et pour w 


une valeur dont le module r est inférieur a Vunité, on a 


(PPS eras) 
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Ou 


B r I 
Poe Ny psy, ie 
c’est-a-dire 
A 
(4 < : 
i) et AL oR 


Choisissons pour 7un nombre aussi petit que nous le voudrons, 
satisfaisant & cette inégalité (4). On peut toujours trouver un 
autre nombre p/ <9, tel que, pour toute valeur de z de module 
inférieur a p', Péquation (2) art wv racines, et nm seulement, de 
module inférteur & r. En effet, soit C une limite supérieure du 
module des polynomes 9, 9, ..., Qn_, & limtérieur d’un cercle 
de rayon 9’. Ona 


i) 


I Ctr nt 


= o§ Ftp — rv)? 


tQl< 


I 


an 


j r 


tous les polynomes 9%», ¢1, :.-, 9n—» étant nuls pour s=o0, on 
peut trouver un nombre op’ assez petit pour que la limite supé- 
rieure C scit un nombre aussi petit qu’on le voudra. Prenons 9! 
assez petit pour que lon ait 


s Cela eet 
(9) epee peers, 


Les nombres 7 et 9’ étant choisis de cette fagon, donnons a 3 
une valeur fixe, de module inférieur a p’, et faisons décrire a la 
variable w, dans le sens direct, le cercle de rayon + ayant pour 
centre le point uw =o. L’argument de wu” augmente de 2n7. Quant 
a Pargument de 1+P-+Q, il revient a sa valeur initiale. En 
effet, d’aprés la fagon dont p’ a été choisi, on a, pour toutes ces 
valeurs de wu, ; 

a if -- T 
Peo INP aera 
et, par suite, |P+Q|<r. Figurons par un point M la valeur 
de »=1+P+Q;ce point M décrit une courbe fermée qui est 
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N 


comprise tout entiére a l’intérieur d’un cercle de rayon égal a 
Vunité décrit du point » =1 comme centre, Cette courbe ne peut 
donc contenir l’origine a son intérieur, et l’argument de ¢ reyient 
a sa valeur initiale. Par suite, l’argument de F(z, uw) augmente 
de 2n7; l’équation F(z, uw) =0 a done bien n racines de module 
inférieur_a r lorsque le module de z est inférieur a 9’. 


80.551, en particulier, /’équation (2) a une seule racine égale 
a b pour z =a, elle admet une seule racine voisine de b, pour 
une valeur de z voisine de a. 

On peut alors, des points s =a et w=b comme centres, 
décrire deux cercles |C, C; de rayons p’ et r respectivement, tels 
que pour toute valeur de z comprise a l’intérieur de C, |’équa- 
tion (2) ait une racine et une seule 4 l’intérieur de C,. Cette 
racine u est donc une fonction uniforme et continue de z tant que 
cette variable reste comprise a l’intérieur du cercle C. Pour 
démontrer que c’est une fonction analytique de z dans_ ce 
domaine, il suffit de prouver qu’elle admet une dérivée. Attribuons 
a s un accroissement Ag et soit Au l’accroissement correspondant 


de u, ona ; 
F(s + Az, u+ Au) —F(z, uw) =0, 


ce qui peut s’écrire 


OF OF ; 
de | 5 + n] au 5 +0 | =, 


4 et y tendant vers zéro en méme temps que Aw et Az. On en 


déduit 


oF . 
Aue Boe et 
Agioy- Jha 

Ou rr 


Nous venons de voir que, lorsque Az tend vers zéro, il en est de 


R : Au 
méme de Aw, et, par suite, de y et de 7’; le rapport — a donc une 


Az 
limite 
oF 
du. Oz 
Gee VO 
Ou 
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En réalité, cette dérivée admet, comme u, m valeurs pour 
chaque valeur de z; mais on obtient sans ambiguité la valeur 
qu il faut prendre, en remplagant dans le second membre w par la 
racine dont on cherche la dérivée. Tant que la variable z reste a 


Vintérieur de C, le dénominateur 7 Be peut étre nul, puisque la 


racine considérée est racine simple de |’équation (2). La dérivée 
est donc elle-méme une fonction continue de z dans ce domaine. 
fl suit de la qu’a Vintérieur de C la racine wu est développable par 
la formule de Taylor 


u=b+4,(%2—a)+a(zs—a)y+..., 


et le rayon de convergence de cette série est au moins égal a 9’, 
mais peut lui étre supérieur. 

De méme, si, pour z =a, léquation (2) a m racines simples 
b,, by, ..., bm, on peut trouver un cercle C de centre a et de 
rayon assez petit pour qu’a l’intérieur de ce cercle les m racines 
soient des fonctions uniformes et réguliéres. Les m racines sont 
alors représentées par m développements distincts : on a, par 
exemple, pour la racine w; qui se réduit a 6; au point s =a, 


uy b+ as =a) 4 oP (s—ayt+.... 


Les rayons de convergence de ces différentes séries sont, en 
général, inégaux. 

Nous avons ainsi défini un élément de fonction algébrique. Pour 
définir cette fonction lorsque la variable z décrit un chemin quel- 
conque, on étendra la définition de proche en proche. Supposons 
que le polynome F(z, w) soit indécomposable, c’est-a-dire ne 
soit pas le produit de deux autres polynomes entiers en % et w. 
Alors Péquation F(z, w)=o n’aura de racines multiples que 
pour des valeurs de s en nombre fini. On obtiendra ces valeurs 
de z en éliminant w entre les deux équations 


OF _ 


EC zat) ==) 05 Stic: 


marquons dans le plan des z ces valeurs de 2, ainsi que les racines 
de léquation g,(%)= 0. On appelle ces points les points singu- 
- liers. Cela posé, prenons deux points non singuliers 25, Z, et un 
chemin L joignant ces deux points et ne passant par aucun point 
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singulier. Soient uy, Us, ..-,; Um les m racines simples de I’ équa- 
tion F(z), uw) 0; si lon part de zp avec une de ces racines, 
u, par exemple, la valeur de cette racine sera fixée tout le long du 
chemin L par la condition de continuité. En un point 2, voisin 
de zo, Péquation F(s,, uw) =o admet une seule racine uw, voisine 
de uy; en un point zy voisin de z,, ’équation admet une seule 
racine uw’ voisine de w, et ainsi de suite. On arriye au point Z 
avec une valeur de uw déterminée sans ambiguité. 

Nous devons maintenant étudier l’influence du chemin suivi par 


la variable. La proposition suivante est fondamentale : 


Soit A une aire plane limitée par un seul contour, ne ren- 
Jermant aucun des points singuliers; si Vor va d'un point 2) a 
un autre point L par deux chemins contenus tout entiers dans 
aire A, en prenant laméme valeur initialé pour u, on arrive 
au potnt L avec la méme valeur finale. 


Soient zymZ, sonZ ( fig. 41) les deux chemins allant de 2, a Z. 
Joignons les deux points m et 2; nous formons ainsi deux contours 


fermés 3)mnzy, nmZn. Siles deux chemins 2)m Z, 2)nZ ne con- 
duisent pas ala méme valeur finale pour u, il y aura au moins un 
des contours fermés 3)mnz ,nmZn qui, décrit tout entier en pre- 
nant au point de départ une des racines de l’équation (2), ne ramé- 
nera pas cette racine. En effet, on peut remplacer le chemin 2) mZ. 
par le chemin zy mn +- nmZ. Supposons qu’en allant du point Z, 
au poimt nr par les deux chemins gy mn, zon on obtienne la méme 
racine u’, puis que, partant du poimt 7 avec la racine wu’, on aille au 
point Z par les deux chemins nZ, nmZ, et qu’on arrive dans les 
deux cas avec laméme valeur pour w; alors les deux chemins 3,mZ 
et s,nZ sont équivalents. Si done ces deux chemins n’étaient pas 
équivalents, il y aurait au moins deux des chemins (zy /n, Zp) 7) ct 
(nZ, nmZ), qui ne seraient pas non plus équivalents. Supposons, 
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par exemple, que les deux chemins z,mn et z)n ne conduisent 
pas 4 la méme valeur de uw au point rn. Alors le contour fermé 
3)mnz,, décrit avec la valeur initiale 1, pour uw, ne raménera pas 
cette racine. En décomposant de méme le contour z,mnzs, en 
deux contours plus petits, un de ces contours au moins devra 
changer une des racines de |’équation (2) quand il sera décrit 
tout enter. En continuant ainsi, on a une suite d’aires, toutes 
comprises les unes dams les autres, et, si l’on choisit convenable- 
ment les lignes de division, ces aires décroissent indéfiniment dans 
toutes leurs dimensions. Elles ont done pour limite un point M, 
intérieur & A. Par conséquent, si l’on considére un cercle de 
rayon aussi petit qu'on le veut, ayant son centre en M, il devrait 
toujours exister a l’intérieur de ce cercle un contour c, ne rame- 
nant pas a sa valeur-initiale une des racines de |’équation (2). Le 
point M serait donc nécessairement un point singulier, ce qui est 
contraire a Vhypothése. | 


81. Il nous reste 4 examiner ce qui se passe lorsque la variable 
indépendante.s tourne autour d’un de ces points singuliers que 
nous avons mis de cété. 

Sort z =a un point pour lequel Péquation F(z, uw) = 0 admet 
une racine u=b Wordre nv. En un point Z,, voisin de-a, Péqua- 


tlon aura n racines vyousines de 4 


hla EL Se ie ice EL 3 


Si la variable z part de z, et décrit une petite courbe fermée C 
autour du pomt a, la fonction ayant la valeur initiale u,, cette 
fonction reprend sa valeur initiale, ou, comme sa variation ne peut 
étre que trés petite, sa valeur finale est une des autres valeurs 
dew qui, pour s = Zy, sont voisines de b. Dans le premier cas, la 
racine uw, est une fonction uniforme de s dans le voisinage de z=a, 
développable en une série procédant suivant les puissances entiéres 
et positives de s —a. Dans le second cas, soit u;la valeur finale ; 
si l’on décrit de nouveau la courbe € dans le méme sens avec la 
valeur initiale w;, il est impossible que l’on retrouve la racine w;, 
car le chemin inverse doit ramener u,. On obtiendra donc u, ou 
une autre des racines non encore obtenues. Si lon retrouve w,, 
on voit que les deux racines w,, w; se permutent quand on tourne 
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autour du point a. Dans le second cas, soit uw, la valeur finale. 
Un nouveau tour autour du point a ne pourra donner ni uw; ni up; 
on trouvera donc soit u;, soit une racine non encore obtenue. 
En continuant de la sorte, on finira par retomber aprés p tours 
sur la racine u,. Les p racines ainsi obtenues se permutent circu- 
lairement lorsque s décrit un petit cercle autour du point @; on 
dit qu’elles furment un systéme circulaire de p racines. Si p=n, 
les n racines qui deviennent égales a b forment un seul systéme 
circulaire; si p< n, on répétera le méme raisonnement en par- 
tant d’une des racines non encore employées, et ainsi de suite. 
Donc : 


Lorsquau point s = al equation (2) aune racine b d’ordre n, 
les n racines voisines de b pour une valeur de z voisine de a 
formentun ou plusteurs systémes circulaires ('). 


Nous verrons plus loin (n° 87-90) comment on peut, pour une 
équation donnée, faire les caleuls numériques permettant de par- 
tager effectivement les racines en systémes circulaires et d’obtenir 
des développements en série représentant, dans un certain domaine 
du point z= a, les p racines d’un méme systéme circulaire qui 
deviennent égales 4 b pour s =a. Mais, afin de ne pas interrompre 
la suite des idées, contentons-nous actuellement d’établir @ priort 
la forme analytiqne de ces développements en série. 

Soit wiu,...Up un systéme circulaire de p racines devenant 
égales 4 6 pour s =a et se permutant circulairement dans l’ordre 
des indices, quand z décrit dans le sens positif une petite courbe 
fermée tournant une fois autour du point a: aprés que z a par- 
couru cette courbe, w, devient U2, wz devient Us, ..., Up) deyient W,. 
Faisons le changement de variable indépendante 


= ees rae 
See est a el 


les p racines Wy, U2, ..., Up 6tant des fonctions analytiques de 
sont des fonctions analytiques de z’ devenant égales entre elles 
pour z’=o. Dans un domaine suffisamment petit du point z'= 0, 
Uy, Ua, ..., Up Sont des fonctions uniformes de z'. En effet, si 2! 
décrit une petite courbe fermée ne tournant pas autour du 


(1) Brior et Bovgurt, Fonctions elliptiques, p. 37. 
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point z= 0, z décrit une petite courbe fermée ne tournant pas 
autour du point @ et chaque racine reprend sa valeur initiale. 
Si z' décrit une petite courbe fermée tournant une fois autour du 
point z’=0, s décrit une petite courbe fermée tournant p fois 
autour du point a, comme il résulte de la substitution : chaque 
racine reprend donc encore sa valeur initiale d’aprés la fagon dont 
ces racines s’échangent. D’aprés cela, w,, par exemple, est une 
fonction analytique de 3’, devenant égale a2 b pour s’=o uni- 
forme, finie et continue pour les valeurs de z' appartenant a un 
domaine suffisamment petit du point z’=o0. Cette racine w, est 
donc développable, par la formule de Taylor, en une série pro- 
cédant suivant les puissances entiéres et positives de 3’, 


Uy = 6 +- by, 3' + 6.22 +... + Oy e+... 


Si on revient a l’ancienne variable z, liée a 3’ par l’équation 
écrite plus haut, qui donne 


B= (4a) 


on a le développement suivant pour wu, 


=} 


1 
+...+b,(2—a)?+..., 


uw = b+ b,(s— a)? by(z—ay 

{ 

procédant suivant les puissances entiéres et positives de (z — a)’. 
On obtiendra des développements de méme forme pour Ua, 
Wy, ..+, Up. On peut d’ailleurs les déduire de celui de wu, en 


s’appuyant sur la loi méme de permutation des racines. Posons 


DIE 


w=e?-, 


Prenons la racine u, définie par la série précédente et sup- 
posons que l’on fasse décrire 4 Z un petit cercle autour du 
point sa, dans le sens positif. La racine uy, devient Ug et 

1 1 
(s — a)? devient »(s— a)’, car l’argument de 3 — a augmentant 
1 
de 27, celui de (zs — a)? augmente de 


2 


~+ On a donc le dévelop- 


pement suivant pour lly: 
1 2 . y 
U2a= b+), 0(s—ay + by w?(s— a)? +...+ byw(s—a)P+.... 


APPELL ET GOURSAT. — I, 41 
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Un nouveau tour de z autour du point a donnera w; en chan- 
1 


1 
geant (s—a)? en w(z—a)?, 


4 w 


w=b+bh, w(z— ay + by w*(z— ay? +...+ byw” (z—a)yP+... 


lie 


et ainsi de suite; jusqu’a ce qu’on ait obtenu toutes les racines w,, 
Us, ++, Up.» On voit donc que les p racines appartenant a un méme 
systéme circulaire sont représentées par une méme série procédant 


oo 4 


suivant les puissances entiéres et positives de (z —a@)?, 


1 
u=b+b,(s—a)y’+bz(s—a)r+..., 


lis 


les différentes racines uy, Us, ..., Up lant obtenues en rem- 
1 
plagant successivement dans ce développement (z— a)” par ses 


p déterminations. 


82. Nous venons d’étudier les racemes qui deviennent égales A 
une valeur finie 6 quand z tend vers une valeur fine a. L’étude 
des racines devenant infinies pour za nous conduira a la 
notion des péles d’une fonction algébrique. Ordonnons l’équa- 
lion F(z, wv) =o par rapport aux puissances décroissantes de w, 


F(z, U) = Om(2)U™ + On 1 (5) UM HE 01 (2) + O9(S) HO. 


Soit s=aune racine de |’équation 9m(z)= 0; lorsque z tend 
vers a, une ou plusieurs racines deviennent infinies. Pour étudier 
ces racines, posons 


I . 
u= A, 
Vé i h lle é i 
équation (2) se change en une nouvelle équation 


, I 
(> | (ee VOY mail (« =) wn = 0, 


qui aura un certain nombre de racines nulles en méme temps que 
z—a. Dans le cas général, ces racines se partageront en un cer- 
tain nombre de systémes circulaires, les racines d’un méme sys- 
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téme étant représentées par un développement de la forme 


All = 2 g 
i Pyle, + bgai(3— a)? + bgi3(2—ay+.. | =(s—a)’, 


procédant suivant les puissances de (z — a)! et contenant en fac- 
i 


teur une certaine puissance de (s—a)’, car w' est nul pour s=a. 
q 


La série » qui multiplie (s —a)? est une fonction réguliére de 
1 


(2— a) qui n’est pas nulle pour s =a. On en déduit 


I ; Rae 1 
> Sera aussi une fonction réguliére de (s —a)r, de sorte que les 


p valeurs de w seront représentées par un développement de la 
forme 


1 2 
u=(2—@4) ee ee ee ae 


C’est un développement de méme forme que les précédents, 
sauf qu’il présente a gauche un certain nombre de termes a expo- 
sants négatifs. Si p 1, le point z =a est un pole pour la racine 
considérée, au sens élémentaire du mot; si p est plus grand que 1, 
c’est en méme temps un point de ramification. 


83. Pour étudier les racines de l’équation en u lorsque 3 devient 
infini, on pose 


et ’on est ramené a étudier les racines de l’équation transformée 


CPydS, Ui == 05 


pour les valeurs de s' voisines de zéro. Plusieurs cas peuvent se 
présenter suivant que ces racines ont des valeurs distinctes et 
finies, des valeurs égales ou des valeurs infinies. Dans tous les cas 
possibles, les m valeurs de wu sont représentées dans le voisinage 
de s’=o par un ou plusieurs développements de Vune des formes 
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if a) 2 

u—b =z? eee rice: 
sath ES 2 

u=z' P rents a a en ea 


Par conséquent, les m valeurs de u, pour des valeurs de z de 
module supérieur 4 une certaine limite, seront données par un ou 
plusieurs développements tels que 


J 1 


2 
I P I i rad 
u—b= *) Oy + Oy *) + 5 2) +... |, 
Z ZB ZB 


ea a E 
I e T \? ie 
(Pit eS ao +24 (2 (0.45) | fo Se eo 
z Zz Zz 


On peut résumer comme il suit tous les résultats obtenus : 


Dans le domaine de tout point s=a, les m racines de 
Véquation (2) sont représentées par un certain nombre de 
développements en série de la forme 


i 7 8 e 
u=(z—a) Fee a (s— ar So Se 


I 
en convenant de remplacer 4 — © par oe 


Il est essentiel de remarquer qu’il n’y a jamais qu’un nombre’ 
fini de termes a exposants négatifs. 


84. Nous voyons qu'une fonction algébrique n’admet que deux 
catégories de points singuliers : 1° des pdles, e’est-a-dire des 
points o& une ou plusieurs branches de la fonction deviennent 
infinies, de fagon que les inverses restent des fonctions réguliéres 
dans le voisinage; 2° des points critiques algébriques, c’est-a- 
dire des points autour desquels un certain nombre de valeurs 
de w se permutent circulairement, les valeurs d’un méme systéme 


circulaire étant représentées par un méme développement en 
1 
série, ordonnée suivant les puissances croissantes de (z — a)?, et 
ne contenant qu’un nombre limité de termes a exposants négatifs, 
On voit de plus que ces points singuliers sont toujours en nombre 


fini. 
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Réciproquement, toute fonction analytique qui, sur toule la 
sphére, n’admet que dzs péles ou. des points critiques algé- 
briques et quin'a qu'un nombre fini m de déterminations en 
chaque point est une fonction algébrique. 

Soient w,, 2, ..., Wm les m branches de la fonction uw; toute 
fonction symétrique de ces m quantités sera évidemment une 
fonction uniforme de z, puisqu’un contour fermé décrit par la 
variable peut seulement permuter ces m valeurs. Soit en particu- 
lier o(u;, Us, .-., Um) une fonction symétrique entiére de w,, 
Ux, +++, Um}; dans le voisinage d’un point de ramification a, les 
m valeurs de wu seront données par un certain nombre de dévelop- 
pements de la forme écrite plus haut. Si dans 9(u,, Wy, ...; Um) 
on remplace w,, Us, ..., UW» par leurs développements en série, il 
est clair que les puissances fractionnaires de (3s —a) doivent dis- 
paraitre, puisque 9 est uniforme dans le voisinage du point s = a. 
On peut, du reste, le vérifier par le caleul des sommes des puis- 
sances semblables, telles que Xu)’, en s’appuyant sur ce que la 
somme des puissances 0, 1, 2, ..., p—1 d’une racine primitive 
pe de Punité est nulle. .D’ailleurs, le développement de 9 ne 
contiendra qu’un nombre fini de termes a exposants négatifs. Tout 
point a distance finie s =a sera donc un pdle ou un point ordi- 
naire pour la fonction o(w,, ..., Um) et l'on verra aussi qu’il en 
est de méme pour s =o. Par conséquent (Introduction), toute 
fonction symétrique entiére W,, Uz, ..-, Um est une fonction 
rationnelle de z; ce qui prouve que les m branches de la fonc- 
tion w sont racines d’une équation de degré m en u, dont les 
coefficients sont des fonctions rationnelles de -z. 


85. Ce théoréme va nous permettre de combler une lacune dans 
étude des fonctions algébriques. Soit F(z, w) = 0 une équation 
algébrique entiére erréductible, de degré m par rapport au; sup- 
posons que, pour z = Zp, elle admette m racines distinctes et finies 


UO ioe Ua, 5 oe erate Ula 


La variable z décriyant un contour fermé partant du point Zo 
et y reyenant, sans passer par aucun point singulier, si l’on 
adopte. pour valeur initiale de w la racime u,, par exemple, et 
qu’on suive par coatinuité la variation de cette racine, on reyien- 
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dra au point de départ avec une valeur finale qui sera. comprise 
dans les m racines U,, Uy, .-+, Um. On peut choisir le contour 
fermé décrit par la variable de facon que la valeur finale soit 
une quelconque de m racines, désignée a lV’avance. Supposons, 
en effet, qu'il n’en soit pas ainsi. Les racines u,, U2, ..., Um 
pourront étre partagées en deux calégories : pour les unes, il est 
possible de trouver un contour fermé conduisant de la racine u, a 
l'une quelconque d’entre elles; cela est impossible pour les autres. 
Soient u,, ..-., Up les p racines de la premiére catégorie. Il est 
clair que ces p valeurs de uw ne peuvent que se permuter entre 
elles quand la variable décrit un contour fermé quelconque, et 
qu’elles n’admettent pour points singuliers que des pdles ou des 
points critiques algébriques. Par suite, uw,, Us, ..., Up sont les 
racines d’une équation algébrique entiére o(z, wu) = 0, de degré p 
en uw, et le polynome F(z, w) devrait étre divisible par 9(s, wu), ce 
qui est contraire a l’hypothése. 


Corollatre. — Soit F(z, w) un polynome entier a deux variables 
et soient (Zp, Wo), (31, U1) deux systémes de solutions quel- 


conques de ’équation 
P(e) —=20: 


Supposons qu’on ait démontré qu'il existe un chemin allant du 
point s) au point z, et conduisant de la valeur initiale wo a la 
valeur u,. On peut en conclure que le polynome F(z, w) est irré- 
ductible, ou est une puissance exacte d’un polynome irréductible. 
Mais, dans aucun cas, F(z, w) ne pourra étre divisible par deux 
polynomes irréductibles différents. 


86. Nous pouvons maintenant compléter la définition d’une ° 
fonction algébrique en introduisant la notion des lacets; F(z, wv) 
étant un polynome indécomposable de degré m en u, marquons 
dans le plan de la variable z les points a, a,, ..., a%, ou quel- 
ques-unes des racines de l’équation 


se permu tent entre elles, et de chaque point a; tirons une ligne L; 
s’étendant jusqu’a l’infini, de maniére que ces lignes ne ¢e croisent 
pas entre elles. Soient zy) un point distinct des points singuliers, 
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€l %1, %2,-+-) %m les mracines simples de l’équation F(z,, w) =o. 
Lorsque la variable z décrit un chemin quelconque sans franchir 
les lngnes L;, les m racines de |’équation restent des fonctions 
uniformes de z. Quelques-unes de ces racines peuvent devenir 
infinies en certains points isolés, mais elles restent uniformes dans 
le voisinage de ces points. Désignons par uy, U2, ..., Um les 
mu racines qui Se -redgisent Tespectrvement-a aj, | G95 h.~..5~ Om 
POUL! Zee Set appelons chemin direct de z) a 3 tout chemin 
joignant ces deux points sans franchir aucune des lignes L;. 
Pour suivre la marche de la fonction w lorsque la variable décrit 
un chemin quelconque, il suffit de savoir comment s’échangent 
les m fonctions w,, U2, ..+, Um lorsque la variable franchit une 
des lignes L;. Soient a; un point critique, 3; un point infiniment 
voisin; joignons le point 2; au point z» par une ligne droite, et du 
point a; comme centre, décrivons un petit cercle passant par le 
point z;. Le chemin z)2;mnz;Zo s’appelle un /acet (fig. 42); 
peut étre décrit dans le sens direct ou dans le sens rétrograde, 
suivant qu’on laisse le point a; 4 sa gauche ou isa droite. On le 


Fig. 42. 
ve 
<= () 


ze 


représente par la notation (a@;) ou (a@;)_1, suivant qu'il est décrit 
dans le sens direct ou dans le sens rétrograde. On dit que le 
lacet (a;) unit les deux racines u,, ux si, en partant du point Z 
avec la racine ~,, et décrivant le lacet, on revient au point de 
départ avec la racine ,; on dit qu’il est neutre par rapport a une 
racine s'il reproduit cette racine. 

Un chemin quelconque allant de z) en s peut étre remplacé 
par une suite de lacets suivie du chemin direct unissant ces deux 
points. Par exemple, le chemin z)a2m6nypz (fig. 43) peut étre 
remplacé par 29% MZ) + 39 MBNZy + NYP Zo + SoP3; Fo%MZo 
peut, 4 son tour, étre remplacé par le lacet (a,), 39 mGnz par le 
lacet (d2)_,, 3onyp% par le lacet (a3)_,, et z) ps est un chemin 
direct allant de zy a =. 

Nous terminerons ces généralités par la remarque suiyante. La 
racine u;, qui se réduit a a; pour 3 = Zo, est déyeloppable par la 
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formule de Taylor dans le voisinage de ce point; quel est le rayon 
de convergence de cette série? Ce rayon est égal a la distance du 
point z» au point critique le plus voisin ot la racine considérée 


Fig. 43. 


devient infinie ou se permute avec une autre. Mais le cercle de 
convergence de cette série peut contenir des points ou les racines, 
autre que Wj, se permutent ou deviennent infinies. 


87. Dans ce qui précéde, nous avons établi a priori lexistence 
des systémes circulaires et la forme des développements en séries 
des racines. Il nous reste 4 montrer comment on peut obtenir ces 
systémes circulaires. Les valeurs de z, pour lesquelles équation 
F(z, w):=o0 admet des racines multiples, s’obtiennent en éli- 

oF 


minant w entre les deux équations F = 0, Wy =o Soit's = a@ une 

valeur de z pour laquelle l’équation F(z, uw) = 0 admet une racine b 
“tea oF 

d’ordre n. En général, 7, ne sera pas nul; pout, =a) w= b, 


En langage géométrique, cela signifie que le point de coor- 


données (a, 6) de la courbe qui a pour équation F(z, w)=0 est 


un point simple ot la tangente est paralléle a l’axe des uw. Mais, si 
OF F 5 : 
Yona en méme temps a=” le point (a, 6) est un point muluple 


de cette courbe. En définitive, les points critiques de la fonction 
alvébrique u de 3 correspondent: 1° aux points de la courbe 
ou la tangente est paralléle ad Vaxre des u; 2° aux points mul- 
tiples. Nous laissons de cdté pour le moment les points a l’infini; 
leur étude se raméne, comme on I’a vu, a celle des points a distance 
finie. 

Supposons d’abord que, pour z= a, on ait uneracine 6 d’ordre rn, 


r 
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et que — ne soit pas nul pour =a, u=b. En remplacant z 
par s +a et u par u-+ bd, ce qui revient a transporter l’origine au 
point (a, b), F(z, w) sera de la forme 


(6) F=Az+Bu"+ wzo(z, uw) + (4, u) = 0, 


v(z, w) ne contenant que des termes de degré supérieur a n par 
rapport aw et du second degré au moins par rapport a3; A et B 
sont des constantes différentes de zéro. Pour z = 0, on a 2 racines 
nulles et n seulement, c’est-a-dire que l’axe des w rencontre la 
courbe en 7 points confondus a l’origine, qui sera un point ordi- 
naire si nm = 2, et un point d’inflexion si 7 est supérieur a 2. 

Si on pose 


Be fees ell, US. 


Péquation (6), divisée par z’”, devient 
(7) A+ Boers zs’ iI(2', 6) = 0. 


Pour z' = 0, léquation (7) admet n racines simples fournies par 
Péquation binome 
A+ Bor =0. 
Soient 


Omer isin ae Oh, 


ces n racines rangées par ordre d’argument croissant, l’argument 
de chacune de ces racines étant égal a celui de la précédente, 


2 =) 


e vig 8 a d- 
augmenté de = Pour une valeur de z' voisine de zéro, l’équa- 


tion (7) admettra m racines qui seront des fonctions réguliéres 
de s’ dans le domaine de l’origine et se réduisant respectivement 
& 4, Po, -»., M2 pour 3’ =o. Ces n racines pourront étre repré- 


senlées par 


Py = By, Py + O53, oa Pirpats Kn, 


I 


1, %o, +++) % Etant des fonctions réguliéres de z', qui sont nulles 


pour s' =o. L’équation (6) admettra les n racines 


1 { 


Uy, = (0, -+ a) 3”, Uy = (02+ Gy) 2”, cas To Coys ene gy eee 


pour savoir comment se permutent ces racines dans le domaine de 
lorigine, faisons décrire a la variable un petit cercle dans le sens 
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direct autour de l’origine; argument de 3” augmente de 
1 B 
produit ¢,z” devient donc ¢, 3” et la racine uw, se change en 


21 
le 
Tv 


(iy) = 993" + a 2", 
Ti 


a, étant infiniment petit avec z, car c'est, au facteur e” prés, ce 

que devient la quantité «, quand on augmente largument de 2! 
2% . . “ . 5 

de ¢ Cette racine doit faire partie de n racines u,, Uo, ..., Un. 


Elle ne peut étre égale qua us, car si elle était égale 4.u3, par 
P 5 ? D ) 


exemple, on aurait 
pie, 


et, en divisant par 2”, 


? 
Py— 3 = %3— 0, 
de sorte que la quantité finie ¢, — 9; serait égale 4 une quantité 
infiniment petite. On verrait de méme que, aprés que 3 a décrit 
un petit cercle dans le sens direct autour de l’origine, uz se change 
€N Us, U3 EN Uy, -.-, Un EnU,. Les n racines forment done un seul 
systéme circulaire. 
Ces n racines peuvent étre représentées par un méme dévelop- 
pement en série. La racine de l’équation (7), qui se réduit a 9, 
pour z’ =o, est réguliére dans le voisinage de z’ = 0; elle peut 
done étre représentée par la somme d’une série convergente telle 


que 
4+ A, 3’ + A232-+...,; 


la racine correspondante wu, de l’équation (6) sera égale Ala somme 
de la série 


9 


1\ 1\3 
143 eae alm Se 


Or, quand z tourne autour de l’origine, cette série prend n valeurs 
- al 


distinctes que l’on obtient en donnant a 3” ses n déterminations; 
et, d’aprés ce que nous venons de voir, ces n valeurs représeptent 
les n racines de |’équation (6), qui s’annulent avec z. 
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88. Supposons maintenant que le point (a, 6) soit un point 
multiple de la courbe F(z, w)= 0; nous porterons encore l’ori- 
gine en ce point. Avant d’aborder le cas général, nous étudierons 
deux cas particuliers trés simples : 


1° L’origine est un point double a tangentes distinctes, ct aucune 
des tangentes ne coincide avec l’axe des w. Sil’on ordonne F(z, w) 
suivant les puissances croissantes de u et de z, on aura |’équation 


(8) F(z, uw) =aw+2buz+c22+0(4,u)=0 (ao, b?—acHo), 


z,u)ne contenant que des termes de degré supérieur au second. 
O\4, 5 p 
Pour zo, deux valeurs de uw sont nulles; posons u =z, 
Véquation (8) devient, en divisant par 3? 

| ) I ) 


(9) ap?+- 266 +e+2(2, e)=0, 


et la nouvelle équation admet, pour <= 0, deux racines simples 
#1, 2. Dans le domaine de lorigine, l’équation (g) admet par con- 
séquent deux racines qui sont des fonctions réguliéres de <, 


P = Py +O 5+ B,52+..., 


" 


P" = Py + 45+ Go52+.... 
Les valeurs correspondantes de uw sont représentées par deux 
séries convergentes 
Uj = OS + a, 22+ Gy z+... 


Uy = P25 +) 52+ By 53+.... 


Chacune de ces racines est donc réguliére dans le domaine du 
point 3 =o. 

2° L’origine est un point de rebroussement, et la droite wu =o 
est la tangente de rebroussement. L’équation proposée est de la 
forme 


(10) F(z, vw) = w+ au + bu2s + cuz?+ dz'+ o(s, w) =0, 

o(z, w) ne contenant que des termes d’un degré supérieur au troi- 
siéme. Si l’on pose 

et qu’on divise par 3'°, l’équation devient 


(11) e+td+2'b(2', 9)=0., 
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Supposons que d nest pas nul, ce qui aura lieu si Vorigine est 
un point de rebroussement de premiére espéce. Pour z’ =o, 
l’équation (11) admet deux racines simples + \/— d; pour 2’ voisin 
de zéro, on aura deux valeurs de 9 réguliéres dans le domaine de 
Yorigine et se réduisant respectivement a == ae) pour 2’ =o. 
On en conclura, comme plus haut, |’existence de “deux valeurs 
de uw, racines de |’équation (10), 


\~ 


u, =(V—d+a,) 33. 


uz = (— Vd + a) 22, 


ae 


se permutant quand on décrit un petit cercle autour du point 3 = o. 
Ces deux racines sont encore représentées par un méme déyelop- 
pement en série 


u=\/—dz 


1 
dans lequel on donne a 3” ses deux déterminations. 


89. Aprés ces cas particuliers, arrivons au cas général, ou l’ori- 
eine est un point multiple d’ordre quelconque. L’équation en u 
8 p 
ayant m racines nulles pour z=o doit contenir-un terme de la 
forme Au”, ot A est une constante non nulle, suiy: de termes 

) ? s 
parmi lesquels ceux qui ne renferment pas z contiennent uw a des 
puissances supérieures a 7. Elle est donc de la forme 


(1%) Fiz, wu) =Au?+ DAgguezB =o, 


les exposants a et 6 étant des entiers positifs ou nuls assujettis a 
la condition que, si % est nul, a est supérieur a mn. Alors, pour 
3 =o, ily a bien nr racines nulles. Nous emploierons, pour par- 
tager ces m racines en systémes circulaires, la méthode donnée 
par Puiseux dans son célébre Mémoire sur les fonctions algeé- 
briques('). Admettons que chacune des valeurs infiniment petites 
de wu est d’un degré infinitésimal déterminé par rapport a 2, ou 
peut étre mise sous la forme 


uU = 9 BP, 


p. étant un nombre positif et » une fonction de z qui a une yaleur 


(!) Journal de Mathématiques pures et appliquees, t. XV; 1850. 
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finie et différente de zéro pour zo. Remplacons w par cette 
expression dans |’équation (12), le degré infinitésimal du terme 
général est a» + et celui du premier np, expression qu’on peut 
faire rentrer dans «py. + 6 en faisant pour le premier terme «= 7, 
6 =o. Soit m le degré du terme qui a le plus petit degré, aprés 
cette substitution. Il y aura au moins deux termes de degré m, car, 
s'il n’y en avait qu’un, en divisant par 3”, on aurait une quantité 
finie qui serait égale 4 une quantité infiniment petite. Il faudra 
done qu’il y ait au moins deux termes 


Agg u% 33, Ayia u% 2B", 
parmi lesquels peut se trouver le premier, tels que 


wo + 8 = po’ + 8, 


‘ 


et tels que, pour tout autre terme A,,¢,uw%*’ 38”, on ait 
’ a” B ’ 
wa" + B"> ue + B. 


Pour trouver les valeurs de p. qui remplissent cette condition, 
on se sert d’une représentation géométrique dont le principe est 
da 4 Newton. Tragons dans un plan deux axes de coordonnées 
rectangulaires Oz, Of et marquons les points qui ont pour coor- 
données les exposants (a, §%) des différents termes de l’équa- 
tion (12). Au terme indépendant de s correspondent les points de 


Fig. 44. 


0 ww @ 


Vaxe Oa; le premier, qui est fourni par le terme Aw”, est d’ab- 
scisse n. De méme, les termes de ]’équation indépendants de u 
donnent des points sur l’axe OB (fig. 44). 

Ces différents points étant marqués dans le plan, pour avoir le 
degré pa + 6 en z qu’acquiert un terme Aggu%8 par la substi- 
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tution uw = vs", il suffit de mener par le pomt de coordonnées («, f) 
une droite A de coefficient angulaire — p 


PP 


et de prendre l’ordonnée a lorigine Oo de cette droite : cette 
ordonnée est, en effet, pa + %. Done, si par tous les points mar- 
qués dans le plan «Of, on méne les droites A paralléles ayant 
pour coefficient angulaire — p, les ordonnées a l’origine de ces 
droites donneront les degrés que prennent par la substitution 
u =z" les divers termes de l’équation. Le terme de plus petit 
degré en s correspond au point («, 6) situé sur la droite D dont 
lordonnée a lorigine est la plus petite; comme il doit y avou au 
moins deux termes ayant le plus petit degré, il faut déterminer p. 
de fagon qu/il y ait au moins deux des points (a, 8) sur celle des 
droites D de coefficient angulaire — p ayant la plus peute ordonnée 
a Vorigine. Le nombre — p. est donc le coefficient angulaire d’une 
droite joignant au moins deux des points (a, 3), et laissant tous les 
autres au-dessus d’elle. Voici comment on détermine toutes les 
droites possédant cette propriété. 

Concevons une droite mobile d’abord couchée sur Ow. Farsons-la 
tourner de gauche a droite autour du point d’abscisse n sur Oa, 
jusqu’a ce qu’elle vienne rencontrer un ou plusieurs autres points ; 
faisons-la ensuite tourner, toujours dans le méme sens, autour du 
dernier de ces points, jusqu’a ce qu’elle vienne a rencontrer de 
nouveaux sommets du réseau, et ainsi de suite, jusqu’a ce qu’on 
obtienne une droite passant par le premier sommet du réseau / 
situé sur O8. On a ainsi formé une ligne polygonale, allant du 
point z au point /, dont tous les sommets sont des points du réseau, 
et telle que, si lon prolonge un quelconque de ses cétés, on laisse 
tous les autres sommets du réseau au-dessus de ce coté. — 

Le coefficient angulaire de chaque cété de cette ligne polygo- 
nale, changé de signe, fournit une valeur convenable de py. Soient 
(%, 8) et a’, 8’) les coordonnées de deux sommets du réseau situés 
sur un méme cdté, de coefficient angulaire —p. La droite, a 
laquelle appartient ce cété, a pour équation 


y—b=—yul(r—a), 


et le point ot elle rencontre Of a pour ordonnée 6 + pa. Il est 
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clair que l’on aura 
B+ pe = 8+ 2’, : 


i ‘ 


tandis que, pour un sommet du réseau (2, 6”) situé au-dessus-du 
cété considéré, on a 


Qn 


3" 0" 


= A) 
= pr we. 


Cela posé, considérons un cété C; de la ligne polygonale allant 
du sommet (@;, 8;) au sommet (2;,,, 6;,,), et sorent («,@) un point 
quelconque du réseau situé sur C,, et (a, 6’) un point quelconque 
du réseau situé au-dessus de C;. L’équation proposée. pourra 
s’écrire 
(13) F(z, uv) = Ag,g,utisdi4 D Age ut ab 

Bs Nov 448i 4 UEFA BPE y A gig a’ 2B" = 0, 


Soit » le coefficient angulaire changé de signe du cdté C;; on 


aura 
“p+ B= apt Baebes Bir, +B > op + Bi; 


on lire de la 


fQ Q aQ ae 
ieee eee eae etna ges oh 
' ry 

Ki — & Xi — Hie P 


p . 2 hae é . P : 
La fraction ; étant supposée irréductuble, on a 


Q (oem fe a er 
B— p="kq, Bini Bi= kig, 


oj — a= kp, tj— hin1 = Kip, 


k et k; étant des nombres entiers. Posons, dans |’équation (13), 


, 
5 Seah 


f 
; CP owas 


elle devient 


Fy (2, 0) = Ag;3, 0% 27% 478i + BS Ayg pt z/get+pB 


f , 
Dlg aOe 4, 024 13/9% tt PBi+s + ¥ Aggro’ 2'9%'+pB Sar 


mais on Ure des relations écrites plus haut 


gut pRi= qe+phB=Gtait+phiit, 


qe + PB > qu p Bis 
et, en divisant par 3/7%:+78;, ’équation devient 
(14) ptitsD(p)+ 2’ W(s,~)= 0, 


W(z', ) étant une fonction entiére de v et de 2’, et ®(v) désignant 
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le polynome ) 


D(o) = Ag,8, 0% Ai+4 + & AaB 9 Mi Ng Bs ys 


Pour z' = 0, cette équation se réduit a 


petits P(e) = OP 


elle admet «; — o;,, racines finies et différentes de zéro; pour une 
valeur de z' voisine de zéro, elle admettra done a; — @;,, racines 
respectivement voisines des précédentes et, par conséquent, l’équa- 
Gi 
tion en‘u aura le méme nombre de racines de la forme vz’, la 
quanuté » tendant vers une limite différente de zéro lorsque z 


tend vers zéro. Le cété CG; de la ligne polygonale fournit donc 
(%;— a ,,) racines d’un méme degré infinitésimal 7. En opérant 


de méme avec chaque cété, nous obtiendrons un nombre total de 


racines 
(nm — %,) + (&,— %) +... + (@,—O) =. 


On retrouve ainsi les n racines de |’équation (12) voisines de zéro. 
Chacune de ces racines est done bien d’un degré infinitésimal 
déterminé, et de plus ce degré est commensurable. 

Considérons maintenant en particulier les racines du degré 


infinitésimal © qui sont fournies par léquation ®() =o. Dans 


le polynome ®(¢), tous les exposants sont des multiples de p; 


ainsi 
;— C41 = Kip, &— hi 44 = (ki— k)p. 


Si lon pose »? =h, léquation ®(”) = 0 est remplacée par l’équa- 
tion 


(15) D(A) = Ao,3,\4i4- 2 Agg hhi—* 4 Ag, 8:5, = 0. 
Soient 2 une racine simple de l’équation (15) et 


es eimoasen Oe 


les p racines de l’équation »? =}, rangées dans un ordre tel que 


: . . ae . 2qT 
les arguments forment une progression arithmétique de raisor ois 


Ces racines sont racines simples de l’équation ®() = 0; par con- 
séquent, pour une yaleur de z' voisine de zéro, Péquation (14) 


FONCTIONS ALGEBRIQUES D'UNE VARIABLE. 177 


aura p racines voisines des précédentes, qui seront réguliéres dans 
le yoisinage de zs’ = 0, Soient 


(ige Meat ACES ie Pompey aly) aed 


ces p racines, %, %, ..., %» étant infiniment petits avec 3’. 
L’équation (13) admettra les p racines 


~ 


al g we 
(Pie oie, (Po hs) s", 8... (Pp ep) 2", 


et l'on verra, comme plus haut (§ 87), que ces p racines se per- 
mutent circulairement autour de l’origine. Supposons que la racine 
de l’équation (14), qui se réduit a ¢,, soit développée suivant les 
puissances croissantes de 2! 


p=Mytasgt+bs?+...; 


4\9 Ler 4A\q-+2 
we) aa) plas) +..., 


la formule - 


Tle 


ott l’on attribue successivement a zs’ ses p déterminations, repré- 
sente les p valeurs de wu, qui se permutent circulairement. Ainsi, @ 
toute racine simple de l’équation (15) correspond un systéme 
circulaire de p racines. 

Si Péquation (15) a A; racines simples, le cété C; de la ligne 
polygonale nous fournira 4; systémes circulaires de p racines. S’il 
en est de méme de toutes les équations analogues pour les autres 
cétés, la séparation des racines en systémes circulaires sera effec- 
~ tuée dés la premiére approximation. 

Supposons maintenant que l’équation (15) ait une racine mul- 
tiple A ordre n’, et soit ¢, une racine de l’équation »? = 1; », sera 
une racine multiple d’ordre nv’ de l’équation ®(¢) = 0. Lorsque 2' 
tendra vers zéro, l’équation (14) admettra n’ racines voisines de 0. 
Pour séparer ces n' racines, nous poserons » = ¢, + 0, ce qui nous 
conduit a une nouvelle équation 


(16) TAG ele Coy. 


ayant 7’ racines infiniment petites avec z'. Appliquons a cette 
nouvelle équation la méthode précédente, et supposons que ces 
n' valeurs de ¢’ se répartissent en systémes circulaires dés la pre- 
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miére approximation. Soit 


aN ee 
o = wy 7) +a\s'P" ue. 


un de ces systémes circulaires de p’ racines. L’équation en u 
admettra la racine 


a pe q' 
U = BF (Ope) S24 Ope, eee ee 


fi AaN GPs. AVP Are 
u= vy ( pp" Sea ir) Pa ee 


On a dans le second membre un développement suivant les puis- 
1 


sances croissantes de z’” , dans lequel les trois nombres gp’, pp’, 
q' + qp' sont premiers entre eux. Ce développement prend pp’ 
valeurs différentes quand la variable zs tourne autour de l’origine; 


ou 


il représente done un systéme circulaire de pp! racines de |’équa- 
tion en w. En effet, lorsque la variable z tourne autour de lori- 


1 
gine, le radical 2’? prend pp’ valeurs différentes. Aprés p tours, 
le premier terme se reproduit, mais l’argument du second aug- 
2g' as aS 5 Hts 
mente de —“ 7; ainsi les p premiéres racines différent par le pre- 
12 
mier terme, qui est la partie principale. Ensuite, de p en p, les 


valeurs obtenues différent par le second terme. On a done bien 
pp’ valeurs différentes pour w. 


90. Si les n’ racines de l’équation (16) ne peuvent se répartir en 
systémes circulaires dés la premiére approximation, on opérera 
sur cette nouvelle équation comme on a opéré sur l’équation (13), 
et ainsi de suite. Au bout d’un certain nombre de transformations 
successives, On arrivera a des équations n’ayant plus que des 
racines simples, et, en remontant de proche en proche, on voit 
que la séparation des racines de l’équation proposée en systemes 
circulaires sera effectuée. I] ne pourrait en étre autrement que si 
la suite des opérations conduisait toujours a des équations ayant 
des racines multiples. ll nous suffira done de montrer que cette 
circonstance ne peut se présenter. 

L’équation (13) admet une racine nulle d’ordre n pour z= 0, 
et ’équation (16) admet une racine nulle d’ordre 7’ pour z'=o0, 


FONCTIONS ALGEBRIQUES D'UNE VARIABLE. 179 
Or n’ est au plus égal a x; — ¢;,,, et par suite au plus égal an. Si 
la séparation des racines de l’équation (16) n’est pas effectuée dés 
la premiére approximation, on en déduira une nouvelle équation 
ayant une racine nulle d’ordre n’ pour z’ = 0, et n” sera inférieur 
ou égal an’; et ainsi de suite. On aura donc une suite de nombres 
entiers positifs n,n’, nr", ...n’allant jamais en croissant. Si aucun 
des nombres de cette suite n’est égal A lPunité, il faudra évidem- 
ment qu’a partir d’une certaine équation tous ces nombres soient 
égaux, Supposons, pour fixer les idées, que cela ait lieu dés la 


premiére équation. Comme n’ est au plus égal a a, — ai,,, il 
faudra qu’on ait 
%j— Kjyy— 712, p>t, 
as 7h, Cale — Oy Dy anOr Bye 7eq 


et la ligne polygonale se réduira a un seul cété, allant d’un poimt 2 
sur axe Ox dun point-ng sur laxe O86. Si lon pose dans l’équa- 
tion (13) uv = 2%, elle devient, par hypothése, 


A(o—vy)?+2WV(z,°)=0 


et, par suite, les n racines infiniment petites ont une méme valeur 


approchée 
7) 27. 


Posons ensuite »=¢)+ oe’, léquation en ¢ aura n racines 
nulles pour s = 0 et si l’on écrit-»’ = 37’, g’ étant choisi conve- 
nablement, elle deyient, d’aprés ’hypothése, 


B( wm — wm)? + 2 W,(2, 7) =0, 
et les n valeurs de u auront encore méme yaleur approchée 
U = Po s+ Wy oI 7, 


En continuant ainsi, on voit que les n valeurs infiniment petites 
de wu différeraient entre elles d'une quantité dont l’ordre infinité- 
simal serait aussi élevé qu’on le voudrait; ce qui est impossible si 
léquation est irréduetible, et, par conséquent, n’admet pas de 
racines égales pour toute valeur de z. Imaginons, en effet, que 
lon forme l’équation aux carrés des différences des racines de 
léquation proposée; on aura une équation de méme nature que la 
premiére, dont les racines nulles pour s=o seront d’un ordre 
infinitésimal déterminé. 
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En définitive, lorsque pour z= a l’équation (2) admet n racines 
égales 4 b, les n valeurs de uw qui tendent vers b, lorsque z tend 
vers a, sont représentées dans le domaine du point s = a par un 
ou plusieurs développements de la forme suivante 

hh ie 1 
u=b+a,(3—a)? + %(3—a)? +...+4j(s—ayP+..., 
‘ 

ot l’on attribue successivement a (z — a)’ ses p déterminations, 
et ot l’on prend la méme détermination dans chacun des termes. 
Quelques-uns des nombres entiers posilifs q,, g2, --+, Yi peuvent 
avoir des diviseurs communs avec p, mais il ne pourra pas arriver 
que tous les nombres q; aient avec p un autre diviseur commun 
que l’unité, de sorte que le second membre aura bien p yaleurs 
distinctes. 

Si l’on a un seul systéme circulaire de n racines, le point 3s =a 
est dit un point de ramification d’ordre nm —1; pour n = 2, on dit 
aussi que c’est un point de ramification simple. Si lon a plusieurs 
systémes circulaires, au point z= a sont superposés plusieurs 
points de ramification distincts. 


91. Hxemple 1. — Considérons |’équation (') 


w—3u-+-222=0. 


Pour s=-+1, ona deux racines égales a +1, qui forment un 
systéme circulaire, et une racine simple égale 4 — 2; de méme, 
pour z= —rT, on a une racine simple égale a 2 et deux racines 
égales 4 —1, qui forment un systéme circulaire. Pour toute autre 


Fig. 45. 


| 


-] +1 


valeur finie de z, les trois racines de |’équation sont distinctes et 
finies. Tragons dans le plan des z deux coupures indéfinies sui- 
vant les lignes 1——-— + «, —1——— — «; les trois racines 
deviennent des fonctions uniformes dans toute l’étendue du plan. 
Appelons wo, U1, Wy ces trois racines, qui se réduisent respecti- 


(1) Brior et Bouquet, Fonctions elliptiques, p. 57. 
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vement a 0, + V3, — V3 pour s =o. Si l’on construit la courbe 
représentée par l’équation précédente, on reconnait que, 2 crois- 
sant de o a +1 par valeurs réelles, uw. croit de o A +1, wu, décroit 
de 3 a+ 1 et uy décroit de — V3 a — 2. Par conséquent, quand 
on franchit la coupure L, on passe de wo a W,, de wu; A Uo, mais Uy 
ne change pas. De méme, quand on franchit la coupure L’, wo 
et Wy se permutent, tandis que uw; ne change pas. Si Von déerit de 
Porigine comme centre un cercle de rayon supérieur a l’unité, on 
revient a la valeur initiale aprés avoir décrit trois fois la circonfé- 
rence et rencontré les. trois racines. Ces racines forment done un 
seul systéme circulaire dans le domaine du point s = «0; ce qu’on 
vérifie aisément par la méthode générale. 


E’'xemple IT, — Soit l’équation (') 


uw3—3u2?+ 246= 0, 


Pour z=o0, ona la racine simple u = 3 et deux racines nulles. 
Si on pose u =2?, l’équation devient 


3¢2——T—p3 25 = 0} 


3 I ae 
pour z=o0 elle admet deux racines simples Va’ Va Les valeurs 
de wu qui tendent vers-zéro avec z sont par conséquent réguliéres 


dans le domaine de Yorigine et ont pour premier terme de leur 
développement 


Uy = —=-+:.., Uy=——+.... 


v 


Nous désignerons par uo la racine qui se réduit a 3 pour z= 0. 


23 & 
5 


Pour chacune des six valeurs de z données par l’équation 25 = 4, 
on a une racine simple wu = — 1 et.une racine double u = 2, et les 
deux racines qui tendent vers 2 se permutent autour du point cri- 
tique. A partir de chacun de ces points de ramification, tragons 
une coupure indéfinie suivant le prolongement du rayon joignant 
ce point a l’origine; les trois racines deyiennent des fonctions uni- 
formes dans toute l’étendue du plan (fig. 46). 

Pour voir comment se comportent les racines quand on franchit 


(‘) Brior et Bovauer, loc. cit., p. 59. 
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les coupures, il suffit de construire la courbe qui représente l’en- 
semble des solutions réelles de l’équation 


wW—3wv+C0=0;3. 


on reconnait aussitét que, lorsque ¢ croit de o a 2 par valeurs 
réelles, les trors valeurs de w vont respectivement des valeurs int- 


Fig. 46. 


Us 
\ Ve 
Ds Ors 
Lz sae 


= Wa L, 
E S35 ee ee 


/9. 
pon Ce 


aera 4 
ps X 
fe 
tiales Wg, Wy, Wy aux valeurs finales 2, 2, —1. Done, lorsque z 
décrit une des lignes Oa,, Oa;, Oads, les trois racines Wo, Uy, te 
tendent vers les valeurs 2, 2, —1}; par suite, quand on franchit 
une coupure d’indice impair, on va de la racine u, a la racine uy, 

de w, a Wo, mais U2 ne change pas. 

De méme, lorsque z décrit un des rayons Oa., Oa,, Ody, t va 
de o a — 2 par valeurs réelles, et les racines Uo, U;, U2 tendent 
respectivement vers 2, —1, 2, de sorte que, en franchissant une 
coupure d’indice pair, on passe de Uy a U2, de vy A Uy, Mais UW, ne 
change pas. Les lacets (a2), (@,), (a¢) unissent donc les racines up, 
Ww» et sont neutres pour la racine u,, tandis que les lacets (a@,), 
(a3), (@5) umissent uw et uw, et sont neutres pour la racine Up. 
Si Von décrit um cercle concentrique a Vorigine contenant les 
six points de ramification, ce chemin équiyaut a six facets, et 
chaque racine revient a sa valeur imitiale. La méthode générale 
montre, en effet, que le point a l’infini est neutre pour chacune 
des racines. 

On peut faire l'étude compléte des fonctions algébriques et de 
leurs intégrales au moyen des lacets. C’est la méthode employée 
exclusivement par Briot dans sa Yhéorie des fonctions abe- 
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liennes. Nous nous servirons, dans cet Ouvrage, du mode de 
représentauion de Riemann ('). 


92. Surfaces de Riemann..— A toute relation algébrique 
irréductible a deux variables, telle que F(z, uw) 0, on peut 
faire correspondre une surface plane a plusieurs feuillets, qui joue 
le méme role que la surface 4 deux feuillets pour une équation du 
second degré en U. 


Exemple I. —. Considérons la relation 


[WILE ARS © 


a chaque valeur de z correspondent m valeurs de u qui se per- 
mutent circulairement quand la variable tourne autour de lori- 


gine. Soit 
z = o(cos) + zsin0) (ost< 2x), 


es 0+2(m—i1)x .. O+2(m—rI)x 
Wm = p™| cos ————__——— -+- i sin ———~____——__ ] 
m m 


Prenons m feuillets plans limités par une circonférence de 
centre O et d’un rayon trés grand R, et dans chacun de ces feuil- 


Fig. 47. 
P, 
ice Bs ane 
% & 


lets tragons une coupure suivant l’axe réel; si a un point z du 
feuillet P; on fait correspondre la valeur uz (fig. 47), 


Bos [= | ye Be eale F 


m ™m 


a 
UR= pm 


(‘) Le lecteur fera de lui-méme le rapprochement entre le Chapitre I et les 
paragraphes suivants. 
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on a ainsi sur ces m feuillets la représentation compléte de tous 
les systemes de valeurs de w et de ¢ satisfaisant a la relation 
donnée uw” = z. Plagcons maintenant ces m feuillets les uns au-des- 
sus des autres, les indices se succédant dans leur ordre naturel, et 
le feuillet P,; étant le plus haut; puis réunissons le bord y,0, 
de P, au bord #2 de Po, le bord y2d. de Py au bord a, de P;, 
et en général le bord y;0; de P; au bord ;,16;,, de P;,, puis le 
bord ymOm de P,, au bord a, 6, de P, par de petites bandes de sur- 


faces. On obtient ainsi une surface T'a plusieurs feuillets dont la 
section par un plan perpendiculaire a la direction de la coupure 
offrira l’aspect ci-dessus (fig. 48). 

La derniére bande de surface, celle qui joint 7mm et %,8,, tra- 
verse toutes les autres, mais nous conviendrons, comme plus haut, 
qu il n’y a pas de connexion entre deux nappes de la surface le 
long d’une ligne double, de fagon que deux courbes de la surface 
qui se croisent en un point d’une ligne double n’ont un point com- 
mun que st elles sont tracées sur la méme nappe. La fonction u 
de z devient alors sur la surface T ainsi obtenue une fonction 
jouissant des propriétés suivantes : 1° 2 chaque point de T corres- 
pondent une valeur de z et une valeur de wu parfaitement déter- 
minées; 2° cette valeur de wu varie d’une maniére continue quand 
on décrit un chemin quelconque sur la surface T. A chaque point 
dune ligne double correspondent deux valeurs de wu, que l’on dis- 
tinguera d’aprés la nappe de surface a laquelle ce point est censé 
appartenir. Le raisonnement est tout pareil 4 celui du n° 2. 

Nous avons figuré ( fig. 49) en perspective la surface obtenue 
en supposant le nombre de feuillets égal 4 3(m = 3). 

Imaginons maintenant que le rayon R augmente indéfiniment et 
que les m feuillets, au lieu d’étre 4 une distance finie les uns des 
autres, solent a une distance infiniment petite. Nous représen- 
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terons la surface par sa projection sur un plan avec la ligne de pas- 
sage 0 ——— -+ 0, en marquant par un trait différent les chemins 
situés sur les différents feuillets. Ainsi, la figure 50 représente un 
chemin fermé entourant lorigine sur la surface a trois feuillets, 


Fig. 49. 


avec une-ligne pleine pour les chemins sur le feuillet supérieur, 
une ligne formée de points sur le deuxiéme feuillet, de traits et 
points sur le troisiéme. 


Si on projette sur la sphére, on aura une surface sphérique 
a m feuillets, avec deux points de ramification, le point O et le 
point O'. 


Ezemple I. — Reprenons léquation étudiée plus haut 


w—3u+25 =0, 


qui admet les deux points critiques s = +1. Considérons trois 
feuillets dans lesquels nous tracerons deux coupures partant des 
points +1 et —1 (fig. 5r). 

Appelons wo, uy, We les trois valeurs de wu qui se réduisent res- 
pectivement ao, + \e35 — V3 pour z= 0, et sur chaque point du 
feuillet P; marquons la valeur correspondante de u;. Pour former 
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la surface de Riemann, superposons ces trois feuillets; pour 
savoir comment on doit réunir les bords, reportons-nous au n° 94. 


Fig. 5t. 


Quand on traverse la coupure L, u, se change en u,, UW, EN Up, 
mais uw, ne change pas. Il faudra done réunir a6 et y,9,, %1 
et 7909, PUIS % By el 7.d,. De méme, il faudra réunir, le long de 


la seconde coupure, Agfo Ct Y2P2,) Are et YoPo, Aypr eb v4 Oy. 
La figure 52 représente la projection d’une courbe fermée située 
sur la surface. On a inscrit, a cété de chaque ligne de passage, 
les feuillets qu’elle réunit, et Yon a indiqué dans langle de la 
figure le trait employé pour figurer un chemin dans les feuillets 0, 
1 et 2. 


93. Abordons maintenant le cas général. Soit F(z, w) = 0 une 
équation algébrique entiére, irréductible, de degré m en u. On 
peut former de bien des maniéres une surface T, composée de 
m feuillets superposés, correspondant a cette relation. Voici une 
méthode générale. Marquons dans le plan les divers points a,, 
Ma ee eg Gy autour desquels plusieurs racines se permutent, et 
tragons a partir de ces poimts des coupures s’étendant jusqu’a 
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Vinfini, de fagon que ces coupures ne se crotsent pas entre elles. 
Soit ensuile z) une valeur de z telle que l’équation 


F'(Z9,-) = 0 


ait m racines distinctes et finies, b,, by, ..., b,. Appelons u,, 
Ug, +++, Um les m racines qui se réduisent respectivement a b,, 
by, seeepour z= z,,-et qui restent des fonctions uniformes 
de z, tant que cette variable ne franchit aucune coupure. Ima- 
ginons m feuillets plans superposés, admettant tous les mémes 
coupures allant des points a; 4 Vinfimi. A chacun de ces feuillets 
attachons une valeur de w et donnons au feuillet le méme indice 
qu’a la racine correspondante. I] s’agit de voir comment on doit 
réunir les bords des coupures de ces différents feuillets. 

Pour cela, considérons en particulier le point critique @; et une 
racine w,. Si le lacet (a) raméne la racine uy a sa valeur initiale, 
on supprimera la coupure ajo dans le feuillet correspondant. On 
opérera de méme pour tous les feuillets correspondant a des racines 
que le lacet (a;) ne permute avec aucune autre. Les autres racines 
se partageront en un certain nombre de systémes de racines se per- 
mutant circulairement autour du point aj. Soit (Wg,Wg,-.+, Up; Uy) 
un de ces groupes; le lacet (a;) décrit dans le sens direct change uy, 
en Wg, Ug EN Uy, ..-, UW, en Uy. Réunissons le bord droit de la cou- 
pure sur le fenillet « au bord gauche de la méme coupure sur le 
feuillet 6, le bord droit de la coupure sur le feuillet 6 au bord 
gauche de la coupure sur le feuillet y, ..., et enfin le bord droit 
dep au bord gauche de «. Dans le voisinage du point a;, les feuil- 
lets @indice a, 6, ..., A, uw sont ainsi liés les uns aux autres, mais 
ils sont complétement isolés des autres feuillets. Ils peuvent cepen- 
dant les traverser, mais suivant des lignes doubles de la surface, 
et nous conviendrons toujours qu’il n’y a point de connexion 
entre deux nappes de surface le long d’une ligne double. 

Opérons de méme avec tous les feuillets et tous les autres points 
eritiques. La surface T ainsi obtenue jouit des propriétés sui- 
vantes : 1° a chaque point de cette surface correspond une valeur 
bien déterminée de z et de w; 2° a un déplacement imfiniment 
petit sur cette surface correspond une variation infiniment petite 
de w, sauf, bien entendu, dans le yoisinage des pdles, qui sont en 
nombre fini. Cette surface T est la surface de Riemann corres- 
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pondant a la relation (3, w)= 0, étendue sur le plan des z. Pro- 
jetons cette surface sur la sphére par le procédé déja employé 
plusieurs fois (n° 5); nous obtenons une surface sphériqne formée 
de m feuillets, qui peut remplacer la surface plane. Aux valeurs 
de s de module trés grand correspondent les points de la sphére 
voisins du point O’, et la liaison des feuillets autour du point O' 
résulte de leur liaison autour des autres points de ramification. Par 
exemple, si une racine est uniforme dans le domaine de z= o, 
quand on décrira un contour fermé sur la sphére autour du 
point O' en partant du feuillet correspondant a cette racine, il 
pourra se faire qu’on traverse plusieurs feuillets différents, mais, 
aprés un tour complet, on reviendra au point de départ sur le 
méme feuillet. 

Considérons une valeur a de z pour laquelle p. valeurs de u 
deviennent égales a6 et forment un seul systéme circulaire dans le 
voisinage de ce point. Sur la surface T, on aura un systéme 
de pv. feuillets liés les uns aux autres dans le voisinage de ce point, 
mais séparés des autres feuillets. Ils pourront les trayerser suivant 
des lignes doubles, mais on ne pourra pas passer par continuité 
d'un de ces p. feuillets 4 un autre différent de ceux-la, en restant 
dans le domaine du point a. Nous dirons que ces p feuillets forment 
un cycle, et le point commun a ces p. feuillets est le sommet du 


cycle; c’est un point de ramification d’ordre p. — 1. Il peut se faire 
aussl que, pour 34a, on ait plusieurs systémes circulaires de 
racines. Au-dessus du point s = a du plan des z, on aura sur la 
surface T plusieurs cycles distincts dont les sommets se projettent 
en ce méme point. Par extension, on dira quelquefois qu’un point 
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de la surface, par lequel ne passe qu’un seul feuillet, est un point 
de ramification d’ordre zéro. Un méme point du plan des z peut 
étre la projection de plusieurs points de ramification d’ordre zéro 
et d’autres points de ramification d’ordre supérieur, A un point 
double (a, 6) de la courbe F(z, w)= 0, par exemple, corres- 
pondent deux points de T par lesquels passent deux feuillets tout 
a faits distincts : la surface ne présente rien de particulier en ces 
points. La figure 53 représente quatre feuillets superposés P,, Po, 
P,, P,; le point @ est un point de ramification d’ordre 1 pour les 
feuillets 1 et 2, d’ordre o pour les feuillets 3 et 4; ces deux der- 
niers feuillets sont entiérement distincts au point a (fig. 53). 


Remarque. — Quand on dit dun point de T que ce point 
n’appartient qu’a un seul feuillet, on fait abstraction des lignes 
doubles. Pour un point pris sur une ligne double, il faut ajouter a 
quelle nappe le point est supposé appartenir. 


94. Lorsque la fonction algébrique considérée n’a que des points 
de ramification simples, on peut construire la surface de Riemann 
suivant un procédé dia Liiroth, qui est particuliérement intuitif et 
conduit a d’importantes propriétés des fonctions algébriques ('). 
D’une maniére précise, nous admettrons que la courbe 


Ei(z, ou) 0 


n’a que des points multiples a tangentes séparées, que tous ces 
points multiples sont a distance finie, que l’axe des wu n'est paral- 
léle ni aux asymptotes de F, ni aux tangentes qui passent par les 
points multiples, ni aux tangentes d’inflexion; en traitant au Cha- 
pitre suiyant des transformations birationnelles, nous verrons que 
ces diverses hypothéses ne diminuent qu’en apparence la géné- 
ralité; la fonction uw n’a, dans ces conditions, que des points de 
ramification simples a distance finie correspondant aux points ou 
la tangente a F est paralléle 4 axe des wv. A partir de chacun de 
ces « points de ramification, nous tragons comme précédemment 
une coupure s’étendant a l’infini et ne passant pas par les points 
multiples. Dans le plan ainsi coupé, chacune des branches u,, 


(*) Jorpan, Cours d Analyse, t. I, 2° édition. 
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Uo, +++) Um de la fonction w sera uniforme; mais si l’on traverse 
une de ces coupures, deux et deux seulement de ces branches wu; 
et uw, seront permutées entre elles. Pour exprimer cette propriété, 
nous dirons avec C. Jordan que la coupure en question a le carac- 
tére (ik). 

Soient L,, Ly, ..., Ly, les diverses coupures écrites dans l ordre 
ot se succédent leurs points d’intersection avec un cercle de rayon 
infini, décrit dans le sens direct. La loi de permutation des 
branches wy, Uz, ..., UW, sera enuiérement défime quand on con- 


naitra le tableau 
qe (ty ky ) ( ts ky) Bal 3 (Lyk) 


des caractéres de ces coupures. 

En changeant le tracé des coupures, on pourra modifier ce 
tableau. Soient, en effet, L, L’ deux coupures consécutives (c/), 
(w'k') leurs caractéres. Nous dirons que nous faisons reculer la 
coupure L par rapport a L’ si nous lui donnons le nouveau tracé L, 


Fig. 54. 


marqué en poinullé sur la figure (54). La permutation entre wu; 
et wx, qui se faisait le long de L, est maintenant reportée le long 
de L,. Dans la région du plan coupé comprise entre ces deux 
lignes, & gauche de L’, les branches appelées primitivement u; 
et ux s’appelleront maintenant w, et wz, et les autres garderont 
leur dénomination. Le caractére de L’ restera done inaltéré si les 
couples d’indices (ik) et (c'k’) sont identiques ou complétement 
différents; mais s’ils ont un seul indice commun, ¢ =’, le carac- 
tére de L! qui était primitivement (7k’) va devenir (kk’). © 
Supposons au contraire, que L étant invariable, nous fassions 
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avancer la coupure L’ en lui donnant le nouveau tracé Li de 
la figure 54; dans le secteur compris entre L’ et L, a droite de L’, 
les deux branches de uw, primitivement nommées wu; et u,,, s’appel- 
leront mamtenant wv, et u,;, les autres conservant leur nom. 

Si t,t, k, k' sont tous distincts, ow si i =v, k =k’, le carac- 
tere de Lreste imaltéré aprés cette opération. Mais sii’ = 1, hk’ 4h, 
le caractére de L qui était (7k) deviendra (kk’). 

Nous concluons de la la régle suivante : par une modification du 
tracé des coupures, on peut interverur ordre de deux caractéres 
consécutifs du tableau T, a condition, s’ils ont en commun un 
indice et un seul, de remplacer cet indice dans lun des deux 
caractéres (choisi 4 volonté) par celui qui lui est associé dans 
Yautre caractére. 


95. Nous allons démontrer maintenant que par une suite d’opé- 
rations de ee gemre, on peut ramener le tableau Ta la forme cano- 
nique trés simple 


T = (82)? (23)? (34)2..: (72 —1,, m)2P+2 


en désignant par (zh)* le produit symbolique de s facteurs consé- 
cutifs identiques 4 (¢k), par p un entier sur la signification duquel 
nous aurons maintes fois a revenir (genre de la courbe F). 

Pour démontrer cette importante propriété, partageons les 
earactéres en deux classes suivant qu’ils contiennent ou non l’in- 
dice 1; il existe nécessairement des caractéres de la premiére 
classe, puisque l’équation F = 0 étant irréductible, on peut passer 
de uw, a toute autre branche. S’il existe aussi des caractéres de la 
seconde classe, on pourra les faire passer en queue du tableau en 
les permutant avec les précédents; suivant la loi indiquée a lins- 
‘tant qui donnera, par exemple, 


(34) G2) = (2) (34); 

(23))(@25) == a yerss). 

Aprés cette premiére opération, on aura 
Wl com Ty, 


P; étant un produit de caractéres de premiére classe, T, un pro- 
duit de caractéres de seconde classe. 
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Si tous les caractéres du produit P; ne sont pas identiqucs, il 
contiendra deux caractéres consécutifs différents (17) (14) dont le 
produit pourra étre transformé en (1k)(Ac¢). Nous faisons ainsi 
apparaitre un nouveau caractére de seconde classe (At) que nous 
aménerons a la queue de P, pour le réunir a T,. Nous pourrons 
poursuivre cette opération jusqu’a ce que P ne renferme plus que 
des facteurs tous identiques entre eux. 

Supposons quon ait A ce moment 


Pi=(iayh, T= (ra)h Ty, 


et que m soit > 2. Sid, > 2,0n pourra le réduire de deux unités. 
En effet, pour qu’on puisse passer de l’une des branches wu, 
ou wz a l’une des autres branches w3, u,, ..., i faut que T, 
renferme au moins un caractére tel que (23) qui renferme l’in- 
dice 2. Amenons-le en téte de T,, en le permutant avec les précé- 
dents suivant la loi connue; IT commencera alors par le pro- 
duit (12)"(23) qu’on peut transformer successivement comme il 
sult : 

(12 -1(93) (13), (12)\s=2.93 ) (082, 

(12)hr-2(13) (12. ).(13), (12-2 (13)? (23), 

(12.393) (12) (13) (23), (12) 4-323)? (12) (23), 

(12 3 (93) (13) (232, (12 )Ai-2 (933, 


Fn répétant au besoin cette opération, on aménera A, a ne pas sur- 
passer .2. 

Ceci fait, opérons sur le produit T, comme nous l’avons fait 
sur T’; on pourra le mettre sous la forme 


M=-@3 aT >, 


T, étant un produit de caractéres ou ne figure plus indice 2, 
et A» étant au plus égal a2, si m —1 >> 2. En ccontinuant de la sorte, 
nous arriverons a l’égalité symbolique 


T = (12) (93)...(m—1, myn, 


hi, Aa, +++, Am_1 étant des entiers positifs dont le dernier seul 
peut surpasser 2. ; 

Ces entiers sont pairs, car si Ag par exemple était impair, en 
décrivant un cercle de rayon infini avec la détermination initiale w;, 
on obtiendrait comme valeur finale w.; il faudrait donc, contrai- 


FONCTIONS ALGEBRIQUES D'UNE VARIABLE. 193 


rement a ’hypothése, un point de ramification a l’infini. On aura 


done 


Ly = ne eS Ape = 2, 


nous poserons, d’autre part, 


Kn 2 pe 2: 


96. Ceci posé, il devient facile de construire la surface de 
Riemann attachée a la relation F = o, de sorte que les feuillets en 
soient réunis les uns aux autres ala maniére d’une chaine, chaque 
feuillet, a l'exception des deux derniers, étant réuni au suivant par 
une seule ligne de croisement. Nous considérons d’abord les deux 
coupures L et L’ ayant le caractére (12), et nous les remplacgons 
par une coupure unique tout entiére a distance finie joignant les 
deux points de ramification correspondants et ne traversant pas 
les coupures primitives. Si ’on suppose que la variable z ne tra- 
verse pas cette ligne /,, la branche wu, sera une fonction uniforme 
dans le plan ainsi coupé. En effet, un chemin fermé entourant J, 
pourra étre déformé, sans traverser aucun point de ramification, de 
maniére a traverser successivement et une seule fois L puis L’, 
uw, se changeant ainsi en w,, puis de nouveau en w,; les autres 
coupures L", L", ,.., qui peuvent étre rencontrées par ce contour 
fermé ayant des caractéres qui ne renferment pas l’indice 1, 
uw, revient a sa valeur initiale. Un chemin fermé qui n’entoure 
pas /, pourra étre ramené a traverser d’abord L en un nombre pair 
de points, puis L’ en un nombre pair de points, et l’on voit que wu, 
reprend encore sa valeur initiale. Nous considérons donc un pre- 
mier feuillet plan muni de la coupure 7, sur lequel sont inscrits en 
chaque point les valeurs de w,. 

Nous considérons ensuite les deux coupures du systéme initial 
ayant le caractére (23) et les remplagons comme tout a l’heure par 
une coupure unique a distance finie /,, ne traversant pas les lignes 
déja tracées et ayant pour extrémités les deux points de ramifi- 
cation d’ou sont issues ces deux coupures. Sur le plan muni des 
deux coupures @, et /,, la branche wu. est uniforme; on vérifie en 
effet, comme plus haut, qu’un chemin fermé entourant soit (,, 
soit 2, raméne uw, a savaleur initiale. Cela nous améne a considérer 
un second feuillet plan muni des coupures /,, /; que nous superpo- 


APPELL ET GOURSAT. — I. 13 


194 CHAPITRE iV. 


sons au premier, en supposant qu’en chaque point de ce second 
feuillet se trouve inscrite la valeur de u,. Nous considérons de 
méme un troisiéme feuillet plan superposé aux deux précédents, 
muni des coupures 2, et 7, et sur lequel est inscrit en chaque 
point la valeur de u;. Nous continuons ainsi jusqu’au feuillet de 
rang m—2 muni des deux coupures ¢,,_3; et lm» sur lequel la 
branche w»—» est uniforme. 

Nous avons ensuite 4 considérer les 2p + 2 coupures L' ayant 
le caractére (m—1, m); nous remplagons les deux premiéres 
par la coupure /,,_, joignant les deux points de ramification cor- 
respondants, les deux suivantes par la coupure /,, obtenue d’une 
maniére analogue, ..., les deux derniéres par /,,,_,. Sur le plan 
muni des p+ 2 coupures 


lin—25 Lets Uns 


oe.) Cmpas ; 


la branche w,,_, est uniforme; sur le plan muni des p+ 1 cou- 
pures 


Lan = 4's) hse wey lee +p—V9 


la branche w,, est uniforme; nous aurons ensuite a superposer 
aux m— 2 feuillets déja construits deux feuillets de rangs m —1 
el m munis respectivement des deux systémes de coupures que 
nous yenons de désigner. Nous réunirons ensuite ces feuillets a la 
maniére habituelle; chaque bord de la coupure /, du premier 
feuillet sera réuni au bord opposé de la coupure de méme nom du 
second feuillet, ce qui nous donnera une ligne de croisement 
unique unissant les feuillets 1 et 2. Nous aurons de méme une 
ligne de croisement ¢/, unissant 2 et 3, et ainsi de suite, mais les 
feuillets de rang m— 1 et mseront réunis par p-+-1 lignes de crai- 
sement 


lin—1 ’ bm Linens PS lntp— <. 


97. Il est aisé de montrer que la surface de Riemann ainsi 
obtenue peut étre dilatée dans l’espace et déformée en un disque 
plan percé de p trous, sviivant le procédé que nous avons déja 
décrit pour les surfaces a deux feuillets. Nous considérons comme 
précédemment une surface de Riemann sphérique déduite de la 
surface précédente, les feuillets se succédant dans Vordre 1, 
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2, ..., m en_allant de l’mtérieur vers lextérieur, et nous la 
déformons de maniére que toutes les lignes de croisement appar- 
tiennent 4 un méme grand cercle. Nous transformerons le premier 
feuillet en lui substituant son image par rapport au plan de ce 
grand cerele, et nous pourrons, comme aux paragraphes 51 et 56, 
substituer un seul feuillet a ’ensemble des deux premiers feuillets. 
Le méme procédé peut étre appliqué une nouvelle fois, et ainsi de 
suite jusqu’a ce qu’on arrive a deux feuillets ayant p +1 lignes de 
croisement, Ce cas a déja été étudié, et nous arrivons a cette con- 
clusion que la surface de Riemann considérée peut étre appliquée 
sur un disque a p trous. Cette surface peut, dans l’étude de la 
connexion, remplacer la surface de Riemann primitive. Mais dans 
les problémes concernant l'étude des fonctions analyuques, on 
Supposera toujours en derniére analyse que l'on est revenu & la 


surface primitive Ta feuillets plans superposés. 


98. On appelle point analytique (sz, wv) ensemble dune valeur 
de set dune valeur de wu vérifiant la relation considérée F (3s, uw) = 0. 
A tout point de T correspond un point analytique et inversement. 
Soit (a, 6) un point analytique; on a F(a, 6) =o et en général 
w= b est racine simple de l’équation 


ECQeatl i= O:. 

Sil en est ainsi, le point de T qui correspond au point analy- 
uique (a, b) est déterminé sans ambiguité. I] ne peut y avoir excep- 
tion que si u=b est racine multiple de l’équation précédente. 
Supposons d’abord que les x valeurs de w voisines de 6 pour une 
valeur de z voisine de a appartiennent A um méme systéme circu- 
laire. Sur la surface T on aura, au-dessus du point =a, un 
cycle de n feuillets, dont le sommet sera le point unique de T 
correspondant au point analytique (a, >). Il n’en est plus de méme 
siles n valeurs de wu voisines de b se partagent en p(p >1) sys- 
témes circulaires. On aura p cycles sur T, dont les sommets cor- 
respondent au méme systéme de valeurs 3s = a, w= 6. On aura en 
réalité p points analytiques (a, 6), qu’il faudra distinguer les 
uns des autres. Mais ceci ne peut avoir lieu que pour un nombr e 
fini de systémes de valeurs de a et de b. 
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99. Nous nous proposons d’abord d’étudier les propriétés géné- 
rales des fonctions uniformes sur la surface T ou, ce qui revient au 
méme, des fonctions uniformes du point analytique (2, w). Soit 
en premier lieu (a, 6) un point a distance finie de la surface par 
lequel ne passe qu’un feuillet. Découpons un petit morceau de 
surface entourant ce point et situé tout entier sur un seul feuillet; 
lorsque le point de T restera sur cette portion de surface, le module 
de s—a restera inférieur 4 une certaine limite, et la branche de 
fonction considérée sera, dans ce domaine, une fonction uniforme 
de z — a. Il peut se faire que cette fonction ¢ soit, dans ce domaine, 
égale ala somme d’une série convergente 


9 = Ay+A,(s—a)+...+ Aj(s—@)t-+...; 
alors la fonction ¢ sera dite réguliére au point (a, 6). Si 
Ags AG =... Ag-1 = 0, 


sans que Ag soit nul, le point analytique (a, 6) est un zéro 
d’ordre g. Sila fonction ¢ n’est pas réguliére au point (a, 6), ce 
point est un point singulier. Nous supposerons que c’est un point 
singulier isolé; alors, d’aprés le théoréme de Laurent, on aura, 
dans le domaine de ce point, 


Sil n'y a qu'un nombre limité de termes a exposants négatifs, 
le pomt (a, 4) est’un pole, dont Vordre est égal a la plus haute 


5 I 
puissance de 


dans le développement. S’il_ y a un nombre 


illimité de termes a exposants négatifs, le point analytique (a, b) 
est un point singulier essentiel isolé. Dans les deux cas, le coeffi- 


cient de 


I a vies) 
: est encore appelé résidu. 


& 
Supposons maintenant que le point analytique (a, 6) soit le 
sommet d’un cycle de p. feuillets 4 distance finie. Découpons sur T 
un petit morceau de surface ¢ ne contenant a son intéricur d’autre 
point de ramification que celui-la; ¢ se composera de certaines 
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portions de p. feuillets qui passent par ce point, et sera limitée par 
une courbe fermée qui, yue en projection sur le plan des z, tour- 
nera p. fois autour du point s =a. (ha figure représente cette 
courbe limite, pour » = 3, la convention pour les traits qui figurent 
les chemins étant la méme que la figure 5o. ) 


Fig. 35. 


C’est cette petite portion de surface que nous appellerons le 
domaine du point (a, &). fl est facile de voir que cette surface 
peul se ramener a une portion de surface plane, située sur un 
méme feuillet. Posons, en effet, s = a+-3'” et représentons encore 
la variable z’ par un point dans un autre plan. Tragons les droites 
issues de l’origine qui font entre elles des angles égaux a =; et du 


point z’=o comme centre décrivons un cercle de rayon r trés 
petit, On a ainsi une surface ¢’, composée de » secteurs circulaires 
égaux. Lorsque la variable z' décrit un de ces secteurs, 3 décrit, 
autour du point a, toute la partie d’un feuillet aboutissant a ce 
point comprise a lintérieur d’un cercle de rayon’. A la surface t 
correspond ainsi sur T un domaine entourant le point analytique 
(a, 6), domaine que l’on peut prendre pour la surface ¢. Ces 
deux surfaces ¢ et ¢ se correspondent point par point et, sauf au 
point 3’ = 0, lapplication est conforme. Toute fonction uniforme 
du point analytique (s, w) pourra donc, a lintérieur de ¢, étre 
remplacée par une fonction uniforme de 3’ a Vintérieur de ¢. Il 
suit de la que cette fonction sera dans le domaine de (a, 6) une 


= 


fonction uniforme de (3 — a)", chaque détermination du radical 
correspondant a un des feuillets. 

S’il n’y a pas, dans le yoisinage du point (a, 6), une infinité 
d’autres points singuliers, la fonction ¢ sera done représentée, 
dans le domaine de ce point, par un développement ayant l'une 
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des formes suivantes : 


i WE 

(1) ea Apt Ay(s—ayh+...+Ag(z—a)h+..., 
ee ° 

(U — Ay (3 — a), 

) sama 

YV=—n_n 

(IIL) a= \ Ay (ez —— ae. 
| 


Dans le premier cas, on dira que la fonction + est réguli¢re au 
point (a, b); si Ay =A, 


=). = Ay ope Osansaque. Avjasoit amar. 
le point (a, 6) sera dit un zéro @ordre qg. Dans le second cas, le 
point (a, 6) sera appelé un pole d’ordre n, et dans le troisiéme 
cas, un point singulier essentiel tsolé. Dans ces deux derniers 


5 


= 


cas, si les développements contiennent un terme en 


on appellera résidu le produit p.A_y. Il est facile de justifier ces 
définitions. Imaginons un contour tracé sur T autour du point de 
ramification (a, 6); puisque, par ce point, passent p. feuillets, ce 
contour doit faire » tours autour du sommet du cycle. Cela posé, 
considérons lintégrale 


a 


: | p dz, 


« 


yrise le lone de ce contour, de facon a avoir a sa gauche le domaine 
i s ; U 8 
du point (a, 6). Le seul terme qui puisse donner quelque chose 


ti I 
dans cette intégrale est le terme en ee 


et, comme l’argument de z — a augmente de 27 quand on décrit 
le contour précédent, cette intégrale a pour valeur 2imp.A_ p2On 
a donc, en appelant R(a, b) le résidu, 


. I > 
{(a, b) = — [ eds, 
a2 DR, 
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Vintégrale étant prise le long d’un petit contour entourant com- 
plétement le point (a, 6) de fagon a ayoir a sa gauche l’aire enve- 
loppée, comme dans le cas d’un point (a, b) qui ne serait pas de 
ramification. 

Pour justifier la définition de Vordre d’un pdle ou d'un zéro, 
remarquons qu’un zéro d’ordre g de » donne toujours une varia- 
tion de agz dans logy, quand la variable z décrit un contour fermé 
dans le sens direct autour du point analytique (a, 6), tandis qu'un 
pole dordre n donne une variation de —2nz dans logy. En 
autres termes, un zéro d’ordre g de ¢ donne dans la dérivée 
logarithmique un résidu égal a + q, et un pole d’ordre nr un résidu 
égal a— nv. 

Soit, en effet, 


el ils 
is ed Ee es (Ao 4.0). 
On aura 
Y i 
dy ¢ Tard ve 
a fe a fice A;(s—a arava 
dz u 
a RR Les : 
+(3—a)-| — A,(z— a) Se en 
p: s 
| 
I ees 
—=A,(2—a)* +... 
1 dy q U. 
yp dz u(s—a) 4 
A Se Cea rem pe ame 


Le développement du second terme commencera par un terme de 


el : ees ae q 
degré — — 1 ou de degré plus élevé; le résidu sera donc 1 scp=q. 
v. ke) g pe 


On verrait de méme que, pour un pole d’ordre n de v, le résidu de 
la dérivée logarithmique est égal a — n. 

Passons, maintenant, aux valeurs infinies de s. Pour plus de 
généralité, supposons qu’on ait a linfini un cycle de p feuillets. 


I at : F ‘ 

En posant 3 = mia? la fonction uniforme » se change en une fonc- 
“~ 

tion b(3'), qui est uniforme dans le voisinage de z’ = 0. Ecartons 

le cas ou cette fonction /(s') admettrait une infinité de points 


singuliers dans le domaine de l’origine; dans ce domaine, (3') 
sera représentée par un développement de l’une des formes sui- 
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vanles : 
Us!) = Aol Aya’... 42 AN, 37. 


=} 


UR OS) ae », \iiganu 


+ 7» 
! ( SY = Y Ay zg’ 
VS DL 


La fonction ¢ sera donc représentée, dans le domaine du point 
i Vinfini considéré, par un développement de lune des formes 
suiyantes : 


(I) i Ag+ A, Pe ee \gs 

S| — 

(IL) joe > Avs: =, 
v= "IL 


(1) f= 


Dans le premier cas, la fonction ¢ est réguliére au point a lin- 
4 


fini; si le développement commence par un terme en 2 Bee 

point sera dit un zéro d’ordre g. Dans le second cas, le point a 

Vinfini est un pole d’ordre n, et, dans le troisiéme cas, un point 

singulier essentiel isolé. Si le développement contient un terme 
I 


Ay; oh, : 3 ee 
en ~» ——", on appellera résidu le produit — pA_,. Ces définitions 
se justifient comme précédemment. Le résidu de la fonction » pour 
un point aVinfini est égal a 


: : 
—— | vdz, 
Dire 


Vintégrale Gtant prise le long d’un contour fermé limitant le 
domaine de ce point a linfini, de fagon a avoir ce domaine @ sa 
gauche. Un zéro d’ordre g et un péle d’ordre n donneront res- 
pectivement g et — nr pour résidus dans la dérivée logarithmique. 

Remarquons encore une fois que la foneHion: peut étre réguliére 
a l’infini sans que le résidu soit nul. 


100. Soient » une fonction analytique uniforme du point ana- 
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lytique (3, w) et #,, 3, ~.., ©» les m déterminations de cette 
fonction pour une valeur quelconque de z; il est clair que toute 
fonction symétrique de ¢,, %2, ..., sera une fonction uniforme 
de =. Supposons que, pour z= a, quelques-unes des valeurs ¢,, 
V2, +++) mune soient pas réguliéres; alors la fonction ¢ du point 
analytique (3, w) admettra comme pdles ou points singuliers essen- 
tiels quelques-uns des points analytiques (a, b) qui sont super- 
posés au point z =a du plan des z. La somme des résidus de la 
fonction ¢, relatifs a tous ces points singuliers, est égale au 
résidu de la fonction 0, +- 0. +-...+ 0» relatif au point z= a. 

Si aucun des points analytiques (a,6) que la fonction ¢ admet 
comme points singuliers n’est un point de ramification, la démons- 
tration est immédiate. Supposons que l'un de ces points soit un 
point de ramification d’ordre p.—1; dans le voisinage de ce point, 


p. des valeurs ¢,, (2, ..., 0m seront représentées par un méme 
1 
développement en série suivant les puissances de(s—a hoi Aes 


le coefficient de — 


dans ce développement. Dans la somme 


oO 
04+ 02 +...-+' Pm, on aura le terme — provenant des » valeurs 
de » appartenant a ce systéme circulaire. En opérant de la méme 
fagon avec tous les points analytiques (a, 6), on voit que la pro- 
position est exacte avec la définition du résidu que nous avons 
-adoptée. On reconnait tout pareillement que la somme des résidus 
de la fonction ¢, pour les points al’infini de T, est égale au résidu 
de la fonction ¢,-+ 2-+...+ ¢, pour z =o. 

Supposons que la fonction » du poimt analytique (s, w) n’ait 
sur T qu'un nombre fini de points singuliers. La somme des 
résidus de cette fonction sur toute la surface T sera égale, d’aprés 
ce que nous venons de voir, a la somme des résidus de la fonction 
9+ ey t...+m, qui est une fonction uniforme de s, pour 
toutes les valeurs finies et infinies de z. Or cette somme 


9; Paseo On 


n’a évidemment qu'un nombre fini de points singuliers, et, par 
conséquent, la somme de ses résidus est nulle (voir Introduction). 
On a donc le théoréme suivant : 


Soit » une fonction uniforme du point analytique (3, u) que 
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nadmet, sur toute la surface T, qu'un nombre fini de points 
singulters; la somme des réesidus de cetle fonction sur toute la 
surface est égale a zéro. 

101. Parmi les fonctions uniformes du point analytique (<, w), 
les plus simples sont les fonctions rationnelles de z et de w, 


a Pes Ate) 
Ota ays : 


P et Q étant des polynomes entiers en < et u. Dans le voisinage 
@un point analytique (a, 6) a distance finie, ot w reste fini, le 
numérateur et le dénominateur peuvent se développer en séries 
ordonnées suivant les puissances de = — a, si par ce point ne passe 


qu’un seul feuillet, et de (s — a)? si ce point est le sommet d’un 
cycle de p. feuillets. Le quotient ne pourra done contenir qu’un 
nombre fini de termes a exposants négatifs, si le dénominateur est 
en s —a d’un degré infinitésimal supérieur a celui du numérateur, 
La fonction » est done réguliére au point (a, 6), 4 moins que ce 
point ne soit un pole. Le raisonnement est le méme pour les points 
de T ou w devient infini et pour les points a Vinfini de la surface. 
Par conséquent, toute fonction rationnelle de wu et de s nadmet 
sur toute la surface de Riemann que des pdles. : 

Réciproquement, toute fonction uniforme du point analy- 
tique (zs, u), qui, sur toute la surface de Riemann, n'admet 
@autres points singuliers que des Rates: est une fonction 
rationnelle de z et de u. 

Nous nous servirons, pour le démontrer, de la remarque géné- 


rale suivante : 
Toute fonction uniforme du point analytique (3, u) peut 
étre mise sous la forme 
¢=Po(z)+uPi(s)+ wv Po(z) +...4+ uw"! Pp_1 (2), 
Pale orb Ce conse eae) étant des fonclions untformes de s. 


Par hypothése, léquation irréductble F(z, w)=o est de 
degré men uw. Soient Uy, Us, ..+; Um les m-valeurs de wu corres- 
pondant 4 une méme valeur de z, et #;, 2, ..+, %m les m valeurs 
de » correspondant respectivement aux points analytiques (2, w,), 
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(Zita ie. =. (3, Um). Posons 


fy Posey Pye el! Ps 
5 = Po tt, Ppt... + 03h Pa, 


, S| 1 > wi » . 
Cy = Pou, Pye... ul! cd Dee 


on peut résoudre ces m équations par rapport a Py, P,, .... Py, 
car le déterminant 
Ion ity west 
Wes Testis ioe! 
jie rien un" 


nest pas identiquement nul. On en tirera, par exemple, 


; p D; 
a 3 
l : D 
ou 
Teme tar shea TO ee Oar Oli OP tena, COL 
De LN YR Seo Sg Pam aa, SOLE GL ala a a mat Tac 
it (4 mL 

The AP wise ei 7 ae Say OR i eS (Ae 


Faisons décrire a la yariable s un contour fermé queleonque; 
les lignes du déterminant D se permutent d'une certaine fagon. 
Mais, par hypothése, les »; se permutent de la méme naniére que 
les u;, de sorte que les lignes du déterminant D; s’échangent entre 
elles exactement de la méme maniére que celles de D. Les deux 
déterminants sont donc multipliés par un méme facteur, égal 
a -E 1, et, par suite, P; est une fonction uniforme de <. 

Supposons maintenant que la fonction ¢ du point analytique 
(s, uw) n’admette que des pdles sur toute la surface T. Les déve- 
loppements des w; et des 9; dans le domaine d’un point quelconque 
de la surface ne contiendront jamais qu’un nombre fini de termes 
a exposants négatifs. Il en sera évidemment de méme de D et 
de D;, et, par suite, de P;. La fonction uniforme P;(z), n’admettant 
d’autres points singuliers que des poles, est une fonction ration- 
nelle; d’ou résulte la proposition énoncée plus haut. 


Toute fonction untforme du point analytique (s, u), qui est 
réguliére en tous les points de la surface T, est une constante. 
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in effet, soient 4, 2, ..., m les m valeurs de ¢ correspondant 
a’ une méme valeur de z. Les fonctions symétriques 


XP). LP; Co; Pans Py Pa. = Pri 


sont des fonctions uniformes de z qui restent finies pour toute 
yaleur, finie ou infinie de cette variable. Ce sont donc des con- 
stantes et, par suite, ¢ est racine dune équation a coefficients 
constants. 


102. Le nombre des zéros d’une fonction rationnelle 
(SN sh) 


sur toute la surface 'T est égal au nombre des péles, chacun 
deux étant compte avec son degré de muliiplicité. 


La dérivée logarith mique 


dg do du 


1 dp dz du ds _ 


e dz ° 


est aussi une fonctton rationnelle de z et de wu, et les résidus de 
cette fonction proviennent des pdles et des zéros de v..Un zéro 
d’ordre m; de » donne + m; pour résidu, et un infini d’ordre nx 
donne —n, pour résidu. On a donc, d’aprés un des théorémes 
précédents, 2m;— Ln,= 0 ou 2m;= Ung. 

Cette proposition donne leu a quelques remarques. 

I. La fonction 9,(z, w) =~ ae peut admettre d’autres poles 

9 dz 

que ceux qui proviennent des zéros ou des infinis de ¢. Par 
exemple, supposons que, dans le domaine d’un point de ramifica- 
tion @ordre p.—1, on ait 
a 


p= Ayt+Ai(s—a)r--... (CUNO 
on en déduit 
dy ) cies 
— = -A,(z—a)* +.... 
dz yu 
Le point z—a est un pole d’ordre pp. —v pour - = et, par 
i Lia p P- } ea i g 


suite, le résidu correspondant est nul. 
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I]. On aurait pu aussi démontrer le théoréme précédent en 
remarquant que la différence entre le nombre des zéros et celui 
des poles de la fonction v est égale a la méme différence pour la 
fonction rationnelle »,, ... 0, de z. | 


II. Soient » = o(s, uw) une fonction rationnelle de < et de u, 
et N le nombre des infinis de cette fonction sur toute la ‘surface. 
On dira que cette fonction est d’ordre N. La fonction o(z, uv) —k 
a les mémes poles que 9(z, uw), quelle que soit la constante 4. 
Elle a done aussi N zéros, et la fonction » = o(<, wv) passe N fois 
et N fois seulement par toute valeur donnée a l’avance. 

Les propriétés précédentes rapprochent, on le voit, les fone- 
tions rationnelles de < et de uw des fonctions rationnelles d’wne 
variable. Si Von connait, soit les poles de la fonction rationnelle 
» == 9(, w), avee les parties principales correspondantes, soit les 
poles et les zéros (qui devront étre mis en nombre égal, en tenant 
compte de leur ordre de multiplicité), cette fonction ¢ sera déter- 
minée, &-une constante additive prés dans le premier cas, a un 
facteur constant prés dans le second. En effet, s’il existe deux 
fonctions rationnelles de z et wu satisfaisant a ces conditions, leur 
différence dans le premier cas, et leur quotient dans le second cas, 
est une fonction rationnelle de z et de w, restant finie en tous les 
points de T, c’est-a-dire une constante; mais il n’en résulte pas 
qu’on puisse choisir arbitrairement les poles avec les parties prin- 
cipales, ou les poles et les zéros. Nous savons méme (vozr Chap. I) 
qu il n’en est pas généralement ainst. L’étude des relations entre 
les résidus ou entre les pdles et les zéros sera faite plus loin. 


IV. On emploie quelquefois Pexpression ordre d'une fonction 
en un point (%, 3). Cet ordre est zéro, si le point (a, 8) n’est mi 
un pole ni un zéro; il est égal a +7 si ce point est un zéro 
d’ordre n, 4 —vn’ si ce point est un pole d’ordre n’. Le théoréme 
sur l’égalité du nombre des zéros et du nombre des infinis peut 
alors s’énoncer ainsi: La somme des ordres d’une fonction ration- 
nelle de z et deu sur toute lasurface de Riemann est nulle ('). 

Lorsqu’il y a quelque ambiguité a craindre, on peut dire que 
Vordre total Vune fonction est égal a N, si elle admet en tout 


(1) Briot et Bouquet, Fonctions elliptiques, p. 217. 
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N poles, chacun d’eux étant compté avec son degré de multi- 


plicité. 


103. La définition des zéros et des infinis est purement analy- 
tique; on peut également Ja justifier par des considérations algé- 
briques et géométriques. Etant données les uaiions de deux 


courbes algébriques indécomposables 


(17) Iii Grint z= 10) 


(18) D(z, Ww) =o; 


Waprés la théorie générale de l’élimination, les abscisses des points 
communs aux deux courbes s’obtiennent en éliminant u entre ces 
deux équations. Le résultat de l’élimination est 


NCZ) == Dz, thy): Dizi Tsp) tee -ta eee) vO 


Ut, Ua, +++, Um désignant les m racines de léquation (17). Soit 
(%, &) un point commun aux deux courbes; lorsque z tend vers a, 
r des racines de léquation (17), “1, U2, ..-, Up, par exemple, 
tendent vers 6. Le nombre des points d’intersection des deux 
courbes qui sont confondus au point (a, %) est, par définition 
méme, le degré du produit ®(3, u,)... (sz, u,;) en (s —a@). Il 
faut remarquer que A(z) peut contenir (zs —) a une puissance 
supérieure a celle-la, si les deux courbes ont d’autres points com— 
muns d’abseisse égale a a. 

Cela posé, supposons d’abord que les + valeurs de u égales a 6 
pour z= forment un seul systéme circulaire; ces 7 racines sont 


alors représentées par un méme développement 


ot lon attribue au radical (s — a)" ses r déterminations. Quand 
on remplace wv par ce développement dans ®(z, w), le résultat est 
nul par hypothése pour s= 4a, et lon a un nouveau développe- 


ment 
q q+ 


D(z, uy= B,(s— a)’ + Bs(s—a)” +... (By 0). 


Chacune des expressions ®( 3, u,), ..., M(s, u,) est done du 
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| ae Zz : mens SaReeTn Oars ; 
degré en (5 —) et, par suite, leur produit est du degré g. Or, 


q est précisément Pordre du zéro de la fonction ®(z,u) au 
point («, 8). Done le nombre des points d?intersection des deux 
courbes (17) et (18) confondus au point (a, 6) est égal a l’ordre 
du zéro dela fonction ®(2, u) au point analytique (2, 6), 
u et z étant supposés vérifier la relation F(z, u) =o. 

Si les r valeurs de uw qui deviennent égales a % pour 3 =~ se 
partagent en & systémes circulaires, il y a, sur la surface de Rie- 
mann correspondant a léquation F(z, uw) = 0, & points analy- 
tiques (z, 6). Le méme raisonnement montre que le nombre des 
potnts communs aux deux courbes confondus en (a, 6) est égal 
a la somme des ordres des zéros de O(z, wu) en ces différents 
points analytiques (a, 6) ('). 

Si le point commun aux deux courbes considérées est a l’infini, 
on ne peut plus appliquer la méme régle. Par exemple, les deux 


courbes 
PCa). a 05 


P(z, uv) = usz?—-1=0 


ont une asymptote commune zo, et dans le domaine du 


B(s,2)=s—1; 


\ 


point z= 0, ona 


ce point nest donc pas un zéro pour @(s, vw). L’emploi des coor- 
données homogénes permet, comme on sait, d’éyiter ces diffi- 
cultés; on peut dire encore, ce qui revient au méme, qu’une 
transformation homographique raméne le point commun a dis- 
tance finie et supprime la difficulté. 

La remarque suivante s’applique a tous les cas. Soient '(z, w) = 0 
léquation d’une courbe algébrique indécomposable et f(s, wv), 
v(z, w) deux polynomes quelconques du méme degré n; dési- 
gnons par 9(%, w) la fonction rationnelle 


(1) Nous renverrons le lecteur au Mémoire de M. Halphen : Sur les points 
singuliers, etc. (Journal des Savants étrangers, t. XXYVI), ot Von trouvera une 
définition géométrique du méme nombre. 
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Cela posé, soient (~, 8) un point quelconque de la courbe F=o, 
q le nombre des points communs aux deux courbes F = 0, f=o 
confondus au point (a, 6), g’ le nombre des points communs aux 
deux courbes F=o0, Yo confondus au point (2, 6). La diffé- 
rence q'—q est égale a la somme des ordres de o(2, wu) aux 
différents points analytiques (a, 8). 

La proposition est une conséquence immédiate de ce qui pré- 
céde si le point (a, 6) est a distance finie. Si ce point est a Vinfint, 
on le raménera a distance finie par une transformation homogra- 
phique 

az’ + bw +e a 6 + bow + cl 


oo L=> 


7 7 9 y 
Ge bu 3G DIE Np) ee 


o(z, uw) devient 


ott dy(z’, u') = 0 et f,(s', uw’) =o sont les équations des deux 
courbes de méme degré qui se déduisent des courbes )(z, uv) = 0, 
/(s, u)=o0, par la transformation homographique précédente. 
Or lordre d’une fonction rationnelle en un point ne change pas, 
comme on le verra au Chapitre VI, par une transformation homo- 


graphique. La proposition est done générale. 


104. Le théoréme classique de Bezout, sur le nombre des points 
communs a deux courbes algébriques, peut étre considéré comme 
un simple corollaire de l’égalité du nombre des zéros et du nombre 
des infinis. Etant données deux courbes algébriques, de degrés m 
et n respecuvement, choisissons une droite D rencontrant le sys- 
~téme formé par les deux courbes en m-—-7 points distincts, et 


faisons subir aux deux courbes une transformation homogra- , 


phique, de fagon que la droite D devienne la droite de Vinfini. 
Les m+n directions asymptotiques du systeme formé par les 
deux courbes sont alors distinctes; nous supposerons de plus 
qu’aucune de ces asymptotes n’est paralléle 4 Pun des axes de 
coordonnées. Les équations de deux courbes s’écrivent alors 


: = ; u u 
(19) (EEN =" f(a ) apm lye (:, s 2) ==1On 
“o ~~ 


f u u 
(20) DCG rie vee seat en(t, “) + 2"! ony (. =) at Geol ——O) 


\ 
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= \ ; eee . 

Ji, Gx sont des polynomes enters en — d’un degré au plus égal a 
leur indice. En outre, les équations fim(1, €)= 0; On(1,c) =o ont 
toutes leurs racines simples et n’ont aucune racine commune. La 
surface de Riemann, qui correspond a l’équation (3, w) = 0, se 
compose de m feuillets et n’a aucun point de ramification a l’in- 
fini; les m valeurs de uw pour s = © sont représentées par m déve- 
loppements de la forme 


P war ; 
us opz ed 2 +... WGC ie Mere tg 200") ls 
a 


Chacun de ces points a l’infini est un pole d’ordre n pour 
®(z, uw), car le développement de ®(z, uv) commencera par un 
terme de degré nr, 3”0,(1, c:), qui, d’aprés les hypothéses, ne 
peut étre nul. La fonction ®(z, w) a done mn zéros a distance 
finie, chacun d’eux .étant compté avec son degré de multiplicité ; 
les courbes ont par conséquent mn points communs a distance 
finie. Il est clair. d’ailleurs qu’elles n’ont aucun pomt commun 
rejeté a Vinfini. 


105. Toute surface de Riemann ayant des points de ramifica- 
tion d’ordre quelconque peut étre considérée comme limite d’une 
surface de Riemann n/ayant que des points de ramification simple. 
Soit #(s, w) le polynome le plus général de degré m en s et u. 
Nous pouvons supposer que la courbe qui a pour équation 
#(s,u)=0 n’a aucun point multiple, et que les m asymptotes 
sont distinctes, de telle sorte que les m valeurs de uv pour 3 =x» 
sont fournies par m développements de la forme 


gers € 2 
Srerere (15 SM eigenen, oy) AN) 


le point 5 = 2% est un pole du premier ordre pour chaque valeur 
de w. Les points de ramification sont tous a distance finie et pro- 
viennent des points de la courbe ou la tangente est paralléle a 
axe des uw. Si l’on a pris les axes, ce qu’on peut toujours sup- 
poser, de fagon qu’aucun de ces points ne soit un point d’inflexion, 
ces points sont au nombre de m(m-—1) ct chacun d’eux est un 
point de ramification simple. La surface de Riemann T,; corres- 
pondant a la relation & (3, w) = 0, a done m feuillets et m(m — tr) 


4 


APPELL ET GOURSAT. — I. 14 


210 : CHAPITRE IV. 


points de ramification simples 
Giri pi Mg GN [ N = m(m —1)]. 


Imaginons maintenant que les coefficients du polynome &# (s, w) 
varient d’une maniére continue depuis leurs valeurs primitives et 
admettons, pour fixer les idées, que le coefficient de uw” ne deyient 
pas nul. Quelques-uns des points de ramification peuvent venir se 
confondre, mais la surface de Riemann correspondante se com- 
pose toujours de m feuillets. Pour voir nettement ce qui se passe, 
il est plus commode d’employer les lacets. A partir de chacun des 
points critiques a, @., ..., @y tirons, dans le plan dela 
variable z, une coupure s’étendant jusqu’a l’infini, de fagon que 
ces coupures ne se croisent pas entre elles (fig. 56). Sorent 39 


Fig. 56. 


Porigine des lacets ct uy, U2, ..., Um les m racines, qui sont uni- 
formes tant que 3 ne franchit aucune des coupures. 

Supposons que les deux lacets (a,) et (a,) unissent les deux 
racines Ww, et Wy et soient neutres pour les autres racines. Un 
chemin tel que Z)mnz9 est équivalent a la suite des deux lacets 
(a;), (@,) et raméne chaque racine a sa valeur initiale. Si l’on 
imagine maintenant que, les coefficients de (5, w} variant d’une 
maniére continue, les deux points critiques a, ct @, viennent se 
confondre en un point 6,, le chemin zymnz, devient équiyalent 
au lacet (b,) et, par suite, ce lacet raméne les deux racines u,, Us 
a leurs valeurs initiales. On voit done que deux points de ramifi- 
cation simples sont venus se réduire a un point ordinaire. 

On peut s’en rendre compte d’une fagon plus sensible. Sur la 
surface de Riemann primitive, la ligne droite a, a, peut servir de 
ligne de passage entre deux feuillets; si les deux points a;, ay 


FONCTIONS ALGEBRIQUES D'UNE VARIABLE. 211 


viennent se confondre avec le point b,, cette ligne de passage dis- 
parait, et il n’y a plus de connexion entre les deux feuillets au 
point b,. 

Nous pouvons faire d’autres hypothéses. Si les lacets (a,) 
et (a,) unissent des racines différentes telles que u, et ws, Us 
et u,, le point limite 5, sera la superposition de deux points de 
ramification simples. Si le lacet (a@,) unit uw, et Wy, le lacet (ag), 
u, et ws, le chemin z,mnz, conduit de uw, A vg, de ug a Ug, de uy 
a u,. A da limite, le lacet (6,) permutera clairement les trois 
racines W,, U2, Us. Plus généralement, supposons que lon ait 
r points critiques voisins de @, dz, ..., a, tels que le lacet (a;) 
unisse les racines w, et Uja4, Cl qu'un rayon yvecteur tournant 
autour de zy rencontre ces points dans lordre des indices. Un 
chemin fermé entourant tous ces points critiques et ceux-la seu- 
lement permute cireulairement les 7-+-1 racines w,, ..., Ur443 
si tous les points @,, a2, ..., @, viennent se covfondre en un 
point 6,, on aura autour de ce point un systéme circulaire de 
7 +1 racines. 

La méthode précédente est évidemment générale et montre suf- 
fisamment comment tout point de ramification d’ordre quelconque 
peut étre envisagé comme provenant de la réunion de plusicurs 
points de ramification simples, suivant la conception de Riemann. 
I] est clair, en effet, qu'on peut passer de la relation #(z, uw) =o 
a toute autre relation du méme degré par une variation continue 
des coefficients. 

Soient D le nombre des points de ramification simples qui sont 
venus se confondre en un point z= 6, et Rla somme des ordres 
des points de ramification qui sont superposés au point z= b. 
La différence D-—R est nulle ou égale & un nombre pair 
posittf. 

Pour démontrer cette propriété, nous supposerons que les D 
points critiques @,, @, ..., @p viennent successivement coincider 
avec le point s = b. Aprés ¢ opérations, par exemple, les points a@,, 
Ga, ..., @ seront venus se confondre avec le point } et lon aura 
en ce point 6 un certain nombre de points de ramification super- 
posés, les points @j,,, ..., @ restant des points de ramification 
simples. Soit R; la somme des ordres des points de ramification 
superposés au point & aprés ces ¢ opérations. Aprés la premiére 
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opération, ona 
Di. Rigas D,—R,=0 


et, en général, D;=. 
Imaginons que le point (a@j,,) vienne a son tour se confondre 
avec le point b. Le lacet (a;,,) unit deux racines wy, uz. On peut 


faire plusieurs hypotheses : 


1° Les deux racines w,, uy, sont uniformes dans le-domaine du 
point 6. Lorsque a;,, sera venu en 6, on aura en ce point un point 
de ramification du premier ordre de plus; par conséquent, 


Dus = T+ 7, Rea Ria 


Dri Res = Di ie 


2° Une des racines, u, par exemple, appartient a un systéme 
circulaire de racines se permutant autour du point 6, et wz est 
uniforme dans le domaine de ce point. Supposons que le lacet (a;,,) 
unisse les racines uw, et uz et que le lacet (6) permute les racines 
ly, . ++, Up, la racine ux restant uniforme au voisinage de b. Un 
chemin tel que z,mnsz, (fig. 57) conduit de uw, au,, de uz a Us, ..., 


Fig. 57. 


aty2 


de up, a u,;. Lorsque a4, sera venu en Jb, le lacet (b) permutera 
les p-+-1 racines W,, Uy, la, ..., Up, et les autres systémes circu- 
laires seront restés les mémes. On aura encore 


Dio = Di+1, Rizvi = Rit, Dir — Rei = D;— Rj. 


3° Les deux racines w,, Us appartiennent a un méme systéme 
circulaire de racines se permutant autour de b. Par exemple, sup- 
posons que le lacet (6) permute les racines (u,, Wo, ..-, Ua; 
Whyty +++, Upy et le lacet (aj.,) les racines u, et uy. Le chemin 
(zy) mnz) permutera circulairement les racines 


Uy, Upty, «+45 Uy et Ux ge alls sien ge Ops 
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Quand le point a;,, sera venu en b, on aura deux systémes cir- 
culaires de racines 


Ne ECan UGH: Vea et enamals Up), (Us, U3, ---, Un); 


etl n’y aura rien de changé aux autres systémes circulaires. On 
aura toujours D;,,—=7¢-+-1; pour avoir Pei remarquons qu’au 
lieu d’un systéme circulaire de p racines on a deux systémes cir- 
culaires de (A — 1) racines et de ( p +1-— h) racines. Done 


Rigi — Ri = h—2+p—h—(p—i)=—1, 
Dp — Rin = D;— Rj; 2. 


4° Les deux racines que le lacet (a;,,) réunit appartiennent 
a deux systémes circulaires différents autour du point b. Par 
exemple, lv lacet (a;,1) unit uw, et uy, et le lacet (0) permute les 


FACIES (Uli 5 Up Ok Re CEN py nls 5 LL aig Jo . 


Le chemin z)mnz» permute alors les racines dans l’ordre 
UO) Ul RMLs ate Fatah CU ig wt Uys aeUb ai nara ts. 5 gil pe 


A la limite on aura 


Dit T, Ri — Rr= p +9 —( Pp —1)— 9 = 1, 


Cee rey sy, 


En définitive, quand on change en 7 4-1, lenombre D; — R; ne 
change pas, ou augmente de deux unités. Comme D,— R, =o, 
on en déduit la proposition énoncée. 

Appliquons cette relation a tous les points de ramification d’une 
surface de Riemann; le nombre &D; est égal au nombre des points 
de ramification simples de la surface primitive, c’est-a-dire a 
m(m—1), qui est un nombre pair. On en conclut que la somme 
X(7 —1), étendue a tous les points de ramification d’une surface 
de Riemann, est un nombre pair, 7 désignant le nombre des feuil- 
lets qui appartiennent a un méme cycle. 
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CONNEXION DES SURFACES DE RIEMANN. PERIODICITE 
DES INTEGRALES ABELIENNES. 


Connexion des surfaces en général. — Ordre de connexion d’une surface quel- 
conque; dune surface fermée; d’une surface de Riemann. — Généralisation de 
Ja relation d’Euler pour les polyédres. — Coupures sur une surface de Riemann. 
— Exemples. — Equations binomes, — Surfaces de Riemann régulieres. — 
Intégrales abéliennes. — Propriétés générales. — Périodes, — Classification (*). 


106. On avu au Chapitre Il comment une surface de Riemann 
i deux feuillets pouvait étre transformée en une surface simple- 
ment connexe, par un systéme conyenable de coupures : il en est 
de méme des surfaces 4 un nombre quelconque de feuillets; mais 
les considérations intuitives dont on s’est servi pour le cas parti- 
culier déja traité devyiennent plus difficiles a saisir pour le cas 
général, Aussi nous allons reprendre la théorie de la connexion 
des surfaces a un point de vue tout a fait général. 

Rappelons qu'une surface estdite connexe lorsqu il est possible 
de réunir deux points quelconques de cette surface par un trait 
continu situé tout entier sur la surface. Si l’on a affaire 4 une sur- 
face fermée, ou n’ayant pas de bords, comme une sphére, un tore, 
une surface de Riemann, on commence par lui donner une courbe 
limite en pratiquant une petite fente dans cette surface ou en enle- 
vanl un petit morceau de cette surface. Les coupures dont il 


r 


s’agira ici sont considérées comme de véritables traits de ciseaux, 


(*) Auteurs a consulter : RiEMANN, Jnauguraldissertation, Theorie der 
Abel’schen Functionen. — Neumann, Vorlesungen tiber Riemann’s Theorie, etc. 
— E. Picarp, Traité d’ Analyse, t. Il, Chap, XIII et XIV. — Simart, These de 
doctorat. — Jorpan, Recherches sur les polyédres ( Comptes rendus, t. LX 
et LXIL; Journal de Crelle, t. LXVI et LXVIIL); Note sur la déformation des 
surfaces (Journal de Mathématiques, 2° série, t. XI). — HERMANN WEYL, Die 
Idee der Riemannschen Flaéhe (Leipzig, 1903 ). 
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partant dun bord et s’arrétant dés qu’on rencontre un nouveau 
bord; quand on trace plusieurs coupures successivement, les cou- 
pures ou portions de coupure déja tracées doivent étre regardées 
comme de nouveaux bords, de sorte qu’une coupure ne peut pas 
se traverser, mais peut s’arréter en un point de son trajet. 

Nous prendrons pour définition de la surface simplement con- 
nexe la propriété suivante : une surface connexe est dite simple- 
ment connexe lorsqu’il est impossible de tracer une coupure sur 
cette surface sans la morceler, c’est-a-dire sans la décomposer en 
deux morceaux n’ayant plus de connexion entre eux. Daus le cas 
contratre, elle est plusieurs fois connexe, ou a connexion mul- 
tiple. 

La sphére, le plan indétini, la surface d’un cercle ou d’un ree- 
langle sont simplement connexes. Au contraire, une surface plane 
4 plusieurs contours, le tore, une surface de Riemann a deux feuil- 
lets et plus de deux points de ramification, etc., sont 4 connexion 
multiple. Par exemple, dans la surface ABCD (fig. 58) on peut 


Fig. 58. 


tracer les trois coupures 26, 70, em sans morceler la surface; une 
nouvelle coupure la morcellerait. De méme, la surface d’un tore 
est 4 connexion multiple, comme on I’a déja remarqué (§ 55). 


107. La définition précise de ordre de connexion d’une sur- 
face repose sur les propositions suivantes : 


1. Une surface simplement connexe S est décomposee par 
une coupure en deux morceaux simplement connexes ('). 


Supposons d’abord que la coupure ab joigne deux points de la 


(1) RteMANN, Gesammelte Werke, p. g. 
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limite totale de S. Prenons sur les deux bords de la coupure deux 
points infiniment voisins m, m'; il est clair que tout point de S 
peut étre réuni a l'un des deux points m ou m’ par un trait con- 
tinu situé sur S, sans franchir la coupure ab. On a done décom- 
posé la surface S en deux portions connexes séparément S’, S’ et, 
par hypothése, il n’y a pas de connexion entre S’ et S”. I s’agit 
de faire yoir que chacune de ces surfaces S‘ et S’ est simplement 


Fig. 5p. 


(3) (4) 


connexe. En effet, si S’, par exemple, n’était pas simplement con- 
nexe, On pourrait, sans la morceler, tracer dans 5S’ une coupure. 
Soit ed cette coupure, telle que Vindique la premiére figure a 
eauche. 

Cette coupure cd ne morcelant pas S‘, tout point de S!’ peut 
étre joimt par un trait continu au point m sans franchir la coupure 
cd. Si maintenant on supprime la coupure primitive ab, tout point 
de S’ pourra également étre joint au point m sans franchir cd. On 
pourrait donc, contrairement a l’hypothése, tracer sur S une cou- 
pure cd ne morcelant pas la surface. On raisonnerait d’une fagon 
analogue dans tous les cas, suivant la disposition de la coupure ed, 
et l’on arriyerait toujours a obtenir une coupure ne morcelant pas S; 
telle serait ch db pour la deuxiéme figure, acd db pour la troi- 
siéme, bcdef pour la quatriéme. 

Si la coupure ab, au lieu de réunir deux points de la limite 

lig. 60. 


6 


cL 


totale de S, se terminait en un point de son parcours, comme l’in- 
dique la figure ci-dessus (fig. 60), les deux points m, m’ infi- 
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niment yoisins sur les bords opposés de la coupure seraient dis- 
posés ainsi que le montre le dessin. Nous laisserons au lecteur le 
soin d’achever le raisonnement, qui est identique a celui de tout 
a Pheure. i 


Corollaire. — Etant données p. surfaces simplement connexes, 
si l’on trace, dans ce systéme de surfaces, » coupures successive- 
ment, on obtient ».-+-» morceaux simplement connexes. Chaque 
nouvelle coupurea pour effet de décomposer un morceau en deux. 


Il. Sott X un systéme quelconque de surfaces; si, au moyen 
de » coupures successives, on décompose ce systéme en x mor- 
ceaux simplement connexes, la différence » — « est un nombre 
constant pour ce systéme de surfaces ('). 

Supposons qu’en procédant d’une fagon différente on ait, au 
moyen de v! coupures successives, obtenu «’ morceaux simplement 


n ! 
C—O 


connexes; il s’agit de montrer que l’on a » 

Soient g une coupure du premier systéme, g’ une coupure du 
second systéme. I] est toujours permis de supposer que les cou- 
pures q et q’ ne se rencontrent pas sur les courbes limites, et que 
les points de croisement des coupures ¢ n’appartiennent pas aux 
coupures g et inversement; sil h’en était pas ainsi, il suffirait de 
déplacer infiniment peu quelques-unes des coupures, ce qui ne 
change évidemment pas les nombres v, ~, »', a’. Imaginons alors 
que, dans le systéme de surfaces X, on ait tracé a la fois les coupures 
q et q'; et soit A le nombre de morceaux ainsi obtenus. On peut 
compter ce nombre de deux fagons différentes; d’abord, on peut 
supposer qu’on ait tracé les coupures q les premiéres et quon 
trace ensuite, dans les « morceaux simplement connexes ainsi 
obtenus, les coupures q’. Chacune de ces coupures g' devra compter 
pour p-+1 coupures distinctes, p désignant le nombre de fois que 
cette coupure q’ traverse une coupure q. Si done on appelle P le 
nombre des points de rencontre des coupures ¢ avec les coupures 
q, le nombre total des morceaux sera A= a + v' +P. En opé- 
rant dans l’ordre inverse, on trouverait de méme A = z’+ »-+-P. 


On a done 
aty-+ Pe’ +-yv+ P, 


(1) Rremann, loc. cit., p. 10. 
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c est-a-dire 
- 


Yi a OG aes) ee 


Ainsi, pour décomposer une surface en cent morceaux simple- 
ment connexes, il faut toujours le méme nombre de coupures, 
de quelque fagon qu’on opére. 


108. Cela posé, considérons en particulier une surface con- 
nexe S, et supposons que cette surface puisse étre décomposée en 
portions simplement connexes au moyen d’un nombre fini de cou- 
pures ('). Siv coupures successives donnent « morceaux simple- 
ment connexes, la différence »y — @ est, d’aprés ce qu’on vient de 
voir, un nombre parfaitement déterminé pour cette surface. Le 


nombre 
Noy oa 


est appelé ordre de connexion de cette surface. Pour une sur- 
face simplement connexe, on peut prendre y= 0, # =1, et ona 
N =1, comme il est naturel, (On yoit pourquoi nous avons pris 
y—2%-+ 2, et non pas vy — a, pour mesurer l’ordre de connexion. ) 

Un cylindre ouvert aux deux bouts est transformé en une sur- 
face simplement connexe par une coupure tracée le long d’une 
génératrice. On a ici y= % = 1; ce cylindre est donc une surface 
doublement connexe. Pour transformer le tore en une surface sim- 
plement connexe, il faut deux coupures; le tore est done une sur- 
face triplement connexe. En général, une aire plane an contours 
est une surface connexe d’ordre n. 


Sot 5 une surface N fois connexe (N >1); stVon trace dans 
S une coupure q nemorcelant pas cette surface, on obtient une 
surface S', qui est (N —1) fois conneze. 


Soit N’ Pordre de connexion de S’; si ¥ coupures successives 
décomposent 5’ en  morceaux simplement connexes, on aura 


No Sy — oe, 


et, comme on a passé de S aS’ en tragant une coupure, on aura 


(1) Nous excluons parla méme les surfaces qui ne pourraient étre décomposées 
en portions simplement connexes par un nombre fini de coupures. 
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aussi 
N=v+iI—a-+» 
et, par suite, 
N’=|N —t. 


On conclut de la que toute surface S qui est N fois connexe 
peut étre transformeée en une surface simplement connexe au 
moyen de N—1 coupures. 

Puisque S est N fois connexe (N >>1), on peut tracer une cou- 
pure sans la morceler, et on a une surface S/ qui est N —1 fois 
connexe}si N est plus grand que 2, on pourra tracer dans S/ une nou- 
velle coupure et l’on obtiendra une surface S’ qui sera (N — 2) fois 
connexe, etainsi de suite. Au bout de N — 1 opérations, on arrivera 
a’ une surface dont l’ordre de connexion sera N-—(N --1)=1, 
cest-a-dire 4 une surface simplement connexe. 

Le méme raisonnement prouve que, sur une surface N fois con- 
nexe, on ne peut tracer plus de N —1 coupures sans: la morceler. 
[’ordre de connexion d’une surface est done égal au nombre maxi- 
mum de coupures que l’on peut tracer sur cette surface sans la 
morceler, augmenté d’une unité. 


109. Appliquons ceci aux surfaces fermées. Le type des sur- 
faces fermées simplement connexes est la sphére; aprés la sphére, 
la surface fermée la plus simple est le tore, qui est triplement 
connexe. Mais il n’existe pas de sarface fermée doublement con- 
nexe, et, d’une maniére générale : L’ordre de connexion d’une 
surface fermée est un nombre impair, 

On s’appuie, pour démontrer ce théoréme, sur les remarques 
suivantes : 


I. La limite totale d’une surface simplement connexe se 
compose d’une seule courbe ('). 


Il faut entendre par cet énoncé que cette limite totale peut 
étre décrite d’un seul trait continu. Supposons qu'on ait deux 
courbes limites distinctes C, C’, et soit ab une coupure allant 


(1) Cette propriété est évidente, si l'on définit une surface simplement connexe, 
comme au n° 51. Pour l’identité des deux défimitions, on pourra consulter la Note 
de M. Jordan Sur la déformation des surfaces (Journal de Mathématigues, 
a° série, t. XI). 
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d’un point de C a un point de C’, Cette coupure ne morcelle 
pas la surface; pour le prouyer, il suffit évidemment de faire 
voir qu’on peut réunir deux points infiniment voisins m, m’, pris 
sur les deux bords opposés de ab, par un trait continu, sans 
franchir cette coupure. En effet, soient n et n’ deux points infini- 
ment voisins de C’ de part et d’autre du point 6 ( fig. 61). 

On peut aller de m enn et den’ en m! en longeant la coupure. 
D’autre part, la courbe limite C’ n’ayant qu’un point commun 6 


avec la coupure, il est clair qu’on peut joindre les deux points n 
etn’ par un trait continu restant toujours infiniment voisin de C 
et ne traversant pas ab. Il existerait donc, contrairement a Vhy- 
pothése, une coupure ne morcelant pas la surface. 


Fig. 61. 
Cc 
: — 2, 
ss 
Cc } 


Il. Si dans un systeme de surfaces X on trace une coupure, 
le nombre des courbes limites augmente ou diminue d’une 
UNITE. 


I] suffit d’examiner tous les cas qui peuvent se présenter el 
qu’on a figurés ci-dessous en donnant aux coupures ab, abed des 
épaisseurs finies pour qu’on voie leurs deux bords ( fig. 62). Si 
la coupure réunit deux courbes limites différentes A et B 


(fig. 62, 1), ces deux courbes limites sont remplacées par une 
seule qu’on peut parcourir dans le sens marqué par les fléches. Au 
contraire, si la coupure joint deux points d’une méme courbe 
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limite (2) ou se termine en un point de son parcours (3), le 
nombre des courbes limites est augmenté d’une unité. Dans tous 
les cas, ce nombre change de parité. 

Cela posé,-soit S une surface fermée N fois connexe. La limite 
totale se compose d’une seule courbe infiniment petite, et la 
surface se transforme en une surface simplement connexe au 
moyen de N —1 coupures. Comme, a chaque coupure, le nombre 
des courbes limites change de parité, et que toute surface simple- 
ment connexe a une seule courbe limite, on voit que N—1 doit 
étre pair. Plus généralement, l’ordre de connexion dune surface 
et le nombre des courbes limites sont de méme parité. 


110. Soit 
N=2p+t 


Yordre de connexion d’une surface fermée; le nombre entier p 
est appelé le genre de la surface. La sphére est de genre zéro, 
le tore de genre un. Le type des surfaces fermées de genre p est la 
sphére solide avec p twous, ou le systéme de p anneaux soudés lun 
i autre, formant une chaine’ non fermée. Pour transformer une 
pareille surface en une surface simplement connexe, il faut un 
systéme de 2p coupures. Par exemple, on peut tracer ces 2p cou- 
pures de fagon que p d’entre elles tournent autour d’un trou, les 
p autres passant a travers un ou deux trous. Tout ceci est a rap- 
procher du début du Chapitre IIT; les surfaces qui y sont étudiées 
ne sont au fond que des surfaces du genre p. Les considérations 
qui y sont employées prouvent directement que la surface de 
Riemann a deux feuillets et a 2p + 2 points de ramification est 


de genre p; résultat que nous vérifierons tout A Vheure. 


Lil. Soit S une surface connexe; isolons un point sur cette 
surface par une courbe infiniment petite C et supposons enlevé 
le morceau intérieur; on obtient ainsi une nouvelle surface S’, 
dont Vordre de connexion est supérieur d'une unite @ celut 
de S ( fig. 63). 

I] est évident d’abord que lasurface S’ sera encore connexe. Joi- 
gnons un point 6 de Ca un point a d’une courbe limite A de S par 
une coupure ab, ne morcelant pas ‘S’ (n° 102), et soit S” la nou- 
velle surface ainsi obtenue. Les ordres de connexion des trois 
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surfaces S, S’, 5S” sont respectivement N, N’; N’, Imaginons que 
vy coupures successives g tracées dans 5” la décomposent en 
% morceaux simplément connexes; on aura d’abord 


NYS ¥ —@ == De 


Comme on passe de S/ a S" en tragant dans S’ une seule cou- 
pure ab, on aura aussi ; 
} ) 


N=vti~a+ 2. 


D’un autre cété, si l’on trace dans $ la coupure abed, on la 


décompose en deux, le morceau simplement connexe intérieur A 
la courbe C et la surface S$”; si l’on trace ensuite dans S” les 
vy coupures q, on obtient z morceaux simplement connexes. On a 
done 
N=v+i—(a+1)+»4 
et, par suite, 
NN =51. 


D’une maniére générale, quand on enléve 2 morceaux simple- 
ment connexes d’une surface connexe, l’ordre de connexion aug- 
mente de n unités. 


Remarque. — Quand on applique ce théoréme aux surfaces 
fermées, on doit supposer qu’on a déja donné une limite a la sur- 
face. ; 


112. On déduit aisément de cette remarque une généralisation 
de la relation, due a Euler, qui lie le nombre des faces, ie nombre 
des sommets et le nombre des arétes d’un polyédre. 

Soit T une-surface fermée connexe, de genre p; imaginons 
qu’on ait décomposé cette surface en F portions simplement con- 
nexes par un systéme de coupures. On aura sur cette surface une 
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espéce de réseau polygonal ayant I faces, S sommets, A arétes. Si 
Yon entoure chaque sommet du réseau d’une petite courbe et 
qu’on enléve le morceau intérieur, on aura une surface connexe I” 
dont lordre de connexion sera, d’aprés ce qui précéde, 


N=eapt+ti+S—1=2p+S8; 


car une des petites courbes doit étre regardée comme formant la 
limite de T. Si Pon trace ensuite dans T’ des coupures suivant 
les A arétes, on trouve F morceaux simplement connexes. On.a 


done 

N=opt+S=A—F+2 
ou bien 

\—F—S=e2p—»2 ('). 


Si p= 0, on retrouve la formule d’Euler. 5i p=t, il reste 
A==F +5; comme vérification, reprenons le tore et ses deux 


coupures, Ola 
A= 2. fe S =. 


La formule précédente est souvent utile pour trouver le genre 
dune surface fermée. 


113. Nous allons appliquer cette théorie générale aux surtaces 
de Riemann. Le premier probléme que lon ait a résoudre est le 
suivant : Etant donnée une surface de Riemann connexe T, 
composée dem feuillets, dont on connatt les points de ramift- 
cation, trouver le genre de cetle surface. 

Il suffit de procéder comme pour établir la formule d’Euler 
généralisée. Supposons la surface T composée de m feuillets éten- 
dus sur la sphére et soient a,, ..., a les g points de la sphére ot 
se projettent les points de ramification. Au point a@;, par exemple, 
sont superposés n; points de ramification dont quelques-uns 
peuvent ¢tre d’ordre zéro. Prenons un point O de la sphére au-dessus 
duquel passent m feuillets distincts; isolons chacun des m points 
qui se projettent en O par une courbe infiniment petite, et enle- 
vons les portions de la surface intérieures 4 ces courbes. Opérons 
de méme avec tous les points de la surface qui se projettent aux 


(‘) Luuttten, Annales de Gergonne, t. III. 
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points @, dy, ..., dg, et soit T’ la surface ainsi obtenue. Le 
nombre des .morceaux enlevés est mz + ny+...+ Ng; comme une 
des petites courbes doit servir de limite totale 4 T, l’ordre de 
connexion de T’ sera, en appelant 2 p—+-1 celui de T, 


NY 22° P “tae Us Mg ns Tg 


Pour fixer les idées, supposons les lignes de passage de T tra- 


cées suivant des lignes allant du point O aux points ay, da, ...5 Aq. 

Si, sur chacun des feuillets de T’, on trace les g coupures 

allant de O aux points @,, ..., @, on a, au’ moyen de ces mq 

coupures, décomposé T’ en m morceaux simplement connexes. 

Par suite, ona , 
No = 9, P 4-7 = ye... + Ng = MG — Mm +9. 


ou 
i 


NI 4 
2p) => (m—1n)—9m Si Ds 


| 


or m—n; est égal ala somme des ordres des points de ramifica- 
lion qui sont superposés au point a;,2(m — n;) représente donc 
la somme (7 —1) des ordres de tous les points de ramification 
de la surface; il vient done, en définitive, 

X(7—1) 


P= NY eat ko 
ee 


Telle est la formule fondamentale due a Riemann ('). On voit 
que la somme (7 — 1) est toujours un nombre pair (n° 105). 


(1) Gesammette Werke, p. 106. 
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Exemple. — Pour une surface a deux feuillets, ayant 2 p+ 2 
points de ramification, la formule précédente montre que le 
genre sera égal a p; ce qui est bien d’accord avec le Chapitre ILI. 


414. Le second probléme a résoudre est celui-ci : Etant 
donnée une surface de Riemann, de genre p, transformer 
cette surface en une surface simplement connexe au moyen de 
2p coupures. 


On peut employer pour cet objet plusieurs systémes de cou- 
pures. Nous adopterons un systéme dont s’est servi Riemann ('). 
Remarquons d’abord les propriétés suivantes : 


1° Toute surface dont la limite totale peut étre décrite d’un 
seul trait continu est connexe. En effet, si l’on prend d’abord 
deux points quelconques infiniment voisins de la limite, on peut 
passer de ’un a l’autre par un trait continu infiniment yoisin de 
cette limite. Si on a ensuite deux points quelconques de la sur- 
face, il est clair qu’on peut réunir chacun d’eux a un point infi- 
niment rapproché de la courbe limite. 

2° Etant donnée une surface a connexion multiple limitée par 
une seule courbe, on peut tracer dans cette surface une coupure 
terminée en un point de son parcours et ne morcelant pas la sur- 
face. Par hypothése, on peut tracer une coupure ne morcelant pas 


Fig. 65. 


la surface. Cette coupure part d’un point @ de la limite; suppo- 
sons qu’elle se termine en un autre point 6 de la limite. Marquons 
sur cette coupure deux points a’, b’, infiniment voisins des points 
a et b, et réunissons-les par un trait continu a’ infiniment 
ra ee evar * : I D 
voisin de ab (fig. 65); si lon supprime la coupure 60’ et qu'on 


(‘) Riemann, Abelschen Functionen, § 7. 


APPELL ET GOURSAT,. — I. 15 
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trace une coupure a’b’, on a la coupure aa'cb'a' qui est terminée 
4 un point de son parcours et qui ne morcelle pas la surface. 

Cela posé, considérons une surface de Riemann 2p-—+1 fois 
connexe (p > 0) T2p,,; soit A une courbe infiniment petile servant 
de limite a cette surface. Soit, de plus, a, une coupure ne morce- 
lant pas cette surface; on peut supposer que les deux extrémités de 
cette coupure sont sur la courbe limite A. En effet, si cette cou- 
pure se terminail en un point 6 de son parcours, on pourrait 
prendre pour courbe limite de T,,,, une petite courbe entourant 
le point J, et supprimer la portion de coupure comprise entre A 
et b, ainsi que la courbe limite A. La nouvelle surface T,,, ainsi 
obtenue, est 2p fois connexe; on peut done réunir deux points 
infiniment yoisins, pris de part et d’autre de a@,, par un trait con- 
tinu. Tracons une coupure 0b, le long de ce trait continu; la sur- 
face obtenue Tz), est encore connexe, car sa limite, comme le 
montre la figure 66, peut étre parcourue d’un seul trait continu. 


Sip >1, Tops sera encore plusieurs fois connexe, et l’on 
pourra tracer une nouyelle coupure, partant d’un point de b, et 


terminée en un point de son parcours, ne morcelant pas la sur- 
face. Soient cya cetté coupure et Tsp 2 la nouvelle surface, qui 
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est encore a connexion multiple, ainsi obtenue. On pourra ensuite 
joindre deux points infiniment voisins, de part et d’autre de ayo, 
par une nouvelle coupure 6, et la nouvelle surface T,,_; sera 
connexe, car sa limite totale pourra étre parcourue d’un seul trait 
( fig. 67). 

Si p= 2, Top-3 sera simplement connexe. Si p> 2, on con- 
tinuera de la méme facon. Au bout de p opérations, on aura 
transformé T en une surface simplement connexe T” au moyen 
de p systémes de deux coupures (a,, b,)(v=1, 2, ...,p), réunies 
par des coupures ¢c,(v==1, 2, ..., p—1). Remarquons que les 
coupures ¢, et a,,,(sur la figure c, et a.) ne forment en réa- 
lité qu’une seule coupure se terminant en un point de son par- 
cours. 

L’ensemble des deux coupures (a,, 6,) forme ce que nous avons 
appelé une rétrosection de la surface de Riemann dont le bord 
peut étre parcouru dun mouvement continu; la surface est donc 
rendue simplement connexe par un systéme de p rétrosections 
reliées 4 la maniére d’une chaine par les coupures auxiliaires ¢,. 
Celles-ci peuvent étre supprimées en faisant coincider en un 


Fig. 68, 


point O les p points de rencontre des coupures a, avec les cou- 
pures b, qui leur sont associées; nous avons alors un’ systéme 
canonique de coupures analogue a celui que nous avons défini au 
Chapitre II pour les surfaces a deux feuillets; existence d’un tel 
systéme. devient particuliérement intuitive pour les surfaces de 
Riemann n’ayant que des points de ramification simples et cons- 
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truites suivant le procédé du paragraphe 96, ces surfaces pouvant 
étre déformées de maniére a présenter l’aspect d’un disque percé 
de p trous. Ayant défini arbitrairement le bord positif d’une cou- 
pure a, on conservera la convention du paragraphe pour définir 
le bord positif de b,. La figure 68 représente, pour une surface de 
genre 3, un systéme canonique de rétrosections ou les points de 
soudure des coupures (a, b,), (a2, 62), (a3, 63) sont réunis en 
un seul. On a indiqué sur la figure 69 une représenlation sur 


Fig. 69. 


le plan simple du contour-de la surface T’ au moyen d’un poly- 

gone de 4p cétés (12 dans le cas actuel), ces cdtés correspondant 

aux deux bords des coupures a,, b, et se suivant dans le méme 

ordre; deux cétés correspondant aux deux bords d’une méme- 
coupure : a, et a, ou by et by sont toujours séparés par un cété et 

un seul; a deux points en coincidence sur les deux bords opposés 

d’une coupure, on fait ainsi correspondre deux points homologues 

sur les deux cétés du polygone parcourus en sens contraire. 


415. Appliquons ces considérations générales a quelques 
exemples. : 


Exemple I. — La surface de Riemann correspondant a la 
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relation 
uta A(z —&)(2— pis) 


se compose de quatre feuillets; les points z= a el 3 = 7 sont des 
points de ramification d’ordre 3; au point z = 6 sont superposés 
deux points de ramification simples, enfin le point a l’infini n’est 
pas un point de ramification, -La surface est done du premier 
genre, d’aprés la formule générale. Nous supposerons les lignes 
de passage tracées suivant les lignes droites indéfinies issues 
des points %, 6, y: soient U,, Us, U3, WU, les quatre valeurs de u, 
rangées par ordre d’argument croissant, qui correspondent a une 
valeur de z différente de «, 6, y, et P,, Px, P3, P, les feuillets cor- 
respondants de la surface de Riemann. Les lacets («) et (y) 
unissent les racines wu, et Wy, U2 et U3, 3 el U,, U, et uy. Les 
lignes de passage issues des points « et y unissent donc les feuil- 
lets P, et P,, Pet P3, Py et P,, P, et P,. Au contraire, il y a deux 
lignes de passage distinctes issues de 6; lune d’elles unit les 
feuillets P, et P;, l’antre les feuillets P. et P,. La figure 70 montre 


Bie, eee * 
wae « 

sitete+erte* 
tsitees 


v2) 


les deux coupures a et 6; on a adopté un trait différent pour 
chaque feuillet, comme il est indiqué a cété de la figure. 


Exemple II. — la surface de Riemann correspondant a 

’équation 
te =A So )ee— BCs 7)? 

a quatre feuillets et six points de ramification; les points 6 et 7 
sont des points de ramification d’ordre 3; aux points 6 et o, ona 
deux points de ramification simples superposés. Le genre de la 
surface est donc égal 4 2. Nous supposerons toujours les lignes de 
passage tracées suivant des lignes droites allant des points , 6, y 
au point a l’infini. Adoptons les mémes conventions que dans 
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exemple précédent. Quand on tourne dans le sens direct autour 


quand on tourne dans le sens direct autour de y, on les rencontre 
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dans Pordre P,, P,, Ps, Pz. Du point & partent deux lignes de pas- 
sage unissant P, et P;, P, et P,. Sur la figure 71 on a tracé les 
coupures @,, by, Cy, @2, by. 


Exemple IH. — La surface de Riemann correspondant a la 


relation 
ui=A(z—a)(s—8)(z—y7)(2—8) (1) 


a trois feuillets et cing points de ramification du deuxiéme ordre, 
a, %, y, 0, 00: le genre est done égal a 3. Quand on tourne dans 
le sens direct autour des points «, 6, y, 0, on rencontre toujours 
les feuillets dans le méme ordre P,, Py, P;. Sur la figure 72 ona 
supposé les lignes de passage allant des points ~, 6, y, 0 4 l’infini; 
on. a tracé les coupures a, 6,, €y, a2, be, C2, 49, b3, Cy en figurant 
par un trait continu, par des points ou des points-traits, les lignes 
tracées dans les feuillets 1, 2, 3. 


116. Proposons-nous encore, comme application, d’étudier le 
genre d’une équation binome 


(1) ; UT =REZ); 


R(z) désignant une’ fonction rationnelle. Si, pour une valeur 
finie ou infinie de sz, A(z) a une valeur finie differente de zéro, 
les m valeurs du radical VR(s) restent des fonctions uniformes 
‘de z dans le domaine de ce point. Il en est de méme si, dans le 
domaine d’un point z= a a distance finie, on a 


Rs) = j= a7 Ry) 


ou sil’on a, pour s = o, 


RG) "a" Rees) 


g étant un nombre entier positif ou négatif, et R,(s) une fonction 
rationnelle qui prend une valeur finie et différente de zéro pour 
== a, ou pour z= oo.. 

On obtiendra done les points de ramification de la surface de 
Riemann, correspondant a la relation binome (1), en cherchant 


(1) Cette équation a servi de point de départ. aux recherches de M. Picard 
Sur les fonctions de deux variables indépendantes analogues aux fonctions 
modulaires ( Acta mathematic1z, t. II, p. 114). 
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les poles ou les zéros de la fonction rationnelle R(z) dont l’ordre 
de multiplicité n’est pas un multiple de m. Soient a un de ces points, 
un zéro par exemple, et n son degré de multiplicité. Dans le 
domaine du point s =a, les m valeurs de wu sont représentées par 


V(a— a) P, (3), 


P,(s) désignant une fonction uniforme dans le domaine du point 


z Te ee A 5 f 
z=a etle radical y(s —a)” devant étre pris avec ses m déter- 
minations. Lorsque l’argument de zs — a augmente de 27, l’argu- 
2Nn 
ment de u augmente de = 


7 ie . eS . 
- Supposons — réduit a sa plus simple 
7 


expression ; aprés r tours de la variable z autour du point a, 
largument de u a augmenté de 275 et, par conséquent, uw revient 
a sa valeur initiale. On a donc, en supposant m=re, « cycles 
de v feuillets ayant leurs sommets au point 3 = a. 

Solent @4, a, ..., @, les différents points de ramification, et 
ry; 72) +++, Tq les nombres entiers qui jouent le méme role que le 
nombre 7°; le point a; est le sommet de 2; cycles de r; feuillets. 


Posons 
TM = Oy Py SH Wy PQS... SS NG M'g 5 


tous les nombres 7, 72, ..+, 7g font partie des diviseurs de m supé- 
rieurs a unité et ne sont pas forcément inégaux. La formule 
générale de Riemann nous donne alors 


Gj (74—1) +... Hy (Fg—1) 


wy 


—(m—r1)=p 
ou 
i UE 


ial 
(2) m( g—2— Siz) =ap—s 
\ y 


| 


Les surfaces de Riemann, qui correspondent a une équation 
birome, sont des surfaces réguliéres. On appelle ainsi les sur- 
faces de Riemann telles qu’en chacun des points de ramification 
les m feuillets de la surface se partagent en un certain nombre de 
cycles composés d’un méme nombre de feuillets. Soient a,, 
@, «»., Gq les points de ramification; si au point a; les m feuillets 
se partagent en a; cycles de 7; feuillets (m —=a;r;), le genre de la 
surface est encore donné par la formule précédente. 

La détermination de toutes les surfaces réguliéres d’un genre 
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donné dépend donc en premier lieu de la recherche des solutions 
en nombres entiers et positifs de ’équation (2), 71, ..., rg étant 
des diviseurs de m supérieurs a l’unité. On peut encore écrire 


cette équation 
m(g—2)—(a+...+a4,) =2p—2, 


1, a, +.+, %, étant des diviseurs de m, inférieurs am. 
Examinons les cas les plus simples. Sip =o, l’équation (2) 
donne 


I 2 all 
et, comme = est au plus égal 4 -, on en conclut que l’on a 


U 


q—2<4 ou q <4. 


Si g = 2, l’équation (2’) devient 


7m mn 

eee =D, 

dat} Ps 
ce qui exige que l’on ait m=7,=7y. En prenant g = 3, on doit 
avoir ; 


équation qui n’admet qu’un nombre fini de solutions en nombres 
entiers et positifs. Toutes les solutions de lPéquation (2) sont, 
dans ce cas, renfermées dans le tableau ci-dessous : 


/ 


SG p—eor Si Soe 
| Gi Ort, ri, ie we Pg =a ts 
Pirs.0 5 Vif == oy T= 9, y= 3; T= oO, 
zigs m = 24, TD Tahoe Bae 
m = 60, te Taiz Sy 7a 


~ Si p=1, léquation (2) devient 


q 


I 
q--> — =0; 
- Ft 


1 mes | 


! ; eal = 3 
comme — est au plus égal a 57 on doit avoir 
i 


qc2+! ou qS4. 
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Si g = 4, on a forcément rj= 2. Si g = 3, léquation devient 


et n’admet encore qu'un nombre fini de solutions, qui sont four- 
nies par le tableau ci-dessous : 


g =4, MS 12S 73 >=7), = 2; 
- : | ey TOR Ta 33 
Dp = / 


| q=3 | Fete) Tra= 4, ry= 4; 
3 


| Fafa 5 = 


Enfin, si l’on suppose p supérieur a un, |’équation (2) n’admet 
encore qu’un nombre Jimité de solutions en nombres entiers et 


o.- . I 
2 : ; 2 acd ¢ 
positifs, répondant a la question. En effet, on a may ety par 


suite, 

m(q—2—£) <op—» 
ou 

(3) m(q—4)S4p—& 


Comme m est au moins égal 4 2, on en conclut que g satisfait 
a linégalité 


ou 


Pégalité n’ayant lieu que si tous les nombres m et r; sont égaux 
a 2. Il y a donc une limite pour q. En second lieu, pour une 
valeur donnée de q, ily a une limite pour m et, par suite, pour 
ri, Ta, +++, Yq. Geei-est évident d’aprés Vinégalité (3), si g est 
supérieur a 4. Il ne peut y avoir de difficulté que sig = 3 oug = 4. 
Si g = 3, la somme 3 ete = se = devant étre inférieure a Punité, 
4I 


on s’assure aisément que cette somme est au plus égale a ip 


» ce 
qui a lieu pour 7, = 2, r= 3, r;= 7. On a, par suite, ; 


m <42(2p—2). 


< I if I I A 
De méme, si g = 4, la somme = + seidei = athens devant étre 
1 2 3 4 


Il 


5 et l’on a, par suite, 


inférieure a 2, est au plus égale a 


mS6(2p—2), 
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On a d’ailleurs une limite inférieure de m en remarquant que 


wu eee es : 
» — est au moins égal a ~ et l’on a, par suite, 
herd Tj mr 


Voici le tableau des solutions de ’équation (2) lorsque p = 2 
q que p 


nous rappelons que 7; doit étre un diviseur 


Vunité. 


QQ 


Oo Oo 


=> 


kh Seely Beer ee ry 
FF (ae A iran, « 7 
if hae tele rae ry 
Ae Pee rere aie eee r, 
fate Osan. ry 
T= Osspee ry 
M =12..... ry 
RIOR Pale Oats ry 
Ree. Mek mias é hae 
ea tance ANS eel oct oe ry 
ikea 90 Eee ee ry 
Pits BO rap ehct aes ry 
P= WS. ry 
ee ry 
Ot a ry 
Parsi to iat eae ry 
Sethe ee ae ry 
Te OR a ry 
ear eae ry 
PTR Olas ete, vee rT, 
Fd) the a ee ry 
iif at ta Ape ry 
DOES oie aie Ty 
Tite sears ah ry 
42 ae Dee ry 
bit eee rats aks ry 
(Pee ry 
1D By 
ey Me ae ry 
ea ee og ry 


= P= 

= Poe 798 Os 

HM, =73= 4; 

=e Py OS 
=r=3,  m=9; 

=F Py = 5; r3—= 105 
=), mae i =) 
05 AO ta Os 
ca Ap eesiera ye L3 Oe: 

==35 Tia aig = Aes 
eA oe Ls 

=o, m=h r= 8; 
= 2 Pr, = 3, gah 
ion Po OF, Ras oe 
— 0) an Rg == VON 
oe evan Vigo. Ol 
=> ey Gy Pes he 

ator Boi Oy 3 = 10; 
= 2, r,= 3, r3= 95 
= 2, Py — 45 Po 5; 
= by ry 9, r3= 8; 
— i, Loan pave 
=f 7 pS HS 1G 
aa r3= 7, = 4; 
=) Oe hg Tp bs 
== Fy 2, Pe (by 
= Fa Ti ry= 4; 
== Fy Fa D5 Pipes re 
=a = OE aa Oe 

= Plg=...=7, = 2 


> 
de m supérieur a 
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Connaissant une solution de l’équation (2), la détermination 
d’une surface de Riemann ayant la ramification demandée est un 
probléme de combinaisons qu’on peut toujours résoudre par un 
nombre fini d’essais. Cette surface une fois déterminée, il reste- 
rait encore a examiner si elle correspond 4 une relation algé- 
brique, question générale que nous n’aborderons pas ici ('). Nous 
allons montrer simplement comment on peut obtenir les équations 
binomes qui correspondent a une solution de l’équation (2) en 
nombres entiers et positifs. Soit 


(4) ul = (3 — aj) 


une équation binome irréductible; le nombre m; peut toujours se 
mettre sous la forme m;=mt;+n;, ¢; désignant un nombre 
entier positif ou négatif, et m; un nombre entier satisfaisant aux 
inégalités oSnj;< m. L’équation binome proposée peut alors 
's’écrire 

{250) uw = [Ry (2) "(3 — ay (ze — an)... (3 — as)", 


R,(s) désignant une fonction rationnelle de z et m, ..., rs des 
nombres entiers positifs inférieurs 4 m. Les nombres m, nj, ..., 
ns sont en outre premiers entre eux, sans quoi la relation ne 
serait pas irréductible. ll est clair que la fonction u définie par 


l’équation (5) estramifiée comme la fonction U définie par]’équation 


(6) Um =(s—a)"(z— az)... (3 — ay)". 


Supposons connues les valeurs de q, 71, 72, -.-; Tg. Le nombre s 
est égal A g—1 ou aq, suivant que le point a l’infini est ou non 
un point de ramification. Quant au nombre m, il est toujours égal 
au plus petit multiple commun M des nombres 7, 72, ..., rg. En 
effet le rapport n réduit a sa plus simple expression doit étre de . 


ij 


Wi : . . ee, ete 2 
la forme —, ce qui exige que m soit divisible par r;. On a done 
i 


m = MQ, et, par suite, 


Nj r; iM 
ou n= Qri-} 


MQ os rij ri 


tous les nombres n; sont donc divisibles par Q, et, par consé- 


(*) Riemann a démontré qu’a toute surface connexe a plusieurs feuillets cor- 
respond une fonction algébrique. Nous reviendrons sur cette question dans le 
deuxieme Tome de ces lecons. 
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quent, on a Q =1 : autrement la relation (5) ne serait pas irré- 
ductible. 

Cette remarque permet d’éliminer un certain nombre des solu- 
tions trouyées par l’équation (2), auxquelles ne correspondent 
pas d’équations binomes. Nous voyons de plus que, lorsque p =1, 
les valeurs de m sont respectivement m= »2, 3, 4, 6. En nous 
bornant au cas de p =o et de p=1, nous n’avons donc en tout 
que six cas a examiner : 


iPi— Oo 12, (0 OI 

p=o0, Gira LEW fie Ton To De r3 = n (n impair) 
p= 5 O Nai th ita == 

too . G35 M5), Pi Was 

setts. < ; aoe Ti ip, T=) De pa (AP 

Sain. ; =, 1 —— Tae ony. r= 6. 


La discussion n’offre aucune difficulté et toutes les relations 
binomes de genre o ou 1 sont fournies par le tableau suivant : 


_ysbeee wm = [By(s) "(says — aan} 
e | 1 hee so um =[Ry(s)]"@(z— ay)"; 
| HL. ... w =[Ry(s)P(z—a,) (s — a2) (s —a3)(s— a); 


el. te eee | Ry 2h 
| V..... wu? =[R,(z)B(s—a,) (s — a2) (s— a3); 


( 
(3—a@) (3 — a) (2 — 43); 
( 

Vier ect EL.) BK 
( 
( 
( 


3— a,) (3 — aa); 
Viti. Sus = (Ry (2) (2— a)? (2 — ag)? (2 — a3); 

VIII... ws =[Ri(z) B(s — a)? (s— ae)?; 
(D.C renee wt = [Ri (zs) ]'(s — a)? (3 — a2) (2 — as); 

ut =[R,(z)(s—a)*(s— a2); 

Nb re UM = Ry (2) 4 ( eae (3 — a3); 
) XID... wt =[Ry(s)]k( cs — a,)2 (6 — a2)3 (4 — 398; 

PS” XIN. ut = [Ris [za p(s a); 

XIV... wt =[R,(z)]'(s— as)?)z— a3); 
XV.... we =[Ry(Z)|§(s—a,) (2 — a2)? (4 — a)3; 

XVI... “ws =[R,(z)]6(s— a) (2—a); 

MVIT. =e =| Ry(2)]*(e— a) (4 — as); 

XVIII... ws =[R,(z)]§(s— as)? (2 —a3)3; 
XIX... uw =[R,(z)]§(s— a, )?(% — aa)* (3 — a); 

us =[Ri(z)]}*(s—ai)*(z— as); 

XXI... w& =[R,(z)]§(s — a)? (2— az); 

XXH.. w& =[Ry(z) ]§(s— @s)*(s — a@3)5. 
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On peut remarquer que ces équations se déduisent de quel-_ 
ques-unes d’entre elles par des transformations simples. Ainsi, en ~ 
effectuant sur z une substitution linéaire, on peut ramener les 
trois derniéres équations 4 la relation (XIX), les équations (X VI), 
(XVII) et (XVHI) a la relation (XV), (XH) et (XIV) a (XID), 
(X) et (XI) a (IX), (VIIL) a (VII), (VI) a (V), IV a Git); 
(IL) a (1). On peut déduire de méme (VII) de (Vj, (XII) de 


(IX), (XIX) de (XV) en changeant wu en -. Enfin, si ’on rem- 


place w par uR,(s), on voit que toutes les équations binomes 
de genre un se raménent a quatre équations distinctes : 


Il..:. w=(s—a,) (s—as) (e —@3) (2 — a, ); 
VI... w= (s—a,)2(s—ae)?(s—a3)?3 
XIV’... wt=(s—a,)?(s — ay)3 (2 — a)3; 


XIX’... uS=(z—a,)3(s— ag)*(s —as3)°, 


dont elles peuvent se déduire par une substitution linéaire effec- 
tuée sur z, accompagnée de l’une des transformations — 
a Ri (2) 


Wi Ura By (za) = ; 
u 


Toutes les équations binomes de genre zéro se raménent de 
méme a la relation unique 


ut = (3— a)”, 


117. On adopte en général une autre définition des surfaces 
de Riemann réguliéres, en appelant ainsi une surface telle que 
tout chemin fermé tracé sur la surface demeure tel si l’on transporte 
un point arbitraire de ce chemin pris pour origine en lun quel- 
conque des points qui lui sont superposés, autrement dit, si une 
courbe fermée sur le plan simple étantlimage de plusieurs che- 
mins de la surface de Riemann, ces derniers sont tous fermés ou 
tous ouverts. Il est clair que cette propriété entraine celle qui con- 
cerne la distribution des points de ramification et que l’on a prise 
pour définition au paragraphe 116; on le voit en considérant un 
chemin entourant au plus un point de ramification, Mais la réci- 
proque n’est pas nécessairement vraie, si ce n’est pour les surfaces 
de genre zéro; en effet, soit C un contour fermé tracé sur la sur- 
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face; celle-ci étant applicable au sens de analysis situs sur la 
sphére de Riemann, on pourra décomposer C par des transversales 
en une somme de contours fermés pouvant étre réduits a un point 
par déformation continue sans traverser aucun point de ramifica- 
tion, car cette décomposition est possible pour la figure sphérique 
i unseul feuillet. Les contours partiels obtenus sur la surface de 
Riemann sont alors superposés a d’autres, tous réductibles a un 
point et fermés; les contours superposés a C sont donc tous fermés. 
Les équations algébriques correspondant a ces surfaces régulieres 
du genre zéro jouent un réle important en algébre; on en trou- 
vera une étude détaillée dans |’Ouvrage de F. Klein, Vorlesungen 
uber das tkosaeder. Nous en parlerons d’ailleurs dans la suite 
de ces lecons. 


118. Intégrales abéliennes. — Soient 


(7) F(z, uv) =o 


4 


une relation algébrique irréductible, de degré m en uw, T la sur- 
face de Riemann correspondante, composée de m feuillets éten- 
dus: sur le plan des z, 9(s, w) une fonction rationnelle de z et 
de u. L’intégrale 
; (3, u) 

(es 9(z, u)dz_ 

(Bo; Up) 
est dite une intégrale abélienne appartenant 41’équation (7). Nous 
supposerons qu’on a pris pour limite inférieure (2), Ww») un point 
de la surface par lequel ne passe qu’un seul feuillet et pour lequel 
9(%, uw) reste fini. 

Occupons-nous d’abord des points singuliers que peut admettre 
cette intégrale. Il suffit d’examiner les différentes formes pos- 
sibles pour 9(z, wu). Soit d’abord (a,b) un point analytique 
a distance finie, par lequel ne passe qu’un seul feuillet, dans le 
voisinage duquel la fonction 9(3, w) est réguliére. Dans le domaine 
de ce point, ona 


@(Z, w) = Ag+ A,\(4—@)-+Ar(2—a)?+... 
et, par suite, 


w= H+ A)(s—a)+ At (gpa) ae aise; 
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Vintégrale « est elle-méme réguliére dans le domaine de ce | 
point. Supposons ensuite que le point (a, 6) soit un pdle de / 


9(%, U), j 


/ 


) A_y ie 
p(s). = (anaes a oe +Ay+A,(s—a)+..., 
on en déduit 
ASS es I 


w= H+ “+ AL, log(z—=—@) = Ap(s —a) eee. 


Si A_, est nul, le point analyltique (a, 6) est un pdle d’ordre 
n—1 de Vintégrale; si A_, n’est pas nul, c’est un point singu- 
lier logarithmique. Lorsqu’on tourne autour du point (a, 6) sur 
la surface, l’intégrale augmente ou diminue de 277A_,. 

Supposons ensuite que (a, &) soit un point de ramification 
dordre » =]. Plusieurs cas sont a distinguer : 


1° La fonction 9(z, w) est réguliére en ce point 


n 2 
o(z, u) = Ap +A,(s—a)*+ Ao(s—a)P+.... 


On aura 
w = fo, u)du = H+ Ao(s—a) 
1 2 
Sa ES Ng igh creek ee yO eee 
Bad ye 2 


On voit que Vintégrale est également réguliére au point (a, 0). 
2° Le point analytique (a, 6) est un pdle d’ordre inférieur a p.. 


Ona 


et, par suite, 
n 
[J =, 
w= H+ = A yi n(s—a)ye+.... 
7 3 
L’intégrale w est encore réguliére dans le domaine du point analy- 
tique (a, 6), quoique sa dérivée devienne infinie en ce point. 
3° Le point analytique (a, 5) est un péle d’ordre supérieur a p, 
et le résidu est nul. On a 


: I 
9( 2, Uj Ag +. 


(asa) # 
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et 


fo eat ate 
bes we Ee ee 


n ne 
(2—a)* 


Vintégrale abélienne s admet le point (a, 6) comme pédle 
d’ordre n. 

4° Enfin si le point (a, 6) est un point d’ordre égal ou supérieur 
a», sans que le résidu soit nul, ce point est pour Vintégrale ~ un 
point singulier logarithmique. 


L’étude de Vintégrale pour les valeurs infinies de s conduira 
a des résultats analogues que le lecteur établira aisément. Remar- 
quons seulement que la fonction 9(s, uw) peut étre réguliére 
a Vinfini, sans qu’il en soit de méme pour «; il faut, en outre, 
que le développement de 9(z, w) commence par un terme en e de 
degré supérieur a l’unité. En résumé, une intégrale abélienne est 
régulicre en tous les points de la surface T, sauf en un nombre 
fint de points, qui sont des pédles ou des points singuliers 
logarithmiques. 


119. Nous avons fait abstraction jusqu’ici du chemin sutvi par 
la variable. Si on va du point (Zz), ug) A un méme point (3, u) 
de la surface par deux chemins différents, les valeurs finales «, ’, 


obtenues pour lPintégrale, ne peuvent différer que par une con- 


Oe Ae : : : 
stante, car les dérivées Fe’ dy ont identiques. On obtient donc 


toutes les valeurs possibles de lintégrale en un point analytique 
(sz, w) en ajoutant & Pune d’elles certaines constantes, appelées 
périodes ou modules de périodicité, qui jouent un grand réle 
dans cette théorie. 

Pour trouver le nombre de ces périodes, nous n’avons qu’a 
répéter, mot pour mot, les raisonnements du Chapitre III. Il est 
clair, en effet, que ces raisonnements sontindépendants du nombre 
des feuillets qui composent la ‘surface de Riemann et de la nature 
des points de ramification. Le théoréme de Cauchy s’étend de la 
méme fagon aux surfaces 4 un nombre quelconque de feuillets, 
ainsi que la formule de Riemann relative au signe de l’inté- 


grale [X dY. 


APPELL ET GOURSAT, + IL. 16 
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Si donc 9(z, w) a tous ses résidus nuls, lintégrale / 
/ 
(S, I) / 
(pp o(z, u) dz 


est une fonction uniforme du point analytique (3, w) sur la sur- 
face T’. Cette intégrale’ possédeop périodes A,, 2.2, Ap5uBy; 
Bz, .-., Bp, relatives aux coupures @,, ..., Gp; b;, ..., bp, Gha- 
cune de ces périodes étant déterminée comme sur la surface a 
deux feuillets; les périodes relatives aux coupures ¢,, C2, .-., 
Cp— sont toutes nulles. 

Supposons, en second lieu, que la fonction o(z, w) adaiaes un 
certain nombre q de poles, avec des résidus différents de zéro, R,, 
Ry,..., Ry. Soient (a, 8)... (ag, Bq) ces poles dont quelques-uns 
peuvent étre des points de ramification ou rejetés a Vinfini. 
L’intégrale 

(5, Ud) 
(= o( 2, u) az 


(Zo, Uo) 


ne sera plus uniforme sur la surface T’; un contour infiniment 


petit autour du point (a), 6;) augmente cette intégrale d’une quan- 
tité H;= 277R;, qui est une nouvelle période. Pour rendre cette 
intégrale uniforme, nous ajouterons de nouvelles coupures. 
Entourons chacun des points («;, 8;) {dun cercle de rayon trés 
petit, ou de rayon trés grand, sice point est al’infini. Joignons tous 
ces cercles 4 un point P de la surface par des lignes ne se Croisant 
pas entre elles et ne rencontrant pas les coupures ay, b,, cy; puis, 
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joignons le pornt P a un point de c,, par exemple. Si l’on regarde 
les hgnes tracées comme de nouvelles coupures, on aura obtenu 
une nouvelle surface I’, simplement connexe, sur laquelle linté- 
grale considérée sera une fonction uniforme ”’, car un chemin 
fermé quelconque tracé sur T’ ne renferme, a son intérieur, aucun 
des points (@;, 6;). 

Tout chemin situé sur T, allant de My en M, est équivalent a 
une suite de contours fermés, dont chacun ne traverse qu'une 
seule coupure, suivi du chemin direct situé sur T”, allant de My 
en M. La différence des valeurs de m’, en deux points infiniment 
voisins de part et d’autre de la coupure d;, est égale 42ntR;= H;. 
Le module de périodicité relatif 4 la coupure e est égal a 
amt(R,+...+R,) =o. Enfin les modules de périodicité relatifs 
aux coupures ¢; sont encore nuls, tandis que les modules relatifs 
aux coupures a, et &, ont la méme signification que plus haut, 
Lintégrale abélienne admet donc 2p—+q périodes 


DSRS Mesie ste SRE eS Sed Sanna 12 ee aay» Pca ® Ne Lane mn 


120. En résumé, une intégrale abélienne jouit des propriétés 
suivantes : 


1° Elle est réguliére en:tous les points de la surface de Rie- 
mann, sauf en un nombre fini de points qwelle admet comme 
poles ou comme points singuliers logarithmiques. Dans le 
domaine d’un point singulier (a, ), elle est représentee par 
un développement de la forme suivante : 


W An 4 Ane ree = 


act (aye “" (z—«a)r— 2— a 
+ H log(s—a)+ By + By(z—a)+..., 


le coefficient H ou les coefficients A; pouvant étre nuls; 3-— a 
1 


doit étre remplacé par (sz —«)" si le point analytique (a, 8) 
est un point de ramification d’ordre p. —1, et s — 00 par : : 

2° On obtient toutes les déterminations de Vintégrale en un 
point quelconque (2, u) de la surface, en ajoutant a lune 
d’elles des multiples quelconques dé certaines périodes, en 
nombre fint. 


244 CHAPITRE V. 


Les périodes sont de deux sortes. Les unes proviennent de/ 


lacets infiniment petits décrits autour des points singuliers loga- 
rithmiques. Elles. peuvent étre en nombre quelconque, mais 
leur somme est nulle; ce sont les périodes polaires. Les autres 
périodes proviennent de certains contours fermés, appelés cycles, 
tracés sur la surface T, contours qui ne peuvent étre réduits a des 
contours infiniment petits par une déformation continue. Ce sont 
les périodes cycliques. Elles se raménent toujours a 2p périodes 
distinctes, quelle que soit la fonction considérée 9(z, uw), mais 
quelques-unes peuvent étre-nulles. 

Inversement, toute fonction du point analyuque (s, w) jouis- 
sant de ces propriétés est une intégrale abélienne, car sa dérivée 
est une fonction uniforme sur la surface T, n’admettant que des 
poles pour points singuliers, c’est-a-dire une fonction rationnelle 
de z et de wu. 


121. Les relations algébriques se classent naturellement d’aprés 
le genre p de la surface de Riemann correspondante. Si p= 0, il 
n’y a que des périodes polaires; si p=1, il y a deux périodes 
cycliques, etc. Les intégrales abéliennes relatives 4 une méme 
équation algébrique F(z, w) =o se classent a leur tour d’aprés la 
nature de leurs singularités. Nous distinguerons trois espéces 
d’intégrales : . 


1° Intégrales de premiére espéce. — Ce sont celles qui restent 
réguliéres dans le domaine de tout point de la surface de Riemann; 
elles ne peuvent devenir infinies que par l’addition d’un nombre 
illimité de périodes. Il est clair qu’elles n’admettent que des 
périodes cycliques. 

2° Intégrales de deuxiéme espéce. — Elles sont réguliéres en. 


tous les points de T, sauf en un seul point qu’elles admettent 
comme péle; elles n’ont encore que des périodes cycliques. 


3° Intégrales de troisiéme espéce. — ElJés sont réguliéres en 
tous les points de T, sauf en deux points (a, By), (a2, 62), 
qu’elles admettent pour points singuliers logarithmiques. Dans le 
domaine du point (a,, 6, ), une intégrale de troisiéme espéce, admet- 
tant ce point pour point singulier logarithmique, sera de la forme 


log(z—a,)+ P(z—a,), 


ial 
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P(s—a,) étant une fonction réguliére au point («,, 6,), et dans 
le domaine du point (a, 6,) on aura pour la méme intégrale 


—log(z— oa.) + Q(z — a2), 


Q(z—4z,) étant réguliére au point (a, 62). Nous désignerons 
cette intégrale par le symbole 


Si un des points critiques logarithmiques vient en un point de 

1 
ramification d’ordre p, «— 4 devra étre remplacé par (z — a)” ; 
si un de ces points s’en ya a l’infini, zoo devra étre remplacé 
I 
par = 


cycliques et une période polaire égale a 277. 


- Une intégrale de troisiéme espéce admet 2p périodes 


a 


Remarquons encore qu’il ne peut y avoir d’intégrale plus simple 
ayant des points critiques logarithmiques. En effet, sila dérivée = 
a des poles simples, elle en aura au moins deux, avec des résidus 
égaux et de signes contraires; en divisant l’intégrale par une con- 
stante égale a Yun de ces résidus, on raménera les résidus a 


etre == te 


122. On verra, dans un des Chapitres suivants, comment on 
peut former ces trois espéces d’imtégrales. Nous nous bornerons, 
“pour terminer ces généralités, 4 rappeler quelques conséquences 
de la formule de Riemann. Soient une intégrale de premiére 
espéce et A,, ..., Ap; B,, Ba, ..., Bp ses 2p périodes, 


, a " y) a 
Ay = % + a /—I, By = By+ By V—t. 


D’aprés la formule de Riemann, |’expression 


p 


SY (28) — Bye) 


V=f 


est essentiellement positive; elle ne pourrait étre nulle, d’aprés la 
facon méme dont on établit cette formule, que si w se réduisait 
a une constante. On en conclut immédiatement que, si w ne se 
réduit pas & une constante, il est impossible : 1° que les parties 


f 
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réelles ou les parties imaginaires de toutes les. périodes soient 
nulles; 2° que les périodes. relatives a toutes les coupures a, ou a 
toutes les coupures b, soient nulles en méme temps. 

Une autre conséquence sur laquelle nous youlons appeler l’at- 
tention, c’est qu’a une relation algébrique de genre p ne 
peuvent correspondre plus de p intégrales linéatirement dis- 
tinctes de premiére espéce. Soient, en etfet, 1, 2, -.., Wpiiy 
p +1intégrales de premiére espéce; on peut toujours trouver p + 1 
coefficients constants A,, Ao, ..., Ap+,, dont un au moins sera dif- 
férent de zéro, tels que toutes les périodes de l’intégrale 


Ky 0% HE Rp Ppt, 


relatives aux coupures a,, soient nulles; on a en effet, pour déter- 
miner ces coefficients, p relations linéaires et homogénes a p +1 
inconnues. L’intégrale précédente se réduit donc a une constante, 
et si Ap4,, par exemple, n’est pas nul, on voit que swp,,, est une 
combinaison linéaire a coefficiemts constants des p intégrales 
(P,, «++, Wp. IL y a donc au plus p intégrales distinctes de pre- 
miére espéce. On démontrera plus loin qu'il y en a p effecti- 
vement. 


CHAPITRE VI. 


TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES (*). 


Transformations rationnelles générales. — Transformations birationnelles. — 
Conservation du genre. — Ordre et classe d’un cycle. — Transformation 
d’Halphen. — Théoréme de Nother. — Deéfinition géométrique du genre, — 
Courbes de genre zéro. — Courbes de genre un. — Courbes de genre deux. 


123. Soit 
(1) ff Z,, U) =O 


une équation algébrique irréducuble, de degré m en u et de degré u 
en s. Prenons deux fonctions rationnelles de z et de wu 


. ( Z= ols, w), 


oo | U=Uz, w), 


d’ordres » et v respectivement; la fonction 9(z, uw) admet p. poles 
sur T, en général distincts, et la fonction U(z,.w) en admet v. Si 
lon élimine z et wu entre les équations (1) et (2), on est conduit a 
une relation algébrique entiére entre Z et U, 


(3) F(Z, U) =o, 


qui exprime la condition nécessaire et suffisante pour que les 
trois équations (1) et (2) admettent un systéme de solutions com- 
munes en ¢ et w. Il est facile de trouver le degré du polynome 
F(Z, U) par rapport a chacune des variables. A une valeur de Z, 
la relation Z = 9(z, uw) fait correspondre par hypothése p. points 
analytiques sur la surface T, et par suite aussi p. valeurs de U; 


(1) Auteurs a consulter : Notuer, Sur les systémes singuliers, etc. ( Mathe- 
matische Annalen, t. IX, p. 166-182). — Harpuen, Note ajoutée a la traduction 
francaise du Traité des courbes planes, de Salmon. 
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inversement, 4 une valeur de U correspondent » points de la sur- 
face T et, par suite, v valeurs de Z; Péquation (3) est done de 
degré p. par rapport a U et de degré v par rapport a Z. 


124. Le polynome F(Z, U) est irréductible, ou il est une 
puissance exacte d’un polynome irréductible. 

Soit en effet (Z,, U,) un couple de valeurs de Z et de U. 
vérifiant l’équation (3); il existe sur la surface T un point analy- 
tique (Zo, Wo) tel que l’on ait 


F(%0, Uo) = 0, Ly = 9( 30, Uo), Up = (40, Uo); 


soient ensuite (Z,, U,) un autre couple de valeurs de Z et U, 
satisfaisant a l’équation (3), et (3,;, Wy) un point analytique corres- 
pondant de la surface T, c’est-d-dire tel que l’on ait 


SI (41, 1) =0, Z,= 9(41, 1); U,= 4(21, a). 


Imaginons que l’on aille sur la surface T du point (29, uw») au 
point (z,, uw,) par un chemin ne passant par aucun des péles des 
fonctions 9(z, w) et U(z, uw). Alors Z variera d'une maniére con- 
tinue de Z, 4 Z,, et U variera de méme de U, a U,. Done, sil’on 
considére la fonction algébrique U de Z définie par l’équation (3), 
on voit qu'il est possible de faire décrire a la variable Z un chemin 
allant du point Z, au point Z,, tel que, U ayant la valeur ini- 
tiale Uo, sa valeur finale soit U,; U, est une quelconque des racines 
de Péquation 

F(Z», U) =0 
et U, une quelconque des racines de l’équation 

PGlg. Wyo! 


Or, cela n’est possible que si le polynome F(Z, U) est irré- 
ductible ou est une puissance exacte d’un polynome irréduc- 


tible (§ 85). 
Voici comment on pourra distinguer les deux cas. La relation 


ZL =o Bete) 


fait correspondre, a chaque valeur de Z, p points ee 
sur T, en général disuncts, 


(G) (41,,Us)), (22, U2);> ~ +125 (Buy, thy) 
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De méme I’équation 
U = ¥(2, uw) 


fait correspondre, a chaque valeur de U, » points analytiques 
(G’) (3), wu); (29, Uy), ere (3), wy )- 


Si les valeurs considérées Z, U vérifient l’équation (3), un ou plu- 
sieurs points analytiques devront faire partie des deux groupes. 
On a done deux hypothéses a examiner : 


1° Supposons d’abord, ce quiest le cas général si les fonctions © 
et  n’ont pas été prises d’une fagon particuliére, que les deux 
groupes (G) et (G‘) n’aient qu’un seul point analytique commun, 
sauf pour des valeurs particuliéres de Z et de U. Alors a une 
valeur de Z correspondent p valeurs de U, qui sont en général 
distinctes. En effet, supposons qu’a une valeur de Z correspondent 
seulement: valeurs distinctes de U, U;, Ug, ..., U,(k <p). Soient 


(Bee Up lgeeers Bay, 19) 


les v points analytiques qui correspondent a la valeur U;. Par 
hypothése, un seul de ces points analytiques fait partie du 
groupe G; en opérant de méme avec chacune des valeurs U,, ..., 
U;, on trouve & points analytiques du groupe G. Si l’on suppose 
k <p, onn’a donc pas épuisé toutes les valeurs de U qui corres- 
pondent a une valeur donnée de Z. Ainsi a une valeur de Z cor- 
respondent p. valeurs de U, qui sont en général distinctes et, par 
conséquent, le polynome F(Z, U) est tndécomposable. 

Les équations (1) et (2) n’ayant qu’un systéme de solutions 
communes en z et w, lorsque Z et U sont liées par la relation (3), 
on sait, par la théorie générale de l’élimination, que les valeurs 
de s et de w s’obtiendront par des divisions et la résolution 
d’équations du premier degré. Par conséquent, 3 et wv s’exprime- 
ront aussi en fonctions rationnelles de Z et de U 


( s= &(Z, U), 


(4) lw=W(Z, U). 


La transformation considérée est dite réversible ou biration- 
nelle. On dit aussi que les deux équations (1) et (3) appartiennent 
a la méme classe. 
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2° Les deux groupes G, G’ ont toujours qg points analytiques 
communs. On a, dans ce cas, 


(. r 1 _ 
2 == wh" Gt V=V Gg; 


en effet, soient 
(G) (21, Us); (42, Ue), «02, (Buy Up) 


les points analytiques de T qui correspondent 4 une méme valeur 
de Z. Au point (z,, w,) correspond une certaine valeur de U, qui 
est la méme par hypothése pour g des points du groupe (G); 
sorent (2, U2), ..., (Sq, Ug) les points de ce groupe qui donnent 
la méme valeur que (z,, w,). Soit de méme U’ la valeur de U qui 
correspond a un des points qui restent (,,,, Wg41); ul y a encore 
g points de (G) quidonnent pour U la méme valeur U! que celui-la. 
En continuant ainsi, on voit que p» est forcément un multiple de g, 
=p q, et qu’a une valeur de Z ne correspondent que p’ valeurs 
de U. Tout pareillement, v doit étre un multiple de g, v= v'q, et 
a une valeur de U correspondent v’ valeurs distinctes de Z. Le 
polynome F(Z, U) est de la forme 


F(Z, U)=[F.(Z, UIs, 


I’, (Z, U) étant un polynome irréductible de degré v' en Z et de 
degré p' en U. 


125. Hl est un cas particulier remarquable que nous devons 

signaler, c’est celui ot les formules (2) définissent wre (ransfor- 
mation de Cremona (*). Alors, 4 tout systéme de valeurs de Z 
et de U, ces équations font correspondre un seul systéme de 
valeurs pour 3 et u, variable avec Z et U. Les valeurs de s et u 
s’expriment a leur tour rationnellement en Z et U, et la transfor- 
mation précédente appliquée a une relation algébrique quelconque 
donnera lieu & une transformation birationnelle. Mais la réei- 
_proque n’est pas vraie; il peut se faire que les équations (2) 
admettent plusieurs systémes de solutions en z et u yariables 
avec Z et U, tandis que l’ensemble des équations (1) et (2) n’en 
admet qu’un seul. 


(‘) Pour étude des transformations de Cremona, voir le Cours d’Analyse de 
C, Jordan (t. T). 
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Cette distinction-est peut-étre plus facile a saisir en employant 
le langage géométrique. Considérons (z, w) et (Z, U) comme les 
coordonnées de deux points dans deux plans. A tout point du 
premier plan les équations (2) font correspondre un point et un 
seul du second plan, et a la courbe GC, représentée par l’équation 
J(%, w) = 9, correspond la courbe C’, qui a pour équation 


F(Z,\U) =o, 


Si les équations (2) définissent une transformation de Cremona, 
4 tout point du second plan correspond un seul point du premier 
plan et, par suite, a tout poimt de C’ correspond un point et un 
seul de C. Mais il peut aussi arriyer que la correspondance entre 
les pomts des deux courbes C et C’ soit uniforme, sans qu'il en 
soit de méme pour la correspondance entre les points des deux 
plans. Ainsi les formules de transformation 


Lo 2", U= wv? 


ne définissent pas une transformation de Cremona; cependant, si 
l'on applique cette transformation 4 une courbe n’admettant aucun 
des axes de coordonnées, supposés rectangulaires, pour axe de 
symétrie, elle donne leu 4 une correspondance uniforme entre les 
points des deux courbes. Par exemple, si l’on applique cette trans- 
formation a la droite Az 4+ Bu =1, on obtient la parabole quia 
pour équation 


A‘ Z?2 + BY U2+ 1 — 2 A? B2ZU — 2A2Z — 2 B2U = o. 


A un point (Z, U) de la parabole correspond un seul point (z, w) 


de la droite, dont les coordonnées sont 
ey ae ae 


“= —_——_ ieee 


2B 


A2Z — B2U +1 
aN ‘ 


Nous ne nous occuperons dans la suite que des transformations 
birationnelles entre les points de deux courbes. 


126. Revenons aux deux équations algébriques 


i. SCU ) =o, F(Z, YU) =o, 


que nous supposons appartenir a la méme classe, Si dans la 
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seconde équation on regarde Z comme la yariable indépendante, 
il lui correspond une surface de Riemann T,, composée de p. feuil- 
lets étendus sur le plan des Z. Les points des deux surfaces T 
et T, se correspondent d’une fagon univoque; aun point de l’une 
correspond un point et un seul de |’autre et inversement. De plus, 
a tout déplacement infiniment petit sur lune des surfaces cor- 
respond un déplacement infiniment peut sur l’autre surface. Il 
n’y a exception que lorsqu’un des points s’en va a l’infini sur 
l'une des surfaces, mais on peut éviter cette difficulté-en suppo- 
sant les deux surfaces de Riemann étendues sur la sphére. Cela 
posé, a toute coupure tracée sur T correspond une coupure 
tracée sur T, et inversement. Imaginons qu’on ait tracé sur T 
les N coupures qui la transforment en une surface simplement 
connexe T’; les N coupures correspondantes tracées sur T, la 
changent en une surface T’,, qué est simplement connexe. D’abord 
cette surface T, est connexe. Prenons, en effet, deux points quel- 
conques M, M’ de T’, et les points correspondants m, m' de T. On 
peut joindre les deux points m, m' de T’ par un chemin continu 
ne traversant pas les coupures; le chemin correspondant de T,, 
joindra les deux points M, M’ sans traverser les coupures. En 
second lieu, la surface T’ est simplement connexe; car, sil en 
était autrement, on pourrait tracer sur T’, une nouvelle coupure 
sans morceler cette surface, et la coupure correspondante de T’ ne 
morcellerait pas non plus la surface T’, ce qui est impossible, car 
nous avons supposé IT” simplement connexe. Les deux surfaces T 
et T,, étant transformées en deux surfaces simplement connexes 
par un méme hombre de coupures, sont du méme genre. Par con- 
séquent, /e genre d’une relation algébrique se conserve dans 
toute transformation birationnelle. On peut dire encore que 
deux relations algébriques appartenant a la méme classe sont 
du méme genre. 

A cause de l’importance de ce théoréme, nous en donnerons 
une seconde démonstration purement analytique. Remarquons 
d’abord qu’on peut, dans la démonstration, faire les hypothéses 
suivantes : 


1° La fonction rationnelle 


Z = 9(3, u) 
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devient infinie du premier ordre en p points distincts de la sur- 
face T, qui ne sont pas des points de ramification. 

La surface T n’a aucun point de ramification a linfini, et 
tect m valeurs de Z pour les valeurs infinies de z sont représentées 
par m développements distinets 


- I 5 
Zé) = AW Aid = SSE AE Asie Wh caee ei ae (Gy ree ay 770) 
Shi 


rs 


out les coefficients AY” sont tous différents de zéro. 
Soit, en effet, Z) une valeur telle que |’équation 
o(2; U) = Zo 


admette p. racines simples différentes (a1, 6,),..-, (%y, By) distinctes 

des points 4 linfini et des points de ramification. La fonction 
7 1 foe I 

de:( 2; uw), Li== Tow, 


surface T; or, si Zon prend pour nouvelle variable, dans la rela- 


aura p. poles simples a distance finie sur la 


tion entre Z et U = 7’, il est clarr que le nombre des feuil- 


ty a Pe a 
lets de T, ne change pas, ni le nombre et lordre des points de 
ramification de cette surface, ni par conséquent le genre de la 
surface. 

Soit maintenant Z» une valeur finie de z, telle que les m valeurs 
de w correspondantes, ainsi que celles de Z’, soient distinctes et 
finies. Dans le domaine du point Z, les m pa de Z' sont repré- 
sentées par m développements de la forme suivante : 


Ten A Be miag toe et AY Ca ees Co RO ee ta 


et nous pouvons supposer, de plus, que les m coefficients A‘? sont 
différents de zéro. Si lun d’eux était nul, un des points analy- 


tiques qui sont superposés au point Z, serait racine de |’équation 


aL’ ; : . = pers 
Aen ates et lon peat toujours prendre pour Z) un point qui n est 


; ; ; ar é I 
pas racine de cette équation. Si l’on pose maintenant z= %)+ >> 
ce qui ne change pas le genre de la surface T pour les mémes rai- 
sons que plus haut, il est visible que les hypothéses que nous 


avons énoncées seront salisfaites. 
Cela posé, cherchons les points de ramification de la surface Ty, 
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c’est-a-dire les valeurs de Z telles que U cesse d’étre une fonction 
uniforme de Z. Considérons d’abord les » points a Vinfini de cette 
surface, qui correspondent aux p. poles simples 


(45 BiySiat es (My, Sy) 


de la fonction Z. Dans le domaine du pole (a, B;), on a, par 


exemple, 
cs R; : 
Lee pa Oot eS ae (Ri 0); 
< i 
on en tire 
SS 5 T Daas Niky eee 
he R; Co Cs — a; ) eae R; Ps < On) reer 
Ss 


Ry 


En faisant Pinversion, on aura 


z—a=P(7)) 


Pp (z) désignant une fonction réguliére dans le domaine du point 


7 =o. Comme, par hypothése, le point (a;, 6;) n’appartient qu’a 


un seul feuillet, «— 6; est une fonction réguliére de zs — a; et, 
i I 5. : : 
par suite, de =e Par conséquent, la fonction rationnelle 


U=0(z, wu) 


; . . I . . 
est une fonction uniforme de 7 dans le domaine du point Z= %. 


Les p. points a linfini de la surface T; ne sont donc pas des points 
de ramification. 

Prenons ensuite les points de la surface T, qui correspondent 
aux points a l’infini de T. Dans le domaine d’un point a infin 
de T, ona : 


(o A? 
z S- 


L=AP+ 


Comme A‘” est supposé différent de zéro, ’inversion nous donnera 


J oy 
~ = P(Z— Af), 


wis 
: u= Q(L— Aji), 
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et enfin 
be Uz, “j= R(Z— Aj), 


P(Z— A‘), Q(Z— Av), R(Z=— AS étant des fonctions uni- 


0 
formes de Z dans le domaine du point Aj’. On en conclut que ces 


points ne sont pas non plus des points de ramification pour la sur- 


face: “ae 
Soient 
Merten Dy) eatieree CAPs Up vies wd Oy OK) 
les points de ramification de T, d’ordre r,;—1, ..., ry—1 respec- 


tivement. Dans le domaine du point (a@;, ;), par exemple, ona 


li 
Daa tia Cha ay yiatee ee. CLO). 


On en déduit 


1 
5 = 


1 rein! 


1 li 
(Z pe eno ce | 


1 
et Pinversion donne pour (s—a;)"' un développement en série 
: 1 
procédant suivant les puissances croissantes de (Z— Z;)", 
1 
Comme u — 6; est une fonction unitorme de (s — a;)” dans le 


domaine du point de ramification, on en conclut que wu et, par 


suite, U pourront se développer suivant les puissances croissantes 


de (Z— Zi)", e’est-a-dire que le point de la surface T, qui corres- 
pond au point (aj, 6;) de la surface T est un point de ramifica- 
tion d’ordre 1l;—1. 

Prenons de méme un point (a, 6) de T par lequel ne passe 
qu’un seul feuillet. On a, dans le domaine de ce point, 


‘ 


Z=A-+A,(s—a)rh-+... (CNS =o) 


sin est plus grand que un, on en déduit pour z—aet u— b des 


développements en série procédant suivant les puissances crois- 
1 


santes de (Z— A)”; le point correspondant de T, sera donc un 
point de ramification d’ordre n —1. 

On pourrait objecter 4 ce raisonnement que les exposants frac- 
tionnaires peuvent disparaitre dans le développement de U ou 
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avoir un dénominateur commun plus petit que 2; ou que n, quand 
on les réduit a leur plus simple expression. Il est facile de lever 
Vobjection. Placons-nous, pour fixer les idées, dans le dernier cas 
qui vient d’étre examiné; soit (A, B) le point de T, qui corres- 
pond au point (a, b) de T, et admettons, pour un moment, que 
par ce point (A, B) il passe moins de 7 feuillets. Lorsque z décrit 
une petite circonférence sur T autour du point (a, 6), ’argument 
de Z— A augmente de 2nz. S’il y avait moins de n feuillets pas- 
sant en (A, B), la droite joignant le sommet (A, B) du cycle au 
point Z, droite qui a tourné de 2n7z, aurait décrit plusieurs fois 
le domaine du sommet du cycle. Il n’y aurait done pas correspon- 
dance uniforme entre les points des deux domaines, contrairement 
a lhypothése. 

En définitive, les points de ramification de T, proyiennent des 
points de ramification de T et des points de T pour lesquels @ 


est nul. Ecrivons que le nombre des zéros de cette fraction ration- 


4 


dL 4 R : 
nelle 7 est égal au nombre des pdles. D’abord cette fonction a m 


zéros du second ordre a V’infini, comme on le voit en différentiant 
les m développements de Z dans le domaine de s =o, et p péles 
du second ordre aux points (%,, 8;), .-., (%y, By). Un point de ramifi- 
cation d’ordre 7;, pour lequel le développement de Zest de la forme 
li 
ZL, 3-05(3 = a)" ae oe neo 


est un zéro d’ordre J; —7;, si 1; > rj, et un pdle d’ordre r;— 1; 
sir; >l;. On aura donc, dans tous les cas, la relation 


X(ri;— E;) + 2p = U(n—1) + 2M, 


la somme X(7;— l;) étant étendue a tous les points de ramifica- 

. = 2 ALO 

tion de T, et la somme X(n —1) a tous les zéros de 7 distincts 
< 


des points de ramification. Cette égalité peut encore s’écrire 
X(r;—1) —2m = X(l;—1) + U(r —1) — 2p. 
ou 


X(7r;—1 X(l;—1 X(n—1 
A iliene Nhe eae BA eet, 


2 2 2 


Or les deux membres de cette égalité sont égaux respectivement 
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aux nombres p et p’ qui, d’aprés la formule générale de Riemann, 
représentent le genre de la surface T et de la surface T,. Le théo- 
réme est done établi. 


Remarque. — Etant donnée une relation algébrique entiére 
DE GEs 21 )s==1 05 


on peut a volonté considérer z ou uw comme la variable indépen- 
dante. On a ainsi deux surfaces de Riemann distinctes T, T, qui 
sont du méme genre, d’aprés le théoréme précédent. On peut 
donc, pour éyaluer le genre de la relation f(z,.w) = 0, considérer 
a volonté la surface T ou la surface T,. Par exemple, si la relation 
est du premier degré par rapport a lune des variables, l’une des 
surfaces de Riemann se réduit a un plan; on peut affirmer que 
lautre surface est simplement connexe. 

127. Soit »(z, w) une fonction du point analytique (z, uw); si 
lon suppose z et uw remplacés par leurs valeurs en fonction de Z 
et de U, w(z, uw) se change en une fonction 2(Z, U) du point ana- 
lytique (Z, U). Soit.(A, B) le point analytique qui correspond a 
a un point analytique (a, >) de la premiére surface : si la fonction 
w(z, w) est réguliére dans le domaine du point (a, 6), la fone- 
tion 2(Z, U) sera réguliére dans le domaine du point (A, B); si le 
point (a, b) est un pdle ou un zéro pour w(<, uw), le point (A, B) 
sera un pole ou un zéro du méme ordre pour Q(Z, U). 

Pour plus de généralité, supposons que le point analytique (a, 0) 
soit un point de ramification d’ordre r -- 1 de la premiére surface, 
et le point (A, B) un point de ramification d’ordre /—1 de la 
seconde surface. D’aprés les développements du paragraphe pré- 
cédent, on aura, dans le domaine du point (a, b), 


1 2 


1 
(L—A) eS a,.(2— a)" + o(s—a) +... (0,4 0), 


et inversement dans le domaine du point (A, B), 


1 1 


(gat 60h = AY 6. (Z HAY is Oot By sé 0). 


119 


Toute fonction o(z, uw) réguliére au.point (a, 6) est égale ala 
somme d’une série convergente ordonnée suivant les puissances 


APPELL ET GOURSAT. — I, 17 
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1 
positives et croissantes de (zs — a)"; la fonction (Z, U) sera 


done égale ala somme d’une série convergente ordonnée suivant 
1 
les puissances positives et croissantes de (Z— A)‘. Sile premier 


développement commence par un terme en (zs —a)’, le second 


q 
développement commencera par un terme en (Z— A)’; le point 
(a, 6) sera un zéro d’ordre gq pour w(z, uw), et le point (A, B) un 
zéro d’ordre g pour 2(Z, U). Sile point (a, b) est un pole 
(ordre g' pour (z, w), onaura, dans le domaine de ce point, 


seal ee ees 
w(Z, v)=(s—a)” ae a,(2—a) +... (% 0), 
et par suite 


1 
AVE 


=n eM mis 
: : 7 = 6,(Z ee: , 
OL 2W) 22 EA = (804 0, yox 0) 
Yorn (l= Ajems es 
ou 
el f . 
O02) Uy ye DAD, Pg Oyen (840), 

de sorte que le point (A, B) sera un péle d’ordre q’ pour 2(Z, U). 
Le raisonnement reste le méme si un des points (a, 6) ou (A, B) 
sen yaa linfini sur lune des surfaces. Il suffira de remplacer 3 — 2 


I r if 
par => ou Li == 508 par 7° 


Soit w= [M(s, w)dz une intégrale abélienne relative a la 
courbe f(z, uw) = 0; si lon pose 
s= (27, U), v= W(Z, U), 


cette intégrale se change en une nouyelle intégrale abélienne 


| Il, (Z, U) dZ relative a la courbe transformée 
F(Z, Up e 


En particulier, si la premiére intégrale reste finie en tous les 
points de la surface T, il en sera de méme de la nouvelle inté- 
grale. Done une intégrale de premiére espéce se change en une 
intégrale de premiére espéce, et ceci n’exige pas que la transfor- 
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mation employée soit réyersible. Si a la premiére courbe sont 
attachées g intégrales distinctes de premiére espéce, il y en aura 
au moins g pour la seconde, mais elle pourra en avoir davantage. 
Si nous supposons, en outre, que la transformation soit réversible, 
le nombre des intégrales de premiére espéce pour la seconde 
courbe ne pourra étre supérieur a g; carla transformation inverse 
donnerait pour la premiére courbe plus de gq intégrales de pre- 
miére espéce. Ainsi, deux relations algébriques de la méme 
classe admettent le méme nombre d’intégrales abéliennes dis- 
tinctes de premtére espéce. 

On voit de méme qu'une transformation birationnelle change 
une intégrale de seconde espéce en une intégrale de seconde espéce 
et une intégrale de troisiéme espéce en une intégrale de troisiéme 
espece. 

Parmi les transformations birationnelles, une des plus simples 
est la transformation homographique, définie par les formules 


Gh Olete Ce Geb Bie -c 
SS oh ON fe a pg or 
Lb Use Fe ET Oe ee 


soit m le degré d’une relation algebrique f(z, vu) =o, en z el v, 
c’est-a-dire le degré de la courbe représentée par cette équatign. 
Choisissons une droite D rencontrant cette courbe en m points 
simples distinets; 01 peut disposer des coefficients de la transfor- 
mation: homographique de fagon que cette droite soit rejetéc a 
Vinfini et qu’aucune asymptote ue soit paralléle a Vaxe des U. 
L’équation transformée sera de degré m en U, et les m yaleurs 


de u 7 pour une valeur infinie de Z seront distinctes et finies, de 
sor ie que les m valeurs de U seront représentées, pour des valeurs 
de Z de module trés grand, parm développements de la forme 

: one 

U = yh + a) + a Eee 

La surface T correspondante n’aura pas de point de ramification 
a Vinfini. Les points de ramification proviendront des points mul- 
tiples de la courbe et des points ot la tangente est paralléle a Vaxe 
des U, On peut toujours supposer que ces derniers sontdes points 
de ramification simples ; il suffit pour cela que l’axe des U_ne soit 
paralléle 4 aucune tangente d’inflexion. 
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128. Avant d’aller plus loin, il est nécessaire d’entrer dans 
quelques détails sur la théorie des courbes planes algébriques et 
sur un important théoréme dai a M. Nother. Etant donnée une 
relation algébrique entiére et irréductible en z et wu, 


J(%, vu) =0, 


si l’on considére 3 et w comme les coordonnées cartésiennes 
d’un point du plan, cette équation représente une courbe. 
Au sens étroit du mot, la courbe se compose simplement des 
points dont les coordonnées réelles vérifient léquation pré- 
cédente. Mais nous conserverons le nom de courbes pour dési- 
gner l'ensemble des solutions, réelles ou imaginaires, de cette 
équation, 

Soit s =a, u=b un point de cette courbe a distance finite. Si 
pour s=a l’équation f(a, wu) =o admet N racines égales a 6, il 
résulte de l’étude faite plus haut (§ 81) que, pour une valeur de z 
voisine de a, léquation f(z, w) =o admet N racines voisines de 0; 
de plus ces N racines se partagent en un certain nombre de sys- 
témes distincts. Les racines d’un méme systéme sont représentées 
par un méme développement en série 


m m4 


(5) u—b =a (s—a)"+4,(53—a)" -+..., 
ol %, %, ... sont des coefficients quelconques, dont le premier 
n’est pas nul, m, m,, ... des nombres entiers positifs croissants, 


et ott les exposants sont supposés réduits a leur plus petit dénomi- 
i 1 
nateur commun m. Quand on attribue au radical (zg — a)” ses 


n déterminations, le second membre prend n valeurs distinctes; il 


faut remarquer toutefois que dans le calcul on doit prendre dans 
1 


chaque terme une méme détermination de (sz — a)". En langage 
eéométrique, ces résultats s’énoncent comme il suit : Sozent a, b 
les coordonnées d’un point d’une courbe algébrique. Au voi- 
stnage de ce point, les diverses branches de la courbe sont 
représentées par un ou plusieurs développements de la 
forme (5). 

La portion de courbe représentée par une équation telle que (5) 
s’appelle un cyc/e et le point (a, b) est lorigine de ce cycle. 
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De Péquation (5) on tire inversement un développement de 
1 


3 — a suivant les puissances positives de (wu — b)”, commencant 
de 
par un terme en (uw — 6)” 
n ny 


(6) Zo aS Byte by" + Brus b)" es es 


° mn ” , . x 
Le premte1 exposant |, pourra ne pas étre réduit a sa plus 


simple expression, mais m sera le plus petit dénominateur commun 
de tous les exposants. En effet, supposons que ces exposants 
puissent étre réduits 4 un dénominateur commun m’<m. On 


auralt 
m= mk, Te ete hs Ty = 7K 


et la formule (6) pourrait s’écrire 
! 
n ny 


(6’) fe Ce BoC OYE By Oh OY as 


On en déduirait ensuite pour uv — 6 un développement procédant 
1 


suivant les puissances positives de (s — a)", de sorte que w pren- 
drait nv’ valeurs différentes, et non pas nr, lorsque z tournerait 
autour du point 5 = 

Des deux développements (5) et (6) il y en a au moins un qui 
commence par un terme dont le degré n’est pas inférieur a l’uniteé. 


ne ~ rs 
Supposons par exemple — ~1; le nombre n est appelé l’ordre ou 
l= 


i ° . . m2 7 . 
le degré du cycle; si l’on avait au contraire uP alors |, Serait 


supérieur a un, et le degré du cycle serait égal a m. 

Le degré d’un cycle est indépendant du choix des axes de coor- 
données ou, d’une maniére plus générale, ce degré se conserve 
par toute transformation homographique. Supposons qu’une trans- 
formation homographique fasse correspondre au point (a, 6) un 
point de coordonnées (A, B). Les formules de transformation sont 


de la forme 
a(s—a)+ B'(u—b) 
I+ a(z—a)+ B(u—b) 
“'(3—a)+8"(u—b) 
I+ a(3—a)+ 8(u—b) 


Lp A 


r} 


U—B= 
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L’équation (5) qui représente le cycle, supposé d’ordre n, peut 
étre remplacée par le systeme des deux équations 


= a+ tt, UO Oey ee 


si l’on remplace s — a et u —- 6 par ces valeurs dans les formules 

de transformation, on obtient pour Z — A et U — B des dévelop- 

pements suivant les puissances positives de £, dont-?un au moins 

commence par un terme en ¢”. Si, par exemple, cela arrive 

pour Z— A, on en déduira pour U—B un développement pro- 
1 


cédant suivant les puissances positives de (Z — A)". Au eycle pri- 
mitif correspond par conséquent un nouveau cycle dont le degré 
est au plus égal a n. Ce degré ne peut étre inférieur a 7, car, si le 
degré d’un cycle ne peut s’élever par une transformation homo- 


graphique, il ne peut pas non plus s’abaisser. 


Remarque. — Considérons un point de coordonnées (3, w) 


appartenant a un cycle ayant son origine en un point (a, b). Le 
PP iy iy; g i ’ 


eo 
rapport cS 


tend vers une limite finie et différente de zéro si 


m =n; il tend vers zéro sim > net il croit indéfiniment sim <n, 
lorsque z—a tend vers zéro. La droite passant par l’origine du 
cycle et par un point infiniment voisin dé ce cycle tend donc vers 
une limite parfaitement déterminée que nous appellerons la tan- 
gente du cycle. Si cette droite est paralléle & Vaxe des <, ona 
m>n; si elle n’est paralléle 4 aucun des axes de coordonnées, 
On a.m == fiz 

En particulier, si le cycle est dinéaire ou du premier degré, et 
sila tangente au cycle n’est pas paralléle 4 Paxe des w, la valeur 
de wu est représentée par une série ordonnée suivant les puissances 
entiéres et positives de s —a 


u=b+a(s—a)+ 3(s—a)y+.... 


Si un point (a, 6) est un point simple d’une courbe algébrique, le 
cycle qui a son origine en ce point est toujours linéaire (§ 80). 


129. Pour définir le degré d'un cycle dont lorigine est un point | 
a Vinfini de la courbe, on commence par ramener l’origine du 
cycle a distance finie par une transformation homographique. 
D’aprés ce qu’on. vient de voir, le degré du nouveau cycle sera le 
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méme, quelle que soit la transformation homographique employée. 
Pour évaluer ce degré, il est commode d’introduire les coordon- 
nées homogénes. On a a cet égard la régle suivante, qui résulte 
immédiatement de ce qui précéde : Les trois coordonnées hamo- 
genes. @un point étant développées suivant les putssances 
entiéres et croissantes d’un paramétre, qui correspond untfor- 
mément a un point du cycle, formons trois combinaisons 
linéaires et homogénes X, Y, de ces coordonnées de telle sorte 
que les dévyeloppements de X, Y, LZ commencent par des termes 
a exposants tous les trois différents, et soient a, b, c ces degres 
rangés par ordre de grandeur croissante : le degré du cycle 
estb—a. 
Si lon a, en effet, 


De Ao 
Vea Dee es, 
y frameless 


Fy 


on peut adopter pour coordonnées cartésiennes 


bee eg Rie 

ans Memes Ce var A 

SE a RE et 
xX ! 


d’ou Pon déduira un développement de wu suivant les puissances 
1 


de s’-“ commengant par un terme en 


r 


Le nombre ¢ — 6 s’appelle la classe du cycle; c’est le degré 
du cycle corrélatif, c’est-a-dire du cycle qui se déduit du pre- 
mier au moyen d’une transformation par polaires réciproques. On 
peut prendre en effet pour coordonnées homogénes d’un point du 
cycle corrélatif les expressions 


X,= YdZ—ZdyY, Y,= £2dX — XdZ, Z,= X d¥ —Y dX, 
et, en remplagant X, Y, Z par leurs déyeloppements, il vient 


X= (e— 6) BCtHret+..., 
Y,=(a—= cyACIe G4 5 
Zy= (b —@) ABieto-1 +... 
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Les exposants, rangés par ordre de grandeur croissante, sont ici 


a+b—t, 
a+-e—t, 
b+ e—1; 


le degré du nouveau cycle est bien égal a c — 6; comme on deyait 


s’'y attendre, sa classe est b —a, c’est-a-dire le degré du cycle 
primitif, 


Remarque. — Silona un cycle représenté par l’équation 


on peut le considérer comme représenté en coordonnées homo- 
génes par les équations 
SSS ANS aE ees 


sa classe est donc égale av. 
Proposons-nous maintenant d’évaluer le degré et la ligee dun 
cycle ayant son origine a l’infini. Plusieurs cas sont A distinguer. 


Premier cas. — Le cycle est donné par un développement tel 
que le suivant 


m2 No 


1 2 
Wa Aye” = Alas ee Be Cy ee os eee 
Ap nA 0% 


Employons les coordonnées homogénes 


Xx Y 
3 = Vile —s 7 ’ 
puis posons 
>) Gewriy Phe. 


il vient 
Y= Asie FDU Leip Gain eee A 


- 


Si n est plus grand que m, les exposants, rangés par ordre de 
grandeur croissante, sont 0, n—m, n; le degré du cycle est 
n—m et la classe m. Si n =m, il faudra considérer dans Y 
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Pexposant du terme suivant. Si nr est plus petit que m, les expo- 
sants, rangés par ordre de grandeur croissante, sont n — m, 0, 7; 
le degré est m — 7 et la classe n. 


Deuxiéeme cas. — Le cycle a un développement de la forme 


me m+1 
1\7 ee 
m= Bot An( 2) + Ans (2) Hees 


lorigine du cycle est a l’infini sur Oz. Posons encore 


xX vt ; 
a 7h w= 7) X= TE, YB meng hs 


il reste 
¥ = Age? 45 Ag, Cees ee 


On a les trois coordonnées homogénes 
MS ihe ee ae Me A eho, 
le degré du cycle est n et sa classe m. 


Troisiéme cas. — Le cycle a son origine a Vinfini sur Ow 


mn 1 


w= A_»,(s —@) eet ree eel Pathe (gece lee. Se 


{l est équivalent au cycle représenté en coordonnées homogénes 
par les équations ; 


yf = Ame AS, +] é-+. . vate Ag t + Ay gm+i i. oy 
L_= a, 


X = gmen.- 


le degré est m et la classe n. 
Considérons en particulier un cycle représenté par le déyelop- 
pement 


Z 


K 
w=Agre4a Bemtos,,.+H+ Sauetaeiss 


d’aprés ce que nous venons de voir, si m est >1, le degré du 
cycle est m—1. Si donc m est supérieur a 2, le cycle n’est pas 
linéaire. Ce résultat peut sembler étrange, mais il est facile de 
le vérifier sur des cas particuliers. Par‘exemple, la courbe u = 3° 
présente un point de rebroussement a l’infini, car la transforma- 
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tion homographique 
I 3 ~ 


meee Uu 
remplace la courbe donnée par la courbe u/?= z, quia bien un 
cycle du second degré a lorigine. Sim =1, le degré du cycle est 
toujours égal 4 un, mais la classe peut étre quelconque. 

Si une courbe n’a que des cycles du premier degré, il en sera 
de méme de toutes ses transformées homographiques. La courbe 
étant de degré m, supposons que la droite de l’infini la rencontre 
en m points distincts et qu’aucune asymptote ne soit paralléle a 
Vaxe des u. Alors les m valeurs de u pour 3 =o seront repré- 
sentées par m développements de la forme 


ee od Se 4 R 
a tee eee ether OR CRF Soy eee 


les m coefficients c; étant différents; les m cycles ayant leur 
origine a Vinfini sont linéaires. La courbe peut avoir des. points 
multiples d’ordre quelconque; mais, sr aucune des tangentes en 
un de ces points multiples n’est paralléle a l’axe des. u, hypothése 
qu’on peut toujours faire, chacun des cyeles de la courbe ayant 
son origine en un point multiple sera représenté par un dévelop- 
pement de la forme 


w—b=a(z—a)+$(s—a)s.... 


Les seuls points critiques pour la fonction algébrique u de 3 
définie par l’équation f(z, wu) =o seront les points de la courbe 
ou la tangente est paralléle a l’axe des w; si ces points ne sont pas 
des points d’inflexion, ce qu’on peut toujours supposer, la surface 
de Riemann n’aura que des points de ramification simples. 


130. Nous allons avoir maintenant 4 utiliser la transformation 
de Cremona définie par 


x ; 
ny =) Xx = x, 
ae 
ou, en coordonnées homogénes, 


EN i Mr ti ea Sy eS 
d’ot 
Fie Rea YES mn) COED. AN 7S 
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A tout point (2, 9°, s) correspond en général un point (X, Y, Z) 
bien déterminé; il y a exception pour le poimt (z=0, ro) 
auquel correspondent tous les points de la droite Y = 0; pour le 
point (#=0, y= 0) auquel correspondent tous les points de la 
droite X = 0; enfin, pour le point (y= 0, sc) auquel corres- 
pondent tous les points de la droite s =o. Les trois sommets du 
triangle de «référence sont done des points d’indétermimation, 


appelés points fondamentaux de la transformation ; ce sont aussi 
les points fondamentaux de la transformation invérse, puisqu’elle | 
est réciproque. 

Considérons un point d’une courbe algébrique, non situé sur 
Pun des cétés du triangle de référence, et sommet d’un cycle de 
degré n et de classe v. Si la tangente au cycle ne passe pas par le 
point (a= 0, 30), il sera représenté par les équations 


Tay te 
¥ = yy Ce i ha ae 


Zeal 
d’ot les équations du eycle transformé : 


X= (y+ £2)" Yo+ ain...) = LV Yo*+ (Vo + AX)iM+..., 
eee 
LV GO se: 


Le cycle transformé est done encore de degré net sa tangente 
a pour équations 
X Lyf¥u Hot ax 
vi 


Xo t =O) 


ou 


X(ax— yo) + Yy¥3 L1G Xe == 0, 

e 
dou Von déduit que les transformés de deux cycles de méme 
sommet sont tangents ou non, suiyant qu'il en est ainsi pour les 
cycles initiaux. On yérifiera aisément qu'il en est encore ainsi 
quend la tangente au cycle passe par le point (0, 1, 0). 

Considérons maintenant un cycle ayant son sommet sur un cote 
du triangle de référence, mais non en un sommet de ce triangle. I] 
nous suffira d’examiner le cas ot le cycle est linéaire, la tangente 
n’étant pas dirigée suivant le coté du triangle auquel appartient le 
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sommet du cycle. On aura, par exemple, pour un cycle ayant son 


sommet sur la droite (y = 0) : 


C= ty iay + by 7, 


Sati 


ce qui donnera pour le cycle transformé : 


X=aLZiaL+..., 
Y= 2 al 3 t:; 


cycle linéaire de sommet (0, 1, 0) avec la tangente 


X = Ly bh 


Si l’on a q'cycles analogues avec des sommets distincts, il leur 
correspond g cycles de méme sommet avec des tangentes dis- 
tinctes. 

Prenons encore un cycle linéaire ayant son sommet au point 


(Ngo he : 
Y=HYotas+bhz+..., 


Le cycle transformé sera 


X=y +aY + 6Y?+..., 
L=yoY+ayY?-+..., 


cycle linéaire ayant pour sommet le point (1, 0, 0) avec la tan- 


gente 
Te, yor 


et a r cycles linéaires analogues de sommets distincts corres- 


pondent ainsi r cycles de méme sommet a tangentes distinctes. 
On fera une vérification analogue pour les transformées des 
cycles ayant leurs sommets sur la droite x = 0. 
Etudions maintenant la transformation d’un cycle de sommet 
(0, 0, 1) supposé non tangent 4 la droite =o : 


r= t", 


at? + btrty+,,,, 


Il 


ioe eats 
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Le cycle transformé sera défini par 


X= @i? bt -...; 
NESoy, 
Li= @--0 0205. 


Si v<n, le degré du nouveau cycle est égal a v; il est donc 
abaissé par la transformation. Si v2n, le degré du cycle transformé 
est égal a n; dans le cas of v=n, on ne peut rien affirmer 
a priori sur la classe du nouveau cycle, mais si »y > 7, cette classe 
est égale 4 v — 7; elle est donc abaissée par la transformation. 


131. Btant donnée une courbe algebrique quelconque, on 
peut en déduire, par une transformation de Cremona, une 
autre courbe algébrique nayant que des cycles lineatres. 


Faisons d’abord une transformation homographique telle que 
le point O(2=0, y =o) devienne le sommet d’un cycle non 
linéaire et que, ce point mis a part, les droites x=0, y=o, z=0 
n’aient avec la courbe que des points d’intersection simples et dis- 
tincts des sommets du triangle de référence, qu’enfin la droite y=o 
ne soit pas tangente aux cycles de sommet O; nous sayons que 
cette opération conserve le degré et la classe des divers cycles et 
n’introduit pas de nouvelles coincidences de sommets et de tan- 
gentes. 

Effectuons ensuite la transformation de Cremona T étudiée au 
paragraphe précédent; les degrés des divers cycles ne sont pas 
augmentés, nous n’introduisons d’autre part aucune nouvelle coin- 
cidence de sommets et de tangentes, sauf pour les points d’inter- 
section de la courbe et des cdtés du triangle de référence qui 
donnent lieu 4 de nouveaux points multiples, mais 4 tangentes 
distinctes. Enfin, le cycle considéré C de sommet O et dont le 
degré et la classe ont pour valeurs 7 et v se transforme en un cycle 
de degré vy siv<n, et de degré n si v2n. Siv >n,la classe du 
nouveau cycle est vy — n (n° 130). 

On appliquera de nouveau la transformation T, aprés avoir 
effectué une nouvelle transformation homographique destinée 
a ramener le sommet du cycle au point (# = 0, y = 0) et a éviter, 
dans l’intersection de la courbe et des cétés du triangle de réfé- 
rence, les singularités énumérées plus haut. 
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Siy—n>n, ouv>2n, cette deuxiéme application de T don- | 
nera un cycle de classe y — 2n et de degré n. En continuant ainsi, 
on arrivera finalement a abaisser le degré du cycle, lorsque la 
classe vy n’est pas égale au degré n ou a un multiple de nr. Il nous 
faut maintenant examiner le cas ot la classe est multiple du-degré, 
le développement de y, avec le systéme de coordonnées choisies, 
contenant alors un certain nombre-de termes entiers en 2 : 


(= 


% 
y=P(a)+ Aa "2 Aya Ts etait (Oa = 1), 


P(x) désignant un polynome de degré qg au plus, et Ag * 
étant le premier terme A exposant fracuionnaire. Les g premiéres 
dérivées y’, y”, ..., 7% conservent une valeur finie pour x = 0, 
mais la suivante, v(%+"), devient infinie en ce point. 

Ce nombre q n’est pas altéré par une transformation homogra~ 
phique. Considérons en général une transformation ponctuelle 


X aot es 
Y= EL; Y)s 


qui fait correspondre au point (2, Yo) le point (X», Yo), les déri- 
vées partielles de f et de g étant continues au point (Xo, Vo)- 
Ona 
dY - 8aty 8y 
aX fay fy’ 
a2Y Burt 2Y Bayt Vb ty By 
xe (fe¥ x Jy) 
(Sat yb) fet 2y fry Se FV Sy) 
Prarie 


et en général 
dry [G5 5 een | 


— ae, 


dX Git = Wag ee 


le numérateur Wf de cette expression étant un polynome en Vy, 
a", y™, dont les coefficients dépendent d’une maniére rationnelle 
et entiére des dérivées partielles de f et de g. 
Si donc l’oa suppose 
Fu i oe Z~ 6 


de maniére que la courbe transformée ait une tangente de coef- 
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ficient angulaire fini en X,, Yo, on yoit que les g premiéres déri- 
vées de Y par rapport a X sont finies en ce point; le nombre ¢ 
n’est done pas abaissé; il ne peut pas non plus étre augmenteé si la 
transformation inverse est réguliére au point(X,, Y,), les dérivées 
partielles des divers ordres de x, y par rapport & X, Y étant finies 
et continues en Xo, Yo: il en est toujours ainsi pour la transfor- 
mation homographique. 

Je dis maintenant que la transformation T diminue d’une unité 
Ja valeur de Ventier g. Posons en effet : 


6 
P(w)Sax+ 627+...= wo ey; 
ee iq—ij- 
8 Se OCP Ae EES 
x 


et la premiére dérivée de uw qui devient infinie est la gi’. 
Supposons, comme il est permis, @4 0, nous ayons 


4 


PY 29 1 


Woes m Srp? Wasson: 
et, en dériyant par rapport.a x, 
va, 
y’=— 2 = eae 


P étant un polynome en uw, u’, ..., uw". 
Comme on a, pour x = 0, 


u=adFdD, 


on voit que Y‘) et w'”) sont en méme temps finies ou infinies 
pour # =o. On en conclut que les termes fractionnaires appa- 
raissent un rang plus tét dans le cycle transformé que dans le cycle 
primitif. En poursuivant la suite des opérations indiquées, on arri- 
vera done a un cycle représenté par un développement de la forme 


1 +- 
yY=ar+ be =a 
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ou, en coordonnées homogénes, 


Wis Gi OFRrxe 56 


5 ay AR 


SiOk, 


avec a <n, cycle dont la classe est inférieure au degré. 

On peut done dans tous les cas abaisser le degré d’un eycle et le 
transformer ainsi de proche en proche en un cycle linéaire, par 
l'emploi d’une suite de transformations de Cremona, qui d’ailleurs 
n’élévent le degré d’aucun autre cycle#n’introduisent pas de nou- 
velles coincidences de tangentes et de sommets, et ne font appa- 
raitre comme singularités nouvelles que des points multiples a 
tangentes distinctes. 

En opérant ainsi sur tous les cycles non linéaires de la cuurhe, 
on la transformera en une autre n’ayant que des cycles linéaires. 


132. Toutefois, certains cycles de la transformée ainsi obtenue 
peuvent avoir a la fois méme sommet et méme tangente et plus 
généralement un contact d’ordre quelconque. Mais en continuant 
4 appliquer la méme suite de transformations, on fera disparaitre 
ces contacts. En effet, i] résulte immédiatement des formules de 
transformation du paragraphe précédent que si les deux courbes, 
réguliéres autour de l’origine, 

Vo = OT OEE oe 
by eae EO eaten ss 


ont en ce point un contact d’ordre q, les g premiéres dérivées de y 
et de y,; ayant méme valeur pour «= 0, et les (q+ 1) des 
valeurs distinctes, cette propriété sera conservée par une transfor- 
mation homographique, tandis que la transformation quadratique T . 
diminuera d’une unité cet ordre de contact. 

On arrivera done finalement a des cycles'a tangentes distinctes. 

En derniére analyse, une suite d’opérations consistant en des 
homographies combinées avec la transformation crémonienne T 
permet de déduire de toute courbe algébrique une autre courbe 
n’ayant comme singularités que des points multiples a tangentes 
distinctes. Nous avons ainsi complétement démontré un important 
résultat dai a Nother. 


TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES. O73 


Mais on peut aller plus loin et faire voir que toute courbe algé- 
brique peut étre changée par une transformation birationnelle en 
une autre n’ayant comme singularités -que des points doubles 
a tangentes distinctes. Pour parvenir a ce résultat, une transfor- 
mation de Cremona est inopérante en général; il faut employer 
une transformation birationnelle de courbe a courbe qui n’est pas 
susceptible d’étre étendue a tout le plan en conservant son carac- 
tére biunivoque. 

Le moyen le plus simple pour démontrer ce résultat consiste 
4a prendre comme intermédiaire une courbe de l’espace a trois 
dimensions, n’ayant aucune singularité, et déduite de la courbe 
donnée par une transformation birationnelle. La projection sur un 
plan de cette courbe de l’espace, en choisissant convenablement le 
point de yue, sera une courbe n’ayant comme singularités que des 
points doubles a tangentes distinctes et correspondra birationnel- 
lement a la courbe initiale. 

Appliquons d’abord a la courbe donnée la transformation de 
Cremona qui fait disparaitre les singularités autres que les points 
multiples a tangentes disunctes. Supposons ensuite que les axes 
de coordonnées et la droite de l’infini n’occupent aucune position 
particuliére par rapport a la courbe et, notamment, que les direc- 
tions asymptotiques sont distinctes et non paralléles aux axes; que 
les axes ne sont paralléles ni aux tangentes doubles, ni aux tan- 
gentes d’inflexion, ni aux tangentes aux points multiples, ni aux 
tangenles passant par les points multiples; qu’enfin, une tangente 
paralléle 4 axe des x et une tangente paralléle a l’axe des y ne se 
coupent pas sur la courbe; une transformation homographique 
permet toujours d’obtenir une courbe yérifiant ces hypotheses : 


Gea 0% 


Appelons y’ la dérivée de y par rapport a x définie par 


6F OF 
Sey a= Ys ee (0) 
Oli! ia ONG 
Soient d’autre part 
Yate WC IANO cas, Cay 


les abscisses des tangentes paralléles a ’axe des y et auxquels cor- 
respondent les / points de ramification simples de la surface de 


APPELL ET GOURSAT, — I, 18 
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Riemann (f est la classe de la courbe). Posons 


P(x) =A(x—e)...(% — ex), 


et soit I[(z) un polynome de degré & a coefficients arbitraires. 
Considérons alors la courbe de l’espace définie par 


X= ; 
YS y Pee), 
Z=W(2): 


Je dis que cette courbe n’aura pas de point double si les coeffi- 
cients de II( x2) sont convenablement choisis. 

Supposons, en effet, que deux points analytiques distncts (2, 9s) 
et (#2, %2) engendrent le méme point de la courbe de espace. On 
devra ayoir + 

Dal I Oe 
Wg ey yg Bien 


Si on suppose 2A #2, ces deux équations n’ont qu'un nombre 
fini de solutions; pour qu’il en fit autrement, il faudrait qu’a tout 
point (2,, v7) correspondit un point (x2, vy) tel que 


P(x) = ¥)P (a). 


Ceci est impossible, car si le point (2, 7) vient se confondre 
avee le point de contact (a, 6) d’une tangente paralléle 4 Ox, 
y', tend vers zéro, donc le second membre tend vers zéro; deux 
hypothéses sont alors possibles : 


1° P(a) tend vers zéro, ce qui veut dire que #, tend vers un 
point e;, que par suite une tangente paralléle a Ox et une tangente 
paralléle 4 Oy se rencontrent au point (e;, 6) de la courbe, hypo- 
thése que nous avons écartée (il suffit d’ailleurs, pour cela, de 
changer la direction de l’un des axes). 

2° y\, lend vers zéro, aultrement dit (#2, y) tend yers le point de 
contact d’une tangente paralléle a Ox; comme les tangentes 
doubles. n’ont pas cette direction, il faut done que les points 
(v7, 7) et (22, 7) tendent tous les deux vers le point (#, 6). Or, 
au yoisinage de ce point, la courbe est représentée par 


6 


y—$=K(2—2)?+..., 
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Vou 
I ae 
Cy Se el y Be 
yk 
1 
gees Ty — $)2 ; 
VK 
par suite, 
Phir I vik ~= at RY 
v ae ey ye tee a5 
a 
pa VEO gt 
iar xe e: ) 


D’autre part, P(w,) et P(x.) ont pour limite P(«) qui n’est pas 
nul, car « est distinct des e;. Les deux membres de l’égalité 


v4 P (a) =H re P (2?) 
ont done respectivement pour parties principales 


Pt) VK, £9 


2 


tel 


re) 


@ 
ro 


P(a) VK | 
ApS 


2. 


Ils ne peuvent donc pas étre égaux. 

I] suit de la que nos deux relations n’ont qu'un nombre fini de 
solutions correspondant aux valeurs distinctes £,, £5, ..., 2, de x 
et lon peut toujours disposer des coefficients de I(x) de facon 
que 

Th(€i) A WCE; ) 
pour 1347. On v’obtient done de cette maniére aucun point 
double de la courbe [ de lespace. 

Si maintenant l’on suppose 


il faut que ce point soit un point double ou multiple de la courbe 
plane; en un point multiple d’ordre p, y’ acquiert p. valeurs cor- 
respondant anx p. feuillets superposés de la surface de Riemann, 
ces valeurs étant distinctes, finies et non nulles d’aprés nos hypo- 
théses. En outre, P(x) n’est pas nul en ces points, puisque les 
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droites 7 =e; ne passent pas par les points multiples. Aux p. points 
analytiques superposés correspondent ainsi p. points distincts de TI. 
. Les considérations qui précédent ne s’appliquent pas-aux points 
a Vinfini de [, qui proviennent exclusivement. des points a Vinfini 
de C. 

Il nous faut done encore montrer que les m points a’ infin de C 
engendrent des Bee distincts de [. Soit 


SCT ea — 
U7 


l'une des branches infinies de C, de sorte que 


IK 


lim — = lim y= ¢; 
eso 
dans le feuillet correspondant de la surface de Riemann. Les 
valeurs correspondantes de X, Y, Z sont infinies, mais 


= 


lim Fae 67B; 


P(«) 
pk: 


ni infini, les m valeurs dec 7 correspondant aux m points a linfini 


B désignant la valeur de 


pour = 00; comme B n’est ni nul 


de CG sont distinctes. La ee I n’a donc pas de points doubles. 
I] reste 4 montrer que tous ses cycles sont linéaires. 
En un point de C ot x est fonction holomorphe de y, on voit 
que Y et Z sont des fonctions holomorphes de y, c’est-a-dire de X 
Cette remarque doit étre justifiée lorsque 


. I 


By ia ey, 


est infinie; mais en un tel point on a 

aS esky = 1 Sel, 

Ly=ak(y —l) +. 
D’autre part P(x) contient en facteur (a#—e), c’est-a-dire (y—l)? ; 
par suite, 


Pe) 


Ya He (yhQ, 


Q étant holomorphe et non nulle autour du point y = J, 
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En un point ot la tangente est paralléle a axe des 2, ona 


y—-B= k(x—a@2ypr..., 
Ne =2k(x#—a) +...,; 
P (2) = P(a)+ (@#—«) P’(a)+..., 


Y=y'P(xv)=2kP(a)(e#—a)+.. 


Comme AP(«) n’est pas nul, que d’autre part X et Z sont des 
fonctions holomorphes de x pour x = a, on voit. que l’on a encore 
un cycle linéaire. 

Pour étudier les points a |’infini, on pose 


xX : 
Eanet 
Y r 
Z lags 
I " 
Th =i Sie 


ce qui définit une transformation homographique ramenant le 
point étudié a distance finie et, prenant pour variable indépen- 
dante 


on obtient.aisément les développemeats de X4, Y,, Z,, suivant les 


puissances entiéres de €; l’on constate que oe n’est pas nulle, 
pourvu que les coefficients des termes du plus haut degré en x du 
polynome II(z) ne vérifient pas une certaine relation linéaire, ce 
qu on peut toujours supposer. 

En résumé, on peut toujours disposer des coefficients de I(2) 
de maniére que I n’ait aucune singularité a distance finie ni a l’in- 
fini; les courbes C et T se correspondent d’ailleurs birationnelle- 
ment (n° 124). Enfin, la courbe I est une courbe gauche, car une 
relation telle que 

Ay +By'P(#)+ CI(xz)+D=0 


ne peut pas exister. En effet, la constante B n’est pas nulle, 
y n’étant pas un polynome. On aurait donc une équation différen- 
tielle linéaire du type 

y' P(#)+y+Q(#)=0, 


P et Q étant des polynomes de méme degré; l’intégrale générale de 
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cette équation s’obtient aisément par des quadratures et l’on mon- 
trerait, par une discussion que nous omettons, qu’aucune solution 
ne peut étre une fonction algébrique satisfaisant aux conditions’ 
requises ('). Il nous suffira de remarquer que dans le cas, seul 
intéressant, ot la courbe Ca des points multiples, on doit avoir en 


ces points 
yee - Oia eS Oo, 


Cette derniére condition exige que lon ait # =e; en un post 
multiple, ce qui est contraire 4 nos hypothéses. 

Ainsi I est une courbe gauche. Il en résulte que les sécantes 
doubles de I ne seront pas, en général, des sécantes triples; s'il en 
était autrement, 4 tout couple de points A,, A» de [ on pourrait 
associer un point A;, dépendant analyuquement de A, et Ag, situé 
sur T et aligné avec A, et Ay; A, restant fixe, faisons varier A, 
d’une maniére continue sur T, A; varie aussi d’une maniére con- 
tinue; soit alors A, A‘ A’ une position de la sécante triple imfini- 
ment voisine de A, A, A3; les cordes A, Aj et A; A’, étant dans un 
méme plan, il en résulte que les tangentes en Ay et Ay sont dans 
un méme plan; si l’on fait ensuite varier A,, Ag varie et la tan- 
gente en A; rencontre la tangente fixe en Ay; la courbe I est donc 
plane, puisque ses tangentes rencontrent une droite fixe; il y a 
done contradiction. I suit de la que les sécantes triples passant 
par un point A, de FP sont en nombre fini et engendrent, quand on 
fait varier A,, une surface aleébrique X. De méme les cordes Ay, As, 
telles que les Be eS en Ay et A, soient concourantes, engendrent 
une surface X'. Soit enfin X"la surface lieu des tangentes aT. 5: le 
point de vue O n’appartient 4 aucune des trois surfaces X, X’, &",. 
les droites issues de O et rencontrant [ auront au maximum deux 
points communs avec [, ces points étant distincts, ainsi que les 
plans tangents correspondants passant par la droite, Il 's’ensuit que 
si l’on fait la projection de T du point de vue O sur un plan arbi- 
traire, cette projection C’ sera une courbe algébrique n’ayant ni 
points de rebroussement, ni points multiples d’ordre supérieur 


(+) On peut simplement remarquer que la courbe Q, si elle vérifiait cette équa— 
tion, n’aurait pas ses directions asymptotiques Histinetes , ce qui est bien facile a 
démontrer. 
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a 2, ni points doubles 4 tangentes confondues. La correspondance 
entre C et C’ étant évidemment birationnelle, le théoréme est 
démontré. 


133. Etant donnée une courbe algébrique plane représentée 
par léquation 


3, Lier) =o. 


on appellera genre de cette courbe le genre dela surface de 
Riemann correspondante, quand on regardé wu comme une fonc- 
tion de z définie par la relation (7). D’aprés le théoréme du 
n° 126, ce nombre ne dépend pas des axes de coordonnées et, plus 
généralement, se conserve par toute transformation birationnelle. 
Proposons-nous d’évaluer le genre d’une‘courbe dont les seuls 
points singuliers sont des points multiples 4 tangentes distinctes 
et des points de rebroussement de premiére espéce. Nous choisi- 
rons pour cela les axes de coordonnées de fagon a satisfaire aux 
conditions suivantes : 1° la courbe, supposée de degré m, a m 
points distincts a linfini, et aucune asymptote n’est paralléle a 
l'axe des w; 2° aucune tangente en un point multiple n’est paralléle 
a laxe des wu; 3° les tangentes paralléles 4 Ow ont un contact du 
premier ordre avec la courbe. 

La surface de Riemann correspondante aura m feuillets et 
N-+r points de ramification simples, provenant des r points de 
rebroussement de premiére espéce et des N points ot la tangente 
est paralléle 4 Oy. On aura done pour le genre p (§ 113) 


Nees 


p= —_m-+t, 


pure 


En groupant ensemble les termes du méme degré, F(3, uw) peut 


o, u u 
Eat) =e" 2m ( *) = gm! On _ 4 (:, “) Chor 
“a . 4 a 


Qm(1, ¢) étant un polynome de degré en ¢, tel que Péquation 9, = 0 


s écrire 


ait m racines distinctes c,, ..., Cm. On a de méme 


5 aay u 
Fu(s, uw) = Fy(4, wv) = 34 on (1 *) + 2M on, (. :) Bee Sy 
ou 


\ ae 0 
@m(1, c) 3 ae, 
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Le résultat de l’élimination de y entre les deux équations 
J 


oF 
Pig, te) ==10, an == Hartly) = 0 


est une équation entiére en 


7 
(8) Ata) Ss] ates uj) =O; 


te 


OU li, Ug, .-+, Um désignent m racines de l’équation F = 0; A(z) 
est un polynome entier en 3 de degré m(m—1). En effet, c’est 
une fonction symétrique entiére de w,, ..., Um et, par suite, un 
polynome entier en z. Pour évaluer son degré, considérons les 
m valeurs de u dans le domaine du point s =; ona par exemple, 
dans ce domaine, 


j= C75 - &h ae IO 
de sorte que, dans F,(<z, u;), le terme du degré le plus élevé 
sera 2”~19.,(1, €;) puisque, par hypothése, 9,,(1, ci) n’est pas 
nul. Le produit des m facteurs analogues sera done de degré 
m(m—1). 

Les racines de l’équation (8) ne peuvent provenir que des 
points multiples et des points simples de la courbe ot la tangente 
est paralléle 4 Ou. Examinons d’abord ces derniers points. Si au 
point (a, 6) la tangente est paralléle 4 Ou, on a, dans le voisinage 
de ce point, 


F(z, uw) =A(s—a)+B(u—byP+ C(zs—a)(u—b)+..., 


les coefficients A et B n’étant pas nuls, d’aprés les hypothéses 
faites. Les deux valeurs de wu, qui deviennent égales ab pourz=a, 
sont représentées par un méme développement 


zz cA 
wnday/ 2 (eae 


ow l’on attribue au radical Vz —a ses deux déterminations. D’autre 
part, on a 


: oF Fh ee 
= aa Ble o) + (4a) +.... 


Si dans F, on remplace w par une des racines précédentes, le 
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z i A 
résultat sera d’ordre 5 en (z— a). Comme il y a deux facteurs de 


cette espéce dans A(z), on voit que A(z) est divisible simple- 
ment par z—a. Ainsi, les abscisses des points de contact des 
angentes paralléles 4 Ow donnent des facteurs simples dans A (z). 

Supposons maintenant que le point (a, 6) soit un point mul- 
tuple d’ordre g a tangentes distinctes, aucune de ces tangentes 
n’étant paralléle aOw; F(z, w) peut alors s’écrire 


eas aa 2 u— 0, : Pee: u—b : 
E(u) s— @)? 07 1, sae eB): Patt led yrs erent, 
gq(1, c) étant un polynome de degré g n’ayant que des facteurs 
simples. De méme 


eae ogre SEES: u—b 
es u)=(3—a) aq Eas ee + 

Si €,, C2, ..., Cy sont les g racines distinctes de |’équation 
Qq(1, €) = 0, les q valeurs de w, qui deviennent égales a 6 pour 
= a, sont représentées par q développements de la forme 


uj—b = ¢;(3 —@) +d;j(z—ayP+..-.3 


F,(z, u;) sera du degré (q¢—1) en (z—a), car son premier 
terme est (s—a)?@~! Pq(1, ci). Comme il y a q facteurs analogues, 
A(z) sera divisible par (z — a@)77—; un point multiple d’ordre ¢ 
a tangentes distinctes donne dans A(z) une racine multiple d’ordre 
q(q —1) de multiplicité, 

Enfin supposons que le point (a, 6) soit un point de rebrous- 
sement de premiére espéce, ot la tangente n’est pas paralléle 
a Ou. En transportant l’origine en ce point, ce qui est évidemment 
permis, ona : 


u* 
F(z, uw) = A(u—mz)?+ 33 aa(1, = a ee 
#s(1, m) n’étant pas nul, et 


: 4 u 
Pi, (s, wu) =2A(u—ms)+ 2 03(1 “) inate 


“ 


Les deux valeurs de uw, qui deviennent nulles pour z = 0, ont un 
méme développement de la forme . . 


3 
b= MS 4-052 o.. (a 4 0); 
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Fi(z,w) est de degré~ et par suite A(z) est divisible par 2°. 
Un point de rebroussement de premiére espéce donne donc une 
racine triple. En écrivant que A(z) est de degré m(m—1), 
vient 

N+ 29¢(¢—1)+ 37 =m(m—1); 
portons la valeur de N dans la formule qui donne p, il reste, toutes 
réductions faites, 


(nt == 1) = 2) Rg mt): 


2. 


(9) y= 


Si, en particulier, la courbe n’a que d points doubles a tangentes 
distinctes, on a ; 


. (70 —1) (mt — 2° 
(10) = ) dpa 8 


2, 


on retrouve ainsi la définition géométrique du genre. 
La comparaison des deux formules (g) et (10) montre qu au 
point de. vue du genre, un point multiple d ordre q a tangentes 


tae : 4 ‘ (Guay ; . A 
distinctes équivaut a 19 =) points doubles ordinatres. 


134. Appliquons ces considérations aux courbes pour lesquetles 
p a les plus petites valeurs. Soit CG une courbe de genre zéro; 
daprés le théoréme de M. Nother, on peut lui faire correspondre, 
point par point, une courbe C’, aussi du genre zéro, n’ayant que 


des points doubles. Si cette courbe C’ est du degré m, elle possé- 
< A : = Ti LD 
dera le nombre maximum de points doubles, soit Sisson Late 
Or, les coordonnées d’un point dune pareille courbe s’expriment, 
comme on sait, par des fonctions rationnelles d’un paramétre 
variable ¢, de fagon qu’a un point yariable de la courbe ne corres- 


ponde qu’une yaleur de ¢. Il suffit-de couper la courbe C’ par un 


ae = é (m—1)(m— 2) 
faisceau de courbes de degré (m-—1) passant par les eo Se 
points doubles et par 2m -— 3 points simples pris a volonté sur C’, 
it ——1 I — 99, 
ou par un faisceau de courbes C,,_, passant par les ee 


points doubles et par m — 3 points simples de C’. 
Inversement, supposons 3 et uw exprimées par des fonctions 


we 
wo 
io) 
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rationnelles guelconques d’un parameétre ¢ 


: Bites BE tic DCE) 

le point de coordonnées (sz, uw) décrit une courbe C de genre 
zéro. Si a un point de la courbe C ne correspond qu’une valeur 
de ¢, la démonstration est immédiate. Des formules précédentes 
on tire en effet ¢= W(z, wu), V étant une fonction rationnelle, et 
la courbe C correspond point par point a la courbe de genre zéro, 
w= t. Elle est donc elle-méme de genre zéro. 

Lorsque plusieurs valeurs de ¢ donnent un méme point (;, wv), 
la représentation est impropre, et le raisonnement précédent ne 
s'applique plus. Mais M. Liiroth (*) a démontré quwil suffit d'un 
simple changement de la variable indépendante pour étre ramené 
au cas précédent. Soient 


(11) 5= 4, i 


les expressions des coordonnées, f(A), o(4), V(A) désignant trois 
polynomes. Nous supposons qu'il existe 2 valeurs de } donnant 
le méme point (z, w) ou, d'une facon plus précise, que les deux 
équations 


(12) ; aie x) : hs 


ont, quel que soith,, 2 racines communes )\,, A, .-., Ans Ces n ra- 
eines sont en général distinctes, sauf pour des valeurs particuliéres 
de 2,, En effet, écrivons les équations 

, FA) YA) — FO SOAL) = 9; 

l o(A) YEA) —¥O) 90d) = 03 


igey 


si 2, était une racine multiple de ces deux équations, ‘on 
aurait 

FO” YA YOU FOr) = 9, : 

f' Od 40) = VOD OY) = 

PODYOQXRIUND) HY OD SOL) = 0. 


et, par suite, 


Ki ; Pas 
Le rapport JX) serail done une constante; or, la racine mul- 


Y (Az) 


(1) Lirotu, Mathematische Annaler, t. IX, p. 163. 
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tiple A; varie évidemment avec A,, et Phypothése est inadmis- 
sible. 

Si donc on cherche le plus grand commun diviseur des deux 
polynomes f(A) (du) = (A) F(x) et @(A)b(21) — 42) @(ha) 
on obtient un polynome de degré n en A, qui n’est autre que le 
produit (A — Ay) (A—Ag) ... (A—An), abstraction faite d’un fac- 
teur indépendant de A. Soit (A, 4,) ce plus grand commun divi- 
seur; comme les deux polynomes précédents ne font que changer 
de signe quand on permute A et A,, Y(A, Ay) sera aussi du degré 


nen ,, . 
VA, Ad) = PoC An AP 9, (Ay APA. On (Az), 


Go(A1)) Pi (Ar), «. +) On(Ay) Etant au plus du degré n en i,. 

Si dans l’équation U(A, 4,) =o on remplace successivement 
A, par Ag, «++, An, cette équation aura toujours les mémes racines, 
car les valeurs Ay, A2,*..., An qui correspondent a un méme point 


(zs, uw) forment un groupe inséparable. Il s’ensuit que les coeffi- 
gi(A) 

go(A) . . . 
par A,, Aa, ..., An» Choisissons ;(A) de fagon que ce coefficient 
ne se réduise pas a une constante, et posons 


gi (Ah) 
Go(r) 


cients reprennent les mémes valeurs quand on y remplace A 


a un point (zs, uw) de la courbe considérée correspond une seule 
valeur de p»p. Inversement a une valeur quelconque de p corres- 
pondent au plus 7 valeurs de A; or, si A, est une de ces valeurs, 
les autres valeurs du méme groupe Ag, A3, ..-3 An vérifientla méme 
équation, Il s’ensuit que cette équation est bien du degré n en ) 
et qu’a une valeur de yp. ne correspond qu’un point (z, vw). Sidone 
on prend » pour variable indépendante, on voit que z et uw s’ex- 
primeront rationnellement au moyen de p, et qu’inversement p 
sera une fonction rationnelle de z et de uw. 

Considérons, par exemple, la courbe représentée par les équa- 
tions 

Qe 1) (22-41) 


A FE OTE Sh ee 8 are 


En appliquant la méthode précédente, on trouve 


vA, hy) = 204 — AAP HD + Xa 
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La représentation est donc impropre. Mais si l’on prend pour 
paramétre 


BS 


et l’on a inversement 


135. Etant données deux courbes de genre zéro C, C’, on peut 
toujours les faire correspondre point par point d’une infinité de 
maniéres. Soient, en effet, 


a=f(t), w=9(t), t= 2(4, 4) 


les formules qui.concernent les coordonnées d’un point de C, 
J, 9, & étant des fonctions rationnelles, 


PE Cl ape OCT) © aT. (1) 


les formules analogues pour C’. Si l’on établit entre ¢ et T une 
relation linéaire 


(14) AT¢+ Bi+CT+D =o, 


on voit que Z, U s’expriment rationnellement au moyen de z, u 
et inversement. Ona ainsi la transformation birationnelle la plus 
générale que l’on puisse établir entre les points des deux courbes 
C, C’; il est clair, en effet, que toute correspondance biration- 
nelle entre les points de ces deux courbes donnera entre ¢ et T 
une relation algébrique qui devra étre du premier degré par rap- 
port a chacune des variables. La relation (14) dépend de trois 
paramétres dont on peut disposer de fagon qu’a trois points déter- 
minés de C correspondent trois points arbitraires de C’. Comme 
cas particulier, il peut arriver que ces deux courbes coincident, 
et lon voit qu’él existe une infinité de transformations bira- 
tionnelles, dépendant de trois parametres arbitratres, par 
lesquelles une courbe du genre 3éro se change en elle-méme, 
Les intégrales abéliennes relatives 4 une pareille courbe se ra- 
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ménent immédiatement a des intégrales de fractions rationnelles. 
I] n’y a pas d’intégrale de premiére espéce. 


136. Passons au cas ol p=1. Etant donnée une courbe du 
premier genre C, nous pouvons toujours supposer,. d’aprés le 
théoréme de M. Nother, qu’elle n’admet que des points doubles a 
tangentes distinctes. St elle est de degré m, elle aura donc 


(m —1)(m — 2 7 (10 —3 : n(m—3 . 
¥ Yee = ) points doubles. Ces points 


doubles, joints a m— 2 points stmples pris a volonté sur Go 
déterminent un faisceau de courbes d’ordre m— 2, C,,_2, car 
m(m— 3) (m2 —2)(m +1) 


me SS 


Pd 2 


Soit 
(15) o(s,u)+tb(z, vw) =o 


léquation d’une courbe de ce faisceau; elle rencontre la courbe C 
en m(m— 2) points dont deux seulement sont variables avec ¢. 

En. effet, chaque pomt double compte pour deux points d’inter- 
section, et lon a bien 


m(m— 3) m—2 =m(m—2)—2 (4). 


On obtiendra les coordonnées de ces deux points d’intersec- 
tion variables par la résolution d’une équation du second degré a 
coefficients rationnels en ¢, de sorte que les coordonnées d’un 
point de C s’exprimeront au moyen de ¢ par des formules de la 
forme suivante : 

_ P+ QVRO) 
S(t) 
Pi+ Qi VR) 


SS 
Si (4) : 


) 
(16) 


P,Q, Py, Q:, 5, S,, R étant des polynomes entiers en ¢, dont le 
dernier R(z) est supposé sans facteurs multiples. De considéra- 


(1) Si un seul des deux points d’intersection inconnus était yariable avec /, 
les coordonnées de ce point seraient des fonctions rationnelles de ¢, et la courbe 
serait du genre zéro. On peut employer aussi un faisceau de courbes C,,_,, pas- 
sant par les pvints doubles, et 272 — 2 points simples de C. 
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tions géométriques bien connues ('), on déduit que R(t) est du 
troisiéme ou du quatriéme degré; c'est aussi une conséquence 
immédiate du théoréme général sur la conservation du genre. 
Posons, en effet, 


des formules (15) et (16) on tire ¢ et w en fonctions rationnelles 
de set dew. La courbe C et la courbe C’ représentées par l’équation 
v2 == R(¢) se correspondent ainsi point par point par une trans- 
formation’ birationnelle. La courbe C étant du genre un, il doit en 
étre de méme de la seconde courbe, ce qui exige que R(¢) soit 
du troisiéme ou du quatriéme degré (§ 113). 

Si R(t) est du troisiéme degré, la seconde courbe sera du troi- 
siéme degré. Si R(¢) est du quatriéme degré, soit a@ une racine 
de ’équation R(t) = 0; la transformation birationnelle 


t=a+-) ii SSS 
x 


raméne encore a une courbe du troisieme degré. Ainsi, ad towle 
courbe de genre un on peut faire correspondre, par une trans- 
formation birationnelle, une courbe du troisieme degré, qui 
sera nécessairement sans point double. On dit que la cubique 
sans point double est /a courbe normale du premier genre. 

_ Inversement, les coordonnées d’an point d’une cubique peuvent, 
et d’une infinité de maniéres, s’exprimer rationnellement ati 
moyen d’un paramétre ¢ et de la racine carré d’un polynome du 
quatriéme degré en ¢, R(¢). Il suffit de couper la cubique par un 


faisceau de droites 
JY Fo Te 5); 


passant par un point fixe (a, %») choisi arbitrairement sur cette. 
courbe. Les racines du polynome R(t) ont une signification géo- 
métrique évidente; ces racines sont des coefficients angulaires des 
quatre tangentes que l’on peut mener du point (29, y)) a la cu- 
bique. Quel que soit le point (x9, y,) choisi sur cette courbe, ces 
quatre tangentes ont méme rapport anharmonique, et, par consé- 


(!) Crepsen, Ueber diejenigen Curven deren Coordinaten sich als elliptische 
Functionen eines Parameter darstellen lassen (Journal de Crelle, t. LXV). 
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: : : rset 
quent, l’inyariant absolu de la forme biquadratique aR (2) ne 
2 


dépend pas du pointe(2,, 7). On n’obtient donc pas de représen- 
tations essentiellement distinctes. 

Le théoréme de Géométrie qui vient d’étre rappelé se démontre 
trés aisément au moyen d’une remarque qui peut étre utile. Sur 
une courbe du troisiéme ordre, sans point double, prenons deux 
points fixes A et B, et soient i, u les coefficients angulaires des 
deux droites AM, BM joignant les deux points A et B a un point 
quelconque M de cette cubique. Il est clair qu’il existe une rela- 
tion algébrique entre A et p., et cette relation doit étre du second 
degré par rapport a chacune des variables; elle est done de la 
forme - 

(17) (A pP+ Bu +C ) 
+) (Ayu2?+ By + C,) + Agu2?+ Bou + C,=0 


et peut encore s’écrire 


a7’) UCR P= A pee AS) 
= v- (Bi ci By i =e Bp) = Operee (Gras ++ Coe oO. 


Si la droite de coefficient angulaire }, issue du point A, est 
tangente en un autre point ala cubique, les deux valeurs corres- 
pondantes de p. doivent étre égales.. Par suite, les coefficients an- 
gulaires des tangentes issues de A sont les racines de l’équation 
du quatriéme degré 


(18) ROG) (B2+ B, A + B,)? 
— 4(Ad2+ Ayr + As) (G22+ Cyk + Cy) = 0. 


De méme, les coefficients angulaires des tangentes issues du 
point B sent les racines de l’équation 


(19) Reig) (A, 22+ Byy + C; )? 
; —4(A p?+ Bu + ) (Agu? Bop + C2) = 0, 


Il s’agit dg faire voir que le rapport anharmonique des quatre 
racines est le méme pour les deux équations. Comme ce rapport 
anbarmonique ne change pas par une substitution linéaire, la pro- 
position sera évidemment établie si l’on démontre qu’on peut, par 
une substitution linéaire de la forme. 


, @r0.4+ 6 , e+ B 
NY af ee Se 
cht+d yu + oO 
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ramener la relation (17) a une relation symétrique en’ et p. 
Choisissons pour cela, ce qui est toujours possible, les coeffi- 
cients des deux transformations, de telle fagon que, pour ) =o, 
’équation (17) ait une racine double infinie en p, et pour p= 0, 
une racine double infinie en 4. Dans ces conditions, on a 


As = 10; (CaO p= 0) 


et la relation (17) prend la forme 
A)? 2+ Ay (BA + Ayu + By) + Cg=o. 


: A ; By. : 
Si A, B n’est pas nul, il suffira de remplacer p. par = pour étre 
+4 é 


ramené a une relation symétrique. On ne peut avoir A, B= 0; on 
vérifie, en effet, que les deux. équations R(A)=o0, Ry(p)=0 
auraient chacune une racine double. Ce cas ne se présenterait 
que pour une cubique ayant un point double. 


137. Considérons, comme application, les courbes de genre un 
représentées par une équation binome. Ona vu (n° 116) que ces 
courbes se partagent en quatre groupes , les équations apparte- 
nant 4 un méme groupe peuvent,.par quelques twansformations 
simples, qui sont précisément des transformations birationnelles, 
étre ramenées a une forme type. On peut prendre, par exemple, 


pour formes types les suivantes : 


(A) u2=(s—a@) (s—b)(z—e), 
(B) w=(s—a) (s—b), 
(CG) uw'=(z—a) (s—b), 
(D) us = (ze —a)3(s—b)!. 


Nous n’avons éyidemment a nous occuper que des trois der- 


niéres équations (B), (C), (D). Si, dans Péquation (B), on pose 


“== "t; 1 vient 
a+b GaN 
Sis ES . ) ab +8, 
2 2 


et cette équation, jointe a la relation w=¢, donne évidemment 


une solution da probléme. 
De méme, dans l’équation.(C), posons 


; £=a+ 0, 
il vient . 
w= P(2+a—b)?*, 


APPELL ET GOURSAT. — TI. 79) 
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d’ott lon tire 
u= Vt(P+ta—b). 


Enfin, dans l’équation (D), il suffit de poser 
g=b+.68 
et lon obtient pour w la valeur 


Ue SV BAO ae 


138. Toute courbe du premier genre admet une infinité de - 
transformations birationnelles en elle-méme. La proposition sera 
établie, si on la démontre pour une cubique; or, dans ce cas par- 
ticulier, le théoréme est presque évident. Il suffit en effet de 
prendre sur Ja courbe du troisiéme degré un point quelconque A 
et de faire correspondre a un point M de la cubique le troisiéme 
point de rencontre de cette cubique avec la sécante AM. 

Cette remarque bien simple permet déja @intégrer l'équation 
d’Euler. Soient 


(20) ABST J my Qe eat Red ap 


léquation d'une courbe du troisiéme degré, (x, 6) les coordon- 
nées du point fixe A, (x, y) et (x, y’) les coordonnées des points 
M et M’. Ona entre ces coordonnées des relations de la forme 


; j v7 =R (2, 9, x, 3), 
(oF) ; ; 
f (7 97, SES y (ba 3eh, omit hs 
el inversement ieee 
ete la be at ons SCO) 


(297) cee 
(age! Saal gies wary ame 


R et R, étant des fonctions rationnelles. 
L’intégrale de premiére espéce, attachée a la courbe (20), 


dx 
== Cf sf 


devient, aprés la transformation (21), une intégrale de premiére 
espéce atlachée a la méme courbe y/? = x? + pa’? + qz2-+?r, 
c’est-a-dire que lon a. 


dx Ear da! 
J V+ pe+rgr+r fa + pa2r+qa'+r 


TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES. 291 


et, comme les deux transformations (21) et (22) sont inverses 


Vune de l'autre, on a forcément A? = 1, et par suite 


I, 

: dz dx’ 

(23) =i als 
VOe+pretgqrtr Ve=rpaets qa ar 


Les formules (21) donnent donc une intégrale de l’équation (23) 
et, comme ces formules renferment un parameétre = ciueeire (a, B), 
elles donnent Vintégrale générale. 

Il est facile de Asai pyar les caleuls. Soit 


Ne =Mmre-a-n 


léquation de la droite MAM’; x, x’, « sont les trois racines de 
Véquation 


Ona done 


DP Let OIL lI, )> == Os 


2 et+e+t z= n?—p, 
“(e+ x) + rz’ = g —2MN, 


r 5 
Cle = Ml — PK. 


L’élimination de m et n entre ces trois équations conduit a la 
relation cherchée 


ae ay xe = g—a(l(r+aore')(p+ao+ ct 2’) 


qui contient une constante arbitraire 2. 

En combinant deux transformations birationnelles telles que 
la précédente, on obtient de nouyelles transformations, par 
lesquelles la cubique se change en elle-méme. Ainsi, étant don- 
nés deux points A et B sur cette courbe, faisons se correspondre 
les points M et M’ tels que les sécantes BM’ et AM concourent 
en un nouveau point de la cubique. Si le point A reste fixe et 
qu’on fasse yarier le point B, on obtient une infinité de trans- 
formations dépendant algébriquement d'un parametre, labscisse 
du point B par exemple, et, lorsque B est venu en A, la trans- 
formation considérée se réduit 4 la transformation identique. 

Ainsi, toute courbe de genre un admet une infinilé de trans- 
formations birationnelles en elle-méme, dépendant algébri- 
quement d'un parameétre ¢, 


eae Ons 
yo — Re Cea aes 
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et telles que, pour une valeur particuliére ty de ce paramétre, 
on ait identiquement 


139. Considérons encore les courbes du genre 2. Si une 
courbe C,,, de genre 2, n’a que des points doubles. ordinaires, 
le nombre d de ces points doubles est égal, d’aprés la for- 
mule (10) (§ 133), a 

(Ces Uae) ae m(m—3) 


2, = Te 
2 2. 


On peut encore trouver un faisceau de courbes rencontrant 
C,, en deux points variables seulement, soit en prenant un fais- 
ceau de courbes de degré m passant par les d points doubles de C,, 
et par 3m points simples, soit en prenant un faisceau de courbes 
de degré m — 3 passant par les d points doubles de C. En repre- 
nant les raisonnements du n° 136, on en conclut que les coor- 
données d’un point d’une courbe de genre 2 s’expriment 
rationnellement au moyen d’un paramétret et de la racine 
carrée dun polynome du sixiéme degré (t) ('). 

D’une fagon plus précise, 4 toute courbe de genre 2, on peut 
faire correspondre, par une transformation hbirationnelle, une 
courbe représentée par une équation de la forme 


(24) w= A(t—a,)(t—a)...(t— a). 


Si Pon pose encore t=2, w=(x%—a,)(%£—a2)¥, On voit 
que la courbe (24) correspond point par point a la courbe du qua- 
triéme ordre 
(2.57) V2 (@— a) (#2@— ay) = A(@— a3)... (a — ag), 
qui a un point double a Vinfini. Inversement, toute courbe 
du quatriéme ordre, ayant un point double, est du genre 2. On 


peut donc prendre cette courbe pour la courbe normale du 
genre 2. : 


(‘) Scuwanz, Essai de démonstration d’un théoréme de Géomeétrie (Journal 
de Mathematiques pures et appliquées, 3° série, t. VI, p. 111-114), 
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_ INTEGRALES NORMALES. — DECOMPOSITION 
D'UNE INTEGRALE ABELIENNE EN ELEMENTS SIMPLES. 
CAS DE REDUCTION (*). 


Formation des intégrales de premiére espéce. — Courbes adjointes. — Intégrales 
de seconde et de troisiéme espéce. — Intégrales normales des trois espéces. — 
Périodes des intégrales normales. — change du paramétre et de l’argument 
dans les intégrales de troisicme espéce. — Intégrales de seconde espéce déduites 
de Vintégrale de troisiéme espéce. — Réduction d’une intégrale quelconque a 
une partie algébrique, a des intégrales de troisiéme espéce et & 2p intégrales 
de premiére et de seconde espéce. — Intégrales algébriques. — Intégrales lo- 
garithmiques. — Intégrales de premiere espéce réductibles a des intégrales 


elliptiques. 


140. Nous avons déja indiqué sommairement (n° 121) comment 
on partage les intégrales abéliennes en intégrales de premiére, 
de deuxiéme et de troisiéme espéce. Nous allons, dans ce Chapitre, 
revenir sur ce sujet, et nous proposer dabord de former les inté- 
grales de ces trois espéces. 

Pour déterminer les intégrales de premiére ppiece relatives a 
une courbe donnée 


QQ) : Pia ta —70, 


de degré m, nous supposerons qu’on a effectué, s'il est néces- 
saire, une transformation homographique de fagon que les m coef- 
icients angulaires des asymptotes aient des valeurs distinctes 
f t gul d ymptot t des val distincte 
et fintes. Aucune asymplote n’étant paralléle a l’axe des uw, l’équa- 


(*) Auteurs a consulter: Riemann, Yheorie der Abel’schen Functionen. — 


CLEBSC H et Gornnan, Theorie der Abel’scken Pe Chap. FV et-Vv; — ABBL, 
Sur Vintégration de la formule differentielle ey 2 Ret 0 étant des fonc- 
meas. R 


tions entiéres. 
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tion (1) renferme un terme en wu”, et peut s’écrire 
(1’) F(z,.u)=Ajum@+ Ayu? +... + Apu? 4 4.,, . + Ap, = 0, 


A, étant une constante et A; un polynome en z de degré i au . 
plus. Les m valeurs de uw pour une valeur de z de module trés 
grand sont fournies par m développements distinets, tels que 


Qi 
2; . 
Ujps2 C7 OY A Se el ee ee TIE 


Soit 
(Z, w) 
(2) r= o( 2,0) ds 


(Bo, Wy) 


une intégrale abélienne relative a cette courbe. Il est évident que 
si cette intégrale est de premiére espéce, c’est-a-dire reste finie 
pour toute valeur de z, la fonction rationnelle 9(z, w) satisfait aux 
conditions suivantes : 

i 
— ou 


2 
Ze 


1° Pour des valeurs infinies de z, elle est de l’ordre de 


I 


de ee (A> 0); 


2° Si en un point analytique (zy, Uo) a distance finie, 9(<, uw) 
devient infinie, elle le devient d’un ordre fractionnaire et infé- 


rieur a lVunité par rapport a ——— 
&— 2g 


, de sorte que ce point (Z 9, Uy) 


est un point de ramification de la surface de Riemann correspon- 

dante. Laméme propriété a lieu pour le produit u*o(<z, wu), quel 

que soit le nombre entier positif ’, ear w reste fini pour toutes les - 
valeurs finies de z. 


D'aprés cela, si l'on appelle w,, ua,...., Un les m valeurs de u 
qui correspondent a une valeur de z, la somme 


Prag = ul oss) - EOC S, ee ae Oh, Oey 


est un polynome entier en z. En effet, Pz_» est une fonction 
symétrique de W,, 2, ..., Um et, par suite, une fonction ration- 
nelle de z. Pour faire yoir que c’est un polynome, il suffit de 
montrer qu’il reste fini pour toute valeur finie de z. Or un, terme 
quelconque de cette somme u! (3, u;) ne peut devenir infini 
qu’en un point de ramification (Zo, %») et, dans ce cas, il ne con- 


I rag Se 5 was 
——— d’exposant inférieur a luniteé; 


tient que des puissances de 
: 5 — ZH 
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sa partie principale est de la forme 


oa he kn—4 


(3 — zy)" (s— 9) 


nv =~ h\ 


si le point de ramification est d’ordre n — 1. Lasomme P;_» ne con- 
tient done aucune puissance entiére de ____ dans le domaine 
(3 — 2) 
de ce point et, comme P;,_, est une fonction rationnelle de <z, il 
s’ensuit qu'elle reste finie pour s = Zo. 
Pour avoir le degré du polynome P,_s, il suffit de yoir de quel 
ordre est cette fonction par rapport a s pour une valeur infiniment 


ne fe ‘ o 
grande de z. Or, 9(z, uw) étant de l’ordre de =; au moins et us de 


Vordre de zs", Px» sera de ordre de z*—? au plus. On voit d’abord 


que, sik est égalao ou a1, Py» 


sera identiquement nul, carun 
polynome ne peut étre nul pour s infin, que s'il l’est identique- 
ment. Sik>2, Px_s sera de degré k -— 2 au plus. On a’donc, en 


faisant successivement k= 0, 1, 2, ..., m—1, les relations sui- 
vantes: 
9(S, Uy, )+ 9( 2, Uy)... ©(2, Un =O, 
UW, ~ O(2, Uy) Ue  9( 2, Ua P.-E Um 9(5, Um) = 0, 
Ka Set) 2602. tn) t= UF oi 2, tg). ee, = OC, Un) = Po, 


| f - ‘ x m- P p33 


35 bby ent he ( Sa) Se UP OZ, Wr) = 


Po; =>, Pi, :--4 Pig élant'des polynomes entiers.en.z d’un degré 
marqué par leur indice, ou d'un degré inférieur. 

Ces équations linéaires (3) fournissent les m déterminations 
de 9(3,u). Pour les résoudre commodément, imaginons qu’on 
ait divisé F(z, w) par (u — w,); le quotient est un polynome de 
degré m—1 en u 

iC Ze. te) : . > 
By tl ta Byte Ds 
Coy 
ou 
Bone By = Agw,+ Aj, B, = Agu? + A, uy-+ Ao, 


en général B, est un polynome de degré k en z et uy. 


F(z.u), 1 : 
Le polynome 7 Sannule pour uU = Us, ..., W= Um}; et sa 
1 
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valeur pour u= vw, est F(z, u,). Multiplions la premiére des 
équations (3) par B,,1, la deuxiéme par B,,_», ..., la derniére 
par By et ajoutons-les ; il reste, en tenant compte des propriétés 


que nous venons de rappeler, 


(4) OCS. tty aly Casati.) =O (ea IL) 


O( xz uw, ) étant un ol nome de degré i 3 au plus en 42neb Uy; 
Ley yy, Ag 
Q(s; Uy) ay Po Bm—3+ P, Bs ae Ste P m—3 Bo. 


On obtiendra de méme 9(3, w;) en remplagant, dans Péqua- 
tion (4), Wu, par uz; par suite, quelle que soit la racine de l’équa- 
tion (t) que l’on prenne pour w, ona 


+2 Oe sa) 
Ful, w) 


Toute intégrale de premiere espéce relative a la courbe (1) 
est donc de la forme 


os f Oe ey dz, 
Cae 


(2, tw) 


ot Q(z, u) est un polynome de degré m —3 au plus enz et u. 


141. Il ne s’ensuit pas que toute intégrale de la forme précé- 
dente soit de premiére espéce. Il faut voir a quelles conditions 
doit satisfaire le polynome Q(z, uw) pour que Vintégrale reste 
partout finie. Considérons d’abord un point a Vinfini de la surface 
de Riemann, la valeur de wu étant donnée par le développement 


fy 


, : 4 
uU= c/s +aj;+ = +.... 


Par hypothése, on a, en groupant ensemble les termes de méme 


degré, 
ty : u u 
F(z, u)= 2" Om | 1, rane Pm—1 (1, > tas dairy 


léquation 9,(1,¢) =o ayant m racines distinctes. On en conclut 


‘ s \ 
— ze ‘ u eee u 
Pus, EL ence “ain ( 1, zie Fn (1 2) Ie 5 heteyy 
4S & 


. u ‘ . eee 2 
la notation 9; (4) indiquant une dérivée prise par rapport 
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a. Le coefficient m(l,¢:) n’étant pas nul oit pecital 
Z Dim 1, Cz) hn etan Pp nu ) on Vol que, Sl on 


remplace uw par le développement qui précéde, F(z, w) sera de 
lordre de 3”~', tandis que Q(s, uw) sera de l’ordre de 3”-* ou 
dun ordre inférieur. L’intégrale reste done finie pour z=, 
quel que soit le polynome Q(z, u). 

L’intégrale ne peut, par conséquent, devenir infinie qu’aux 
points ou la dérivée F,(s,u) s’annule. Ces points correspon- 
dent, comme on sait, aux points de la courbe ot la tangente est 
paralléle a Paxe des w, et aux points multiples. Soit (39, w)) un 
point de ramification ot passent n feuillets; dans le domaine de 
ce point, les n valeurs de wu qui deviennent égales 4 wy sont repré- 
sentées par un méme développement en série 


Ww = Up + a (5 — Fy)” + &(5— Zo) 


lis 


hit : 
eve eles 


quand on remplace wu par ce développement dans F(z, wu), le 
1 


résultat est d’un certain ordre en (z — z))”, par exemple de l’ordre 
KE <oh , 


de (s — z,)". Il faudra qu’en remplacant w par le méme dévelop- 

le ( o) { plag p P 
k—n-+-1 

pement dans Q(z, w), le résultat soit de ordre de (zs —z)) ” ou 


d@un ordre supérieur. En écrivant que ces conditions sont satis- 


faites pour tous les points o4 F(z, wu) =0, on obtient un certain 
nombre de relations linéaires entre les coefficients du polynome 
Q(z, u). 

Le calcul est trés laborieux lorsqu’on ne fait aucune hypothése 
sur les points singuliers de la courbe F(z, uw) = 0. On la trouvera 
dans la Thése de M. Elliot (') et dans ’Ouvrage de Briot. Mais 
si l’on veut seulement évaluer le nombre des intégrales distinctes 
de premiére espéce relatives 4 une courbe de genre p, on peut 
toujours supposer qu’on a ramené la courbe, par une transforma- 
tion birationnelle, A une autre courbe dont les seuls points sin- 
guliers sont des points doubles a tangentes distinctes. Le calcul 
n’offre alors aucune difficulté. 


Prenant un cas un peu plus général, nous supposerons que la 


(1) Annales scientifiques de l’Ecole Normale supérieure, 2° série, t. VI; 
1879, 
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courbe F(z, w)=o, de degré m, n’admet que des points mul- 
tiples a tangentes distincles ou des points de rebroussement 
de premiére espéce. 

Soit dabord (a, &) un point simple de la courbe ou la tangente 
est paralléle 4 axe des u; les développements du n° 87 montrent 
immédiatement qu une inté borale 


[ Q(z, u) dz 
By Gece) 
reste toujours finie en ce point, quel que soit le polynome 
Q(z, wv). Gest aussi ce qu’on peut voir sans calcul en remar- 
quant que l’intégrale précédente, d’aprés la relation 
Ei du + FLdz =~; 

peut s’écrire 

[tees Se Enea 

3(3, uy) 


et que F(z, w) n’est pas nul au point (a, b). 
Soit, en second lieu, (a, 6) un point multiple d’ordre g a tan- 
gentes distinctes. En portant l’origine en ce point, ona 


u 


: u j 
EZ, eye. on( i, “\+ 2g +r4 Pasi (1, 2 ails 


gq(1,¢) étant un polynome de degré g qui n’admet que des fac- 
teurs linéaires simples et, par suite, 


U 


ry 7 u U 
Fu(41 uw) = at AG 5) + 29 Pq (, ) teers 


Les q valeurs de u, qui deviennent nulles en méme temps que 3, 
sont représentées par g développements distincts 


Uj= Cpe 4; S27... Gi eh eee ee 


les constantes Cy, Cy, ..., Cp étant toutes différentes. Si on rem- 
place u par un quelconque de ces développements dans I",,(z, w), 
le résultat est de lordre de 27~'. Tl faut, pour que l’imtégrale 
reste finie en chacun des qg points analytiques correspondant 
aux g branches de courbe, que Q(z, w) soit, aprés la méme substi- 
tution de l’ordre de 37—' ou d’un ordre supérieur. Ceci aura lieu 
si Q(s, w) ne contient aucun terme de degré inférieur 4 q—1 
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en = et u. Cette condition est d’ailleurs nécessaire; en effet, 
supposons que Q(z, w), ordonné en groupes de termes de 
méme degré en z et u, contienne un groupe de degré inférieur 
eget, 


Ole, uw) = bn(4, U) + Up (5, W) +e. (k<q—1). 


Quand on remplace wu par un des développements qui précédent, 
le résultat est de l’ordre de z‘, 4 moins que l’on ait U,(1, cz) = 0. 
Si & est inférieur a g — 1, il faudra donc avoir a la fois 


Uy(1, Ci )p=—-0, rast b,-(1, Cy) = 0, 


et le polynome ¥s(1, c), de degré inférieur 4 g—1, aurait 
qvacines distinctes. Si, au point multiple (a, 6), Vaxe des wu était 
tangent a une des branches de la courbe, on aurait, en prenant 
ce point pour origine, 


u 
F(Z, @) +-34 og44 (, “) Stet ets 


le ratsonnement s’achéverait comme: plus haut et conduirait a la 
méme conclusion. 

Enfin, supposons que le point (a, 6) soit un point de rebrousse- 
ment de premiére espéce ott la tangente n’est pas paralléle a l’axe 
des uw. On a, en portant lorigine en ce point, 


B(z,w)= A(u—as)?+ o3(4, Ww) +9,(2, W)+..., 
les polynomes homogénes 93(3, wv), 9,(5, u), .-. étant d’un degré 
marqué par leur indice, ct o3(s, uw) n’étant pas divisible par 
u=az. On en déduit pour uw un développement de la forme 


(n° 88) 


ou 6 n’est pas nul. Si l’on remplace uw par ce développement dans 


<1 / des 
Pats; = 2aCW ee) Sa 


el 


le résultat de la substitution est évidemment de ordre de s?. Pour 


: Ota, waz ; : Bs 
que Vintégrale | =———— reste finie pour z = 0, il faut évidem- 
MCs, t,) 


ment que Q(z, w) ne contienne pas de terme constant. La condi- 


300 CHAPITRE VII. 


tion est Vailleurs suffisante, car Q(z, w) est alors de l’ordre de z 
ou d’un ordre supérieur. 

La condition est la méme si la tangente de rebroussement est 
paralléle a axe des uw, car on a identiquement, en vertu de la 
relation EF, du + ¥, dz 


pene U) AZ, | HOKE Qs, w) du 
RU es Winn Ee 
el, en raisonnant sur la nouvelle intégrale, on voit qu’elle restera 
finie au point (a, 6), si Q(a, 6) = 0, et dans ce cas seulement. 
En résumé, pour que Vintégrale 
Cc 
“Q(z; @) We 
Rae 
soit de premiére espéce, il faut et il suffit que tout point multiple 
d@ordre q de la courbe F(z, uw) = 0 soit un point multiple d’ordre 
q—1 de la courbe de degré m — 3. représentée par l’équation 
Q(s,w) =o. Ceci suppose, bien entendu, que la courbe F(z,w)=o0 
n’a pas d’autres singularités que celles qui ont été spécifiées plus 
haut. 


142. Pour déterminer le nombre d'intégrales de premiére espéce 
dune courbe de genre p, il suffit, comme on la déja remarqué, 
de considérer une courbe n’ayant que des points doubles a tan- 
gentes distinctes. C’est ce que nous allons faire. Soient m le degré 
de la courbe, d le nombre des points doubles ('); ona 


i: (m —1) Lier NA 


2 


ETI = 


3) ae 
coefficients arbitraires. En écrivant que la courbe ie. Ub) ==0 
passe par les d points doubles, on établit entre ces coefficients 
d relations linéaires; il restera dans Q(z, w) un nombre de coef- 


Tout polynome Q(z, uw) de degré m— 3 contient 


(*) Si la courbe présente des points multiples d’ordre queleonque r,. 7 


) 


Beans 
re) 
d désignera la somme » a 


étendue a ces divers points; on devyra exprimer 
ensuite que tout point rman d’ordre 7 de la courbe F est un point multiple 


d’ordre r —r de Q et Von parviendra a la méme expression pour le nombre des 
coefficients arbitraires de Q. 
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ficients arbitraires égal a 
TH Te —3. ie ea) a=) 
BS Spee a )¢ ) 


5 i. —d =p. 


On ne peut pas conclure de la immédiatement que la courbe 
admet p intégrales distinctes de premiére espéce; on pourrait 
craindre, en effet, que les d relations établies entre les coefficients 
du polynome Q(z, w) ne soient pas distinctes. Mais le raisonne- 
ment prouve que la courbe posséde au moins p intégrales dis- 
tinctes de premiére espéce. D’ailleurs, elle ne peut en admettre 
plus de p (§ 122). Done on peut énoncer le théoréme général 
suivant : 


A toute relation algébrique F(z, u) =0, de genre p, sont 
atlachées p intégrales abéliennes distinctes de premtére espéce. 


Nous disons que p intégrales ,, 2, ..., ™, sont linéairement 
distinctes, s'il n’existe aucune relation linéaire a coefficients cons- 
tants de la forme 


C) 4 -+- Op y-+. + Cp y+ Cp4, = 0, 


ot lune au moins de ces constantes soit différente de zéro. Si , 
2, ... Mp, Sont p intégrales distinctes de premiére espéce, toute 
autre intégrale de premiére espéce est égale a 


Me YP) MS 1 se i oe Xp 1p = Ese 


Remarque. — Un polynome de degré m — 4 en z et u contient 
(m —1)(m — 2) 


= coefficients arbitraires; par suite, le genre d’une 


. (m—1)(m— 2) 


courbe de degré m est au plus égal a ~————_—, ce qu’on peut 
2 


voir aussi directement sans difficulté. Pour que cette limite supé- 
rieure soit atteinte, il est nécessaire que le polynome Q,,_; ne soit 
assujetti a aucune condition, c’est-d-dire que la courbe considérée 
n’ait aucun point multiple. 


143. Le théoréme qui précéde étant fondamental, il n’est 
peut-étre pas inutile d’en donner une démontration toute différente, 
ot n’interviennent pas les surfaces de Riemann. II suffit de mon- 
trer qu’une courbe de genre p ne peut avoir plus de p intégrales 
distinctes de premiére espéce. Ceest ce qui résulte du théoréme 
suivant : 
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Sil existe un faisceau de courbes algébriques rencontrant 
une courbe algcbrique donnée en q points variables seulement, 
et si l’on peut disposer de ce faisceau de facon qu'un de ces 
groupes de q points puisse étre choisi arbitrairement, la courbe 
donnée a nécessairement moins de q intégrales distinctes de 
premiére espéce ('). 


Soient F(z, w) = 0 Péquation de la courbe donnée, 


J(4, U)+hU(s, wy =o 


Péquation d’une courbe du faisceau et (3), w,)... (4, Ua) les coor- 
données des q¢ points d’intersection variables avec 1; soit enfin 


(3; w) 
(Z, w= if 0( 2, tb) dz 


(Zo) Uo) 
intécrale d F Tit ; Rae 
une intégrale de premiére espéce. Posons 
fap aeua 
(Si, Wi) = (3, uw) dz; 

+ (So) Wo! 
la somme 

W = (ey, Uy) + (2, Wa) 4-2. «( 2g; Uq) 


est une fonction du paramétre 7, qui conserve une valeur finie 
pour toute valeur de 2. On a d’ailleurs 


dW ( ; az, ns ia: ea dz, 
ene Ea hy a OE) am nse pate Ol Sa; ae 
Gis ee a Pe de a 


des relations 
OF du; OF dz;... 
nar Waa eC 
Of da. Of adit; iS Ov dz; dy. duj\ 
dz, dz du; dk ep da Nee aki Ou, 7) Soe 


. dz; ‘ ° 
on tire pour ~~ une fonction rationnelle de s;, u;, A 
\ . 
dz; + 
—— = 1) (3), uj, A). 
d) be tN! 


r 


: dW 3 ; : pat 
Par suite, —- est une fonction rationnelle et symétrique des 


(') La démonstration suivante est due a M. Picard (Bulletin des Sciences ma- 
thématiques, 2° série, t. XIV; 1890), 


< 
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q- couples de valeurs (2,, U,)...(29; wz). Elle se réduit donc 
a une fonction rationnelle de 2, R(A); or Vintégrale d’une fonction 
rationnelle 


“ | R(d) dd 


devient infinie au moins pour une valeur de i, & moins que R(?.) 
ne soit identiquement nul. C’est ce qui arrive nécessairement ici, 
et la somme W est constante (1). On a done 


38 dz, ra dig 
Ol Sy, tt Lae SHU WS o\ Sa A ae al) 


Sil existe g imtégrales abéliennes distinctes de .premiére 
espece 


r= | Guia Cla e (hy = | O2( 2, uw) dz, pithick C= | ©4(2, uw) dz, 


wv 


an aura de méme 


dz, dig 
Dik zaewtey. EO Sealy) —— — 0; 
lpn, Shea yE Meee teas eek 
Dy ( u nae ( u 8G oO 
D5 (3 a Odin meh Aaes =n OS YG 
T2\ Sd, Oh Ay HCI? fl ett ak ’ 
EOE MSTA TT Ra el Sota tyetene. ots, obs Seiten viel Aes oe te - 
ee Rho oan dig 
Gy( 51, Up) eae Gal Fq, tba) —T07 


Comme les points (3,, w,), ..., (%q, Uz) sont variables avec 2, il 
faudra done que l’on ait 


O4 (5), 1 ican wOLCSgx Uy) 
G2( 3; ll; ) Gal Fy Ug) 

— = 0 
Sql S1, 1) ql Sq; Uq) 


el puisque, par hypothése, on peut choisir arbitrairement un des 
groupes de g points, ce déterminant A devra étre nul, quels que 
soientles g points (2,, W).), «++, (Z¢, Ug): 

Il est clair que ceci ne peut avoir lieu si les g fonctions 9(z, w) 
sont linéairement distinctes. En effet, considérons les mineurs 


(j') Gest un-cas particulier du théoreme d’Abel, qui sera étudié plus loin. 
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du premier ordre, obtenus en supprimant les éléments de la der- 
niére colonne, par exemple; si tous ces mineurs ne sont pas iden- 
tiquement nuls, quels que soientles points (z,, U1), .,(Zg_1) Ug—1)s 
prenons ces g—1 points de fagon que lun au moins de ces 
mineurs soit différent de zéro. En développant A par rapport aux 
éléments de la derniére colonne, ona 


Ny 91 (Sq) Wg) +. 2 Ag 9g ( 2G, Ug) =; 


A,,...,A, étant des constantes dont une au moins n’est pas nulle. 
Cette relation ayant lieu quel que soit le point (z,, wz), on voit 
que les g fonctions 9,(3,.), ..., q(%, u) ne sont pas linéairement 
distinctes. Si tous les mineurs du premier ordre de A étaient iden- 
tiquement nuls, on raisonnerait sur un de ces mineurs comme on 
a raisonné sur A, et ainsi de suite. On arriverait, dans tous les 
cas, a établir une relation linéaire a coefficients constants entre 
q'(¢'<q) des fonctions o,, 02, ...,%g; ce qui est contraire 4 
Vhypothése. La proposition énoncée est done établie. 

Cela posé, supposons qu’une courbe de genre p, n’ayant que 
des points doubles ordinaires, posséde plus de p intégrales dis- 
tinctes de premiére espéce. Le polynome de degré m — 3 le plus 
général s’annulant pour les coordonnées de ces points doubles 
sera une fonction linéaire et homogéne de p+-1 coefficients arbi- 
traires au moins. On pourra disposer de ces coefficients de facon 
a faire passer la courbe Q(z, w) =o par p points arbitraires pris 
sur la-courbe donnée I*(z, w) =o. Les autres points d’intersec- 


tion seront au nombre de 


m(m—3)=2d—p=p—2. 


Par ces p—2 points et les d points doubles de la. courbe 
donnée, on pourra faire passer un faisceau de courbes de degré 
m —3, chacune des courbes du faisceau rencontrant la courbe 
donnée en p points variables seulement, et cela de telle fagon que 
Pune des courbes du faisceau soit la courbe déterminée tout a 
Vheure, qui passe par p points choisis arbitrairement. I] suit-de 
la que la courbe F(z, w) = 0 aurait moins de p intégrales de pre- 
miére espéce, et nous ayons vu quelle en a au moins p. Cette 
contradiction démontre le théoréme. 
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144. Etant donnée une courbe algébrique C,, n’ayant que des 
points doubles ordinaires, on appelle courbe adtointe toute 
courbe passant par les points doubles de la premiére. Les inté- 
grales de premiére espéce sont fournies, on vient de le voir, par 
les courbes adjointes de degré m -— 3; ces courbes adjointes Ci, es 
forment un systéme p —1 fois indéterminé et sont comprises dans. 
une équation de la forme 


OC 7 iy. 05, CH, V) + he Qala, ¥) eee hp Op (ayy N="O, 


les p polynomes Q;(x, y) étant linéairement indépendants. Par 
P —1 points pris a volonté sur C, il passe une courbe adjointe de 
degré m — 3, et une seule en général. Par p—1-+-h points pris 
’ 8 L | 
au hasard sur C, (h > 0), il ne passe en général aucune courbe . 
) ’ I 8 


adjointe de degré m — 3. Enfin, toute courbe adjointe C,,_3 ren- 


s 


contre la courbe C en 2p —2 points variables, en dehors des 
points doubles. On a en effet, d’aprés l’expression du nombre p, 


m(m—3)=2d+ 2p —2. 


Pour donner un exemple simple, prenons une courbe du qua- 
triéme ordre C,; les courbes adjointes sont ici des lignes droites 
passant par les points doubles de C,. Si C, n’a pas de: point 
double, toute la ligne droite est une courbe adjointe; ily a trois inté- 
grales distinctes de premiére espéce. Si CG, a un point double, les 
courbes adjointes sont les droites passant par ce point; il y a 
deux intégrales distinctes de premiére espéce. Lorsque C, a deux 
points doubles, il y a une seule courbe adjointe d’ordre m — 3, 
la droite qui joint ces deux points et, par suite, une seule mté- 
egrale de premiére espéce. Enfin, si C, avait trois points doubles, 
il n’y aurait plus de courbe adjointe du premier degré ni d’inté- 
grale de premiére espéce. 


145. Sila courbe donnée C,, présente des points singuliers 
d’une nature quelconque, on appelle encore courbe adjointe toute 
courbe représentée par une équation Q(z, w) =o, telle que l’in- 
tégrale abélienne 


PONS UP aks 
Gl {aX 


Fi(4, uw) 


APPEL ET GOURSAT, — I, 20 
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reste finie en tous les points singuliers de la courbe donnée; 
Q(z, w) est un polynome adjoint. On suppose toujours, comme 
plus haut, que tous ces points singuliers sont a distance finie. 
Cette condition est indépendante du choix des_axes, ou, d’une 
) 
facon plus générale, la définition précédente est projective. 
¢ I 5 ) 

Imaginons, en effet, qu’on effectue une transformation homogra- 
phique 

az +bu'+e a 3'-+- bul=-¢ 
ee a ar eel a's 6" u'+¢ 


nM 
| 


y 


la courbe considérée C,, se change en une nouvelle courbe C,,, 


ayant pour équation 


u uot y 


Parts : Ne ee Oe ee soe aes 
(6) F(z’, w)=(a"s'+ bu +c) F (Joy 2p Ebene 
et de méme la courbe adjointe Q(z, vw) =o de degré p. se change 


en une nouvelle courbe de degré p. 


Seen supe pia = EC SIO OO eet Aba 

(9) (Qe VS 2 6 6 QL ae — —— — Oe 
Fe: > (ines a! 3! b" wc" a's bw "| 
Soient encore (a, 8) un point multiple-de C,, et (¢’, 6’) le point 
correspondant de C’,. Tout revient a faire voir que, si linté- 
grale (5) reste finie au point (a, @), il en est de méme de l’inté- 
grale 


16) (=f At 
ree Ves) uw \.dz 
(8) / ay 
4 Suey eeaettlap) 
au point (a’, 6’). De la relation (6), on tire 
a Oz Ou 
Gr( a, w ) = (as + bw se" \m (" — + Fi, 
Ch 5) } = du’ par be 


ou, en tenant compte de la relauon F, dz + F), du = 0, 


D(z, w) 
DEE. we 


/ 


ds Fii( a, wy) = (a's 6" = yn 


Pde! 
D’ailleurs, un calcul facile donne 


Czy bk ye I 


Fe eee hr Ot == 
D(z, uw) (a's + 6" u'+ cc’ 


(a’s + bt 


A désignant Je déterminant de la substitution homographique. On 
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déduit de la | 
Adz’ I az 


His, 0) -(a' 2) Hb aw eo We Ea, 6? 


il vient enfin 


7 


b" Wc! ue m3 saa ( rae ul ) 


BOK Caretl CLz, f (Birt OLE 
JH A rae; 
: BAZ, ue) hel (2 


Puisque le point («', 6’) correspond au point (a, 6) a distance 
finte, le -facteur @°2°-+ b’u --c" n'est. pas nul pour 32'’=2', 


fol 


u' = (' et, par conséquent, lintégrale (8) reste finie au point (z’, 6’) 


si Pintégrale (5) reste finie au point (z, 6) et inversement. 


146. On peut obtenir, par des opérations rationnelles, les rela- 
tions auxquelles doivent satisfaire les coefficients d’un. polynome 
adjoint Q(z, w) (‘). Ces relations sont linéaires, etleur nombre est 
(me —1)(m—2) 

, 
Les courbes adjointes du degré m— 3 fournissent toujours les 


égal a — p pourune courbe de degré m et de genre p. 
intégrales de premiére espéce et forment un systéme (p — 1) fois 
indéterminé. Enfin, toute courbe adjointe de degré m—3 ren- 
- contre la courbe C,, en 2p—2 points distincts des points mul- 
tiples. Nous allons montrer, en effet, que dans toute transfor- 
mation birationnelle, le systeme des points d’intersection d'une 
courbe adjointe de degré m— 3 et de la courbe proposée se 
change en un systeme analogue relalif a la seconde courbe. 
3 relative ala 


Soit Q(z, w) une courbe adjointe de degré m 
courbe F(z, w)—=o0; une transformation birationnelle change 
Vintégrale de premiére espéce 
ge u)ds 

Pe Canes) 


v 


en une nouyelle intégrale de premiére espéce 
f OK Cae Ms 
Di Cars te) ; 


(‘) Néruer, Rationale Ausfiihrung der Operationen in der Theorie der alge- - 
braischen Functionen (Mathematische Annalen, t. XXIII, p. 311; 1884. — Rarry, 
Thése de Doctorat (Paris, 1883).— TIKHOMANDRITZKY, Hsquisse d'une méthode pour 
déterminer le genre et les courbes adjointes d’une courbe algébrique donnée 
au moyen des opérations rationnelles (Bulletin des Sciences mathématiques, 
1893; Annales de l’Ecole Normale, 1893). 
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Q(z’, w') étant un polynome de degré » — 3 adjoint a la nou- 


velle courbe de degré p, qui a pour équation ®(2', uv’) =o. On 


a donc 
Q(z, u)dz _ Qi(2', w) dz 
Fu(4; uw) ee Dis, wu’) : 


(z, uw) et (z', w’) étant les coordonnées de deux points correspon- 
dants. Supposons, ce qui ne restreint pas la généralité (n° 132), 
que les points d’intersection de la courbe C et de son adjointe, 
autres que les points multiples, correspondent a des points ordi- 
naires de C’ et inversement. Cela posé, sorent (3), wu) un point 
d’intersection des deux courbes 


F(z, uw) = 0, OLE uw) = 0, 


distinct des points multiples, et (z), 


de la seconde courbe. On peut toujours choisir les axes de fagon 


F , 
w,) le point correspondant 
qu’en aucun de ces points les tangentes ne soient paralléles aux 
axes; aucune des expressions 

Fy 2s; Ug), Di,'( 20; Uy )s O2'( Zo; Uo ) 


ne sera nulle, et, comme Q(Z , Uo) = 0, on doit avoir 


el aussi, par suite, 
Sets Chie A 
z u =e = 0, 
Qi(sos uh) (FE). 
d’aprés Videntité - 
; Gis du’ 


Ceci ne peut ayoir lieu que de deux maniéres : ou bien 


Qi (Zo, Uo) = 9 
ou bien on a ala fois 


Cette derniére hypothése est inadmissible si la transformation 
est birationnelle, En effet, les développements de w’ — uw), 2'— 3), 
commenceraient par un terme en (s — 2)? ou de degré supérieur, 
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au yoisinage du point (Zo, Wo), 


el oi fx =.\3 = =z. \3 
itor — OF (Ces gy at OCIS SQ) Pt seul, 


i , ree ie , ae 
u'— Uy = Bo( SZ — Jy)? + By (5 — 4 B+... 


Lorsque le point analytique (z, w) décrirait un petit cercle sur 
la surface de Riemann, autour du point (49, Wo), le poimt (<’, w’) 
tournerait plusieurs fois autour de (z/,, w),) et il n’y aurait pas 
correspondance univoque entre les points des deux surfaces. 

On a done nécessairement Q,(z), w,) = 0, ce qui prouve que. 
le systéme des points d’intersection de fF =o avec son adjointe 
(J = 0 correspond a un systéme analogue pour la courbe trans- 
formée, Sila seconde courbe n’a que des points doubles ordinaires, 
ce qu'on peut toujours supposer, la courbe adjointe la rencontre 
en 2p — 2 points distincts des points multiples; il en est done de 
méme de la courbe adjointe a la premiére. 


Remarque. — Quand nous parlons du nombre des points 
d’intersection distincts des points multiples d’une courbe et de 
son adjointe, il est entendu que les coefficients arbitraires dont 
dépend la courbe adjointe sont quelconques; pour. certaines 
valeurs particuliéres de ces coefficients, ce nombre peut diminuer. 
Par exemple, si une courbe C,, n’a que des points doubles ordi- 
naires, une courbe adjointe peut étre tangente a C,, en certains 
de ces points doubles. Mais ce cas doit étre considéré comme un 
cas limite, ot quelques-uns des points d’intersection variables sont 
venus se confondre avec les points doubles. 


147. Nous pouvons compléter dés maintenant le théoréme établi 
plus haut (n° 126) sur les transformations birationnelles. Soient 


(9) F(s, t) =o 


une relation de genre p, et o(s, w), Y(z, uw) deux fonctions ration- 
nelles quelconques de z et de wu. En éliminant z et wu entre la 
relation (g) et les suivantes 


(10) 


on en déduit entre Z et U une relation irréductible 


(11) @(Z, U) =0, 
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de genre p’. Si la transformation est réversible, on a p'=p. S’il 
n’en est pas ainsi, on a dans tous les cas p'<p. En effet, toute 
intégrale de premiére espéce attachée & la courbe (11) se change, 
par la substitution (10), en une intégrale de premiére espéce rela- 
tive a la courbe (g). Par suite, la premiére courbe posséde au 
moins autant d’intégrales de premiére espéce distinctes que la 
seconde, c’est-a-dire que le geure p est au moins égal a p’. Il est 
facile de montrer, par un exemple, que p peut étre supérieur a p. 
Prenons une courbe de genre zéro, dont les coordonnées s’ex- 
priment par des fonctions rationnelles d’un paramétre ¢, 


Z == o( ft), Uae) 


et remplagons dans ces formules ¢ par une fonction rationnelle 
quelconque R(z, w) des coordonnées d’un point d’une courbe de 
genre p, (p >o). On voit bien que l’on passe de la courbe de 
genre zéro ala courbe de genre a par une transformation ration- 
nelle, mais ici la transformation n’est pie réversible. 

Une autre conclusion a tirer de la, c’est qu’on peut toujours 
passer, par une transformation simplement rationnelle, d'une 
courbe de genre séro a une courbe quelconque; cette transfor- 
mation dépend d’une fonction rationnelle arbitraire des coor- 
données d’un point de la seconde courbe. 

Le méme raisonnement prouve qu’une courbe dont les coor- 
données s’expriment par des fonctions rationnelles d’un paramétre 
est nécessairement de genre zéro, ear elle ne peut avoir d’intégrale 
de premiére espéce (c/.-n° 134). 


148. Nous allons montrer maintenant comment on peut obtenir © 
les intégrales de seconde et de troisiéme espéce. 

Pour former Pexpression d’une intégrale de troisiéme espéce 
avec les deux points singuliers logarithmiques (a, 6,), (do, 62), 
nous supposerons que ces deux points sont deux points simples 
de la courbe, ce qui ne restreint pas la généralité, car une trans- 
formation birationnelle peut toujours ramener le cas général 
celui-la (§ 126), Admettons en outre que la droite qui joint ces 
deux points rencontre la courbe en m points distincts. Les axes 
de coordonnées étant choisis comme plus haut (n° 140), considé- 
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(By tt) Onaehee u) dz 
1] -/ or} 
(az+ B8u+y)F, (2, wu) 


rons l’intégrale 


(Zo, Uo) 
ou 
aos + Bw y =0 


est ’équation de la droite D qui joint les deux points singuliers 
logarithmiques et Q,,2 un polynome, adjoint de degré m— 2. 
Cette intégrale ne peut devenir infinie qu’aux points de rencontre 
de la courbe C avec la droite D; si l’on assujettit la courbe adjointe 
Qm_2(%, W) = 0 a passer par les m — 2 points de rencontre autres 
que (a, b,) et (a2, b2), Vintégrale n’aura évidemment que ces 
deux points singuliers. Dans le domaine du point (a, 6,), par 
exemple, on aura 


Qm—2( 2, WU) Ae R(a, b;) 


(az + Su-- y¥)Fi,(2,; uw) Z— ay 


Ce a) 


et le point (@,, 6,) sera un point critique logarithmique de l’inté- 
geale, qui pourra s’écrire, dans le domaine de ce point, 


Ria, 6) log(s —a,) + Pi(s—a,), 


P,(s—a,) étant réguliére en ce point. De méme, dans le 
domaine du point (@2, 62), on aura pour l’intégrale une expression 


de la forme 
; Qias, b,) log(s — a2) + P2(z— as), 


les résidus vérifiant nécessairement la relation 


Ria, ,) % Ria, b.) = O. 


En divisant par R,,,,,, cette intégrale, les coefficients des loga- 
rithmes seront respectivement +1 et —1. 

I] est facile de voir qu’on obtient ainsi lintégrale de troisiéme 
espéce la plus générale avec les deux points critiques (a,, b,), 
(daz, by). Soient, en effet, I, et I, deux intégrales de troisiéme 
espéce avec ces deux points critiques; on peut toujours trouver un 
nombre A tel que la différence 


LAM; 


n’ait plus de point singulier; A étant choisi de cette facon, I, — Al, 
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est donc une intégrale de premiére espéce 


Oe 
IL— Al = | Ym—3 (4s U) 


— 
i Faz tem) 


et, par suite, en supposant que I, est lintégrale définie tout a 
Vheure, ona 


tom f A Qual: wy 4 Ques ues Bue 0) gy 
Re oo) 


(as+ Buty) Fal, w) 


e 


c’est une intégrale de méme forme que la premiére. 


Remarque. — Le raisonnement suppose que toute courbe 
adjointe de degré mz: — 2, qui passe par les m -— 2 points de ren- 
contre de la courbe C avec la droite D, autres que les deux points 
(a,, b,), (a2, 62), ne passe pas par un de ces deux points. S’il en 
était ainsi, toutes ces courbes adjointes se décomposeraient en la 
droite D et une autre courbe adjointe de degré m — 3, car elles 
rencontreraient D en plus de m—2 points. Le polynome 
Qm_2(s, wv) le plus général satisfaisant aux conditions énoncées 
serait dela forme (az+6u+y) Qm_3(4, w), Qm—s Etant un poly- 
nome adjoint de degré m— 3, et par conséquent dépendrait 
de p coefficients arbitraires. Or tout polynome de degré m — 2 
contient Ses +1 coefficients; en écrivant que la courbe 
Qm_2(%, U) =o est adjointe et passe par (m— 2) points donnés, 
(m — 2)(m—1) 

2. 
cients. Il doit done rester 


on établit ptm — 2-relations entre ces coeffi- 


pall 


(m — 2) (7m --1) » (A) CS) 
2 2 


Tt Ee Sie =p sara 


coefficients arbitraires. 

Si la droite D ne rencontre pas la courbe C en m points dis- 
tincts, les conditions auxquelles doit satisfaire le polynome 
Qm—2(%, w) sont plus compliquées; mais on peut tourner la diffi- 
culté comme il suit. Prenons sur la courbe C un troisiéme point 
(a3, 63) tel que les deux droites joignant ce point aux deux 
points (a,,.b,), (@2, by) rencontrent chacune C en m points dis- 
tincts. L’intégrale cherchée est égale a la différence de deux inté- 
erales de troisiéme espéce admettant respectivement pour points 
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critiques les points (a,, b,), (a3, 03) et (dz, 62), (a3, 63); cha- 
cune delles peut étre obtenue par la méthode indiquée. 


149. Proposons-nous enfin de former une intégrale de seconde 
espéce, avec un seul pole au point (a,, b,), que nous suppose- 
rons un point simple de la courbe. Soit 


(D) as-+5u+y=0 


Véquation de la tangente en-ce point; si cette tangente D ren- 
contre la courbe CG en m—2 points distincts du point (a, b,), 
lintégrale 

ap OF aas, as 


(az+Bu+y)Fi(z, wy 
ou Bae uw) =o est léquation d'une courbe adjointe de degré 
m— 2 passant par les m— 2 points d’mtersection de C et de D 


autres que (a@,, &,), ne peut devenir infinie qu’au point (a, b,). 
Dans le domaine de ce ae on aura 


Oyen (OSU 
(ez + But y)F a HW) Sh) 


F I . Soe 

il n’y aura pas de terme en sm? pusque la somme des résidus 
oer CON, 

doit étre nulle. L’intégrale sera donc de la forme 


A : ‘ 

Poet ae ee, oe 
P,(s—a,) étant réguliére au point (@,, 6,). En divisant l’inté- 
grale par —A, on raménera le résidu de l’intégrale a la valeur 
+1. On yoit, d’aprés ce mode de formation, que lintégrale de 
seconde espéce avec un seul pdle peut étre considérée comme 
un cas limite d’une intégrale de troisiéme espéce dont les deux 

points critiques seraient yenus se confondre. 
On obtiendrait de la méme facon des intégrales de seconde 

espéce ayant un seul pdle d’ordre quelconque. 


150. Intégrales normales. — Les intégrales normales des 
trois espaces se définissent comme au Chapitre III. Ainsi, toute 
courbe du genre p posséde p intégrales linéairement distinctes 
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de premiére espéce ,, (2, ..., ®p. Avec ces p intégrales, on 
peut former une intégrale de premiére espéce (" dont toutes les 
périodes relatives aux coupures a, soient nulles, sauf la période 
relative a la coupure a,, que nous prendrons égale a 2% \/ ae 
En faisant successivement 4 =1, 2,..., p, on obtient ainsi les 
p tntégrales normales de premiére espéce, ww, ,.., oP). 
Nous conserverons pour le Tableau des périodes les notations de 
la page 152. 

Prenons maintenant une intégrale de seconde espéce ¢( 3, WU; £, 1) 
avec un seul pole du premier, ordre en un point (é, 1) a distance 
finie, par lequel ne passe qu’un feuillet, avec un résidu égal a—--1. 
Soient A;, Ao, ..., Ap les périodes de cette intégrale relatives aux 
coupures @;, 42, ..., Gp; la différence 

C(z, ws &, 4) — —| Al) + Ay 2)... .-- Ay lr) ] 
admet le méme pole (2, 7) avec le méme résidu et ses périodes 
relatives aux coupures a, sont toutes nulles. C’est une intégrale 
normale de seconde espéce : 


Plus généralement, nous désignerons par la notation 
ZW).(Z, ose, <n) 


une intégrale de seconde espéce admettant le seul pdle (2, 1) avec 
la partie principale 
1.2... 
(z= ty” 


et dont toutes les périodes relatives aux coupures a, sont nulles. 
Il est clair que cette intégrale est complétement définie, a une 
constante additive prés; en effet, sil existe deux intégrales possé- 
dant les propriétés précédentes, leur différence est une intégrale 
de premiére espéce dont tous les modules de périodicité relatifs 
aux coupures a, sont nuls, c’est-a-dire une constante. 

Pour trouver les périodes de ces intégrales relatives aux cou- 
pures b,, il suffit de reprendre, en le généralisant, le calcul du 


n° 75. L’intégrale fo dL”) (2, w;&,10), prise le long du contour 
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total de la surface T’ dans le sens direct, est égale, d’une® part 
a 27/B,, en appelant By, la période de Z(z, uw; —, 1) relative a 
la coupure 6,, d’autre part au produit de 27é par la somme des 


résidus de 
EIN UO Be) 
dz 


ml’) 


sur toute la surface IT’. En ‘un point de ramification (a, 0) a dis- 
ZL) ‘ $ a . 5 5 
- peut bien devenir infinie, mais son 


; eee -1, 
tance finie, la dérivée j 
dz 


1 
d’un 


développement ne renfepme que des puissances de — 7 


degré inférieur 4 Vunité. De méme, en un point a linfini, le déve- 


Ae [ 
loppement de cette dérivée commence par un terme en — d’un 


degré supérieur a lunité, puisque Vintégrale Z™ doit rester finie 
en ce point. I] n’y a done que le péle (2, 7) qui puisse donner un 
résidu différent de zéro. On a, dans le domaine de ce point, 


Pe Qanve¥ 


Laz, ust, H)= (z— =)/+1 ee ae 
el, par suite, 
AL (z, ie Be ve) ae Br ehsasy ate me” 1) pe, () CA E) 
dz a ke SS Eee iS aad 


P(z—=£) et Q(z —£) étant des fonctions réguliéres au point 
(E, 7). D’autre part, en appelant 9;(2, w) la fonction rationnelle 
dont lintégration donne m), de telle sorte que l’on ait 


(2, u) 
eS op 2, uw) dz, 


(Zo, Ug) 


le développement de cette intégrale, dans le domaine du point 
(E, 4), est donné par la formule 


mle) (zu y= wlAICE, 1) + (2 — &)0n(E, 7) 


ie 3 
pees é) ly Bh! Does rear erae peru ATA 
i 3) é f ere 0 a Aes i) 


oW(&, 1) désignant la valeur de la dérivée 


i 


d? 94(%, U) 
dz’ 
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pour z==%, w=7. Le résidu cherché a donc pour expression 
— of(E, n). Par suite, les périodes de Vintégrale LZ (z, wv; £, 1) 


relatives aux coupures b,, bs, ..., bp sont respectivement 


PAOD Wis gre NN VAN ace 
sot ($5 Ni) fey 2p (&, f )- 


En particulier, les périodes de Vintégrale Z(z, uw; £, 1) ont pour 
expressions 


Dany 


ica 


Uae oak 


On remarquera que toutes ces périodes sont des fonctions ration- 
nelles du point analytique (2, 1). 


[51. Les formules précédentes doivent subir des modifications 
lorsque le péle de lintégrale de seconde espéce est un point de 
ramification ou s’en ya a l’infini. Soit d’abord (2, 7) un point de 
ramification d’ordre r—1 A distance finie. Nous désignerons 
encore par 


Z(z, u; & 1); Z'(z, u; a N\); WS) ZLVCz; ue; S 4) 


les intégrales de seconde espéce, qui admettent le seul pdle (2, 1) 
avec les parties principales 


T I 1.52 Ms os 
i? a7 sy Vana? : 
(S==8)S o> Ca sae (Czas 


et dont toutes les périodes relatives aux coupures a, sont nulles. 
Enfin, si le point (£, 7) s’en va a Vinfini, supposons, pour em- 
brasser tous les cas, que ce point soit pour la surface de Rie- 
mann un point de ramification d’ordre 7 —1 (7; —1 pouvant étre 
nul). Nous désignerons par Z(z, w;£, 4), ..., LZ (2,-w;&, n), «> 
les intégrales de seconde espéce qui admettent pour pdle le seul 
point (&, 7) avec les parties principales 


l 7 V+ 
aap . mits 
Lalo sigh cy Rte AT Dies SS 


o! 


et dont toutes les périodes relatives aux coupures a, sont nulles. 
Les périodes de ces intégrales relatives aux coupures by, s’ob- 
tiennent encore en calculant le résidu de la fonction 


d ZW) (3, U5 &, 9) 
dz 


wlk)(z, w) 
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relauf au point (2, 7), ce qui n’offre aucune difficulté. Il nous 
suffira d’énoncer le résultat : Sott (2,1) un point quelconque 
de la surface de er: par lequel passent r feuillets, 


et soul 
it 


(12). ANZ, me) == wlAI(E, 1) + (5s — FE) eg (E, 1) 
eas 
(s—#) 7% (9) 


Loh ise! 1 
EO atic 0) ane an 
: eee Lean wee wt 


le développement de Vintégrale de premiére espéce w (z, uw) 
dans le domaine de ce point, r étant égal a. si le point (&, 7) 
nest Pas UN point de ramification et 3 —« devant étre rem- 
’ I ihe ‘ y x 
placé par = Les périodes de lVintégrale de seconde espéce 
Z” (gz, u; &, 0) relativ "2504.10 b bene s= 
&,U;¢, 1) relatives aux coupures 0,, Oo, ..+, Op sont res 


pectivement 


= lM bY OM intense o V(b. ; 
NE niticly ee aS oy we evsieag) Beene SN). 


Les quantités 9/(2, 7).ne sont plus ici les dérivées sucessives 
de lintégrale de premiére espéce «)(z, uw); leur signification 
actuelle résulte du développement (12) écrit plus haut pour cette 
intégrale. 


hed ) z aece ie. = Er ont R 

152. L’intégrale normale de troisiéme espéce IIz;'(<, w) se 
définit exactement comme au n° 77. Dans le domaine du point 
(é',7'), elle est de la forme 


log(e —¥) P(z—¥) 
et, dans le domaine du point (2, 7), de la forme 


—log(s 2) + Q(s—8), 


P(s—&) ét O(s—) étant des fonctions réguliéres; enfin les 
périodes relatives aux coupures a, sont nulles. Les périodes rela- 
tives aux coupures b, se calculent comme au n° 78, On trouve 
ainsi que la période de l’intégrale Ie" (z, uw), relative a la cou- 


pure b,, a pour valeur 

(6, 7) 

wll) (En) = wl) (E, 0) = f awl”), 
~(E,n) 
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Vintégrale étant prise le long d’un chemin situé sur I’ ne ren- 

contrant aucune des coupures @,, b,, cy. Il est a remarquer que 

cette expression de la période reste la méme, quelle que soit la 

position des points critiques logarithmiques. 
De la définition de Vintégrale normale de troisiéme espéce 

résultent immédiatement quelques propriétés : 


1° On a identiquement, quels que soient les points (2, 7), 
Aes n'), (Er, a1), 


(13) 


En effet, la somme précédente est une intégrale abélienne qui n’a 
plus de points singuliers; c’est done une intégrale de premiére 
espece. D’ailleurs, les périodes relatives aux coupures a; sont 
toutes nulles; elle se réduit done a une constante. Or, si l'on fait 
coincider le point (z, w) avec le point (Zo, Uo), origine des mté- 
grales, le premier membre est évidemment nul. 


2°-Si Von fait dans la formule précédente &,;=£, 7,=n, il 
reste 
(en!) 
(6-7). 


te) - 
We, =—T 


formule qui résulte d’ailleurs immédiatement de la définition. | 

3° Liintégrale normale ,de troisiéme espéce 1 dépend de 
deux paramétres (2, 4), (2', 1). On peut, dune infinité de 
maniéres, la mettre sous forme d’une différence de deux fonctions, 
dont la premiére dépend de (2, 7) seulement, la seconde de (2', 7’). 
Prenons en effet un point analytique arbitraire, mais supposé fixe 
(E14, 7,). Ona, d’aprés VPidentité (13), 


ce qui démontre la proposition énoncée. 


4° La formule (13) peut étre généralisée. Prenons un nombre 


quelconque de points analytiques (£1, 41), (22, 12) ---> (Zk NK); 


Sa) 
ona 
(Es, Ns) 


s of 1a) 
(Sas M4) 


4 (Es, Ma) ae 
(Ss, Me) 


os oo 


(Sky Nk) 


e 
(Cay4 


t= tT 


153. En définitive, c’est toujours par la considération d’inté- 


grales de la forme a8 dV, ott U et V sont deux intégrales abé- 
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liennes, prises le long du contour total de T’, que nous avons 
obtenu les périodes. Jusqu’ici nous avons toujours pris pour U 
une intégrale de premiére espéce. Prenons maintenant pour U une 
intégrale de troisiéme espéce avec les points critiques (2, 7%), 
(2', 7’), et pour V une autre intégrale de troisiéme espéce avec 
les deux points critiques (z, 3), (a, 6’), différents des premiers. 


E “LY i, oe 

La fonction U dg best pas uniforme sur la surface T’; pour la 
aS 

rendre uniforme, nous tracerons sur T’ une nouvelle coupure L 


joignant les points (2, 7), (, 1’). 


(yy VS ey 


ve 


Sur la nouvelle surface T’ la fonction U an est uniforme et l’on 
peut lui appliquer le’ théoréme général de Cauchy. L'intégrale 
fu dV, prise le long des coupures a,, b,, c,, dans le sens direct, 
est toujours égale a 


> (Ay) Buea As) Bal 


NES Si: 


A, et B, désignant les périodes de U aux coupures a, et ,, et 
A\, B, les périodes de V aux mémes coupures. Reste a évaluer 
Pintégrale fu dN le long de la coupure L. En deux points infini— 


ment voisins m, 7’ sur les bords opposés de la coupure, les valeurs 
de U différent de 27/ : 
Un = Uni = 220; 


Vintégrale se réduit done a 


ale 
RE i ay. 


En effet Pintégrale fu dV, prise le long d’un petit cercle entou- 
rant chacun des points eritiques (2, 1), (&', n'), tend vers zéro 
avec le rayon de ce cercle. Dans le yoisinage du point (2, 7), par 
exemple, cette intégrale est de la forme 
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P(z—£) désignant une fonction réguliére dans le domaine du 
point z= &: Pow 


Q(zs—t)= ‘pra ) dz, 


Q(s—&) étant réguliére au point — et nulle pour «=; Pinté- 
grale proposée devient, en intégrant par parties, 


eee eer), 


pled (ge yaar: 
Dans la seconde intégrale, a) est réguliére au point € et, 


par suite, l’intégrale prise le long du petit cercle est nulle. Quant 
ala ereaieee partie 


loe(z —£) O( 2 = 


s vr 


” 


log(z—£)Q(z—&), 


on doit prendre l’accroissement de cette fonction lorsque 2 dé- 
crit un petit cercle autour de £, partant d’un point 2-9 et y 
revenant; cette quantité a pour valeur 277Q(o) et tend vers zéro 
avec p. 


dV ; 4 
Quant aux résidus de U — sur la surface T’, on les évalue 


comme plus haut, ils ont pour somme 


tot, BY 


U(a’, 9’) — Ula, 6) = a 
YQ 


(@, 9) 


lintégrale étant prise suivant un chemin qui ne rencontre aucune 
des coupures a,, by, c,, L. Ul vient done finalement 


a ( a! 8”) Pp 
rai| ike dU -f- vay | =>) (A, By— ASBy). 


(a, B) nee 


Les intégrales qui figurent dans le premier membre de cette 
égalité sont supposées prises suivant des chemins ne se coupant 


pas entre eux et ne franchissant aucune des coupures a,, 0,, ¢,. 
(a’,(3") (en ')° 
On voit que la différence [ dU — dN s’exprime tou- 
(a, 8) (€n) 


jours au moyen des périodes des deux intégrales U et V. 
Supposons maintenant que U et V soient des intégrales nor- 
males 
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ona A,= A; =o, et il reste 


fant esmieoe 4, 
(14) ae alle Se dM, : 
(a, B) (&, 7) 
C’est la formule fondamentale que nous voulions établir, elle est 
connue sous le nom de formule de l’échange du paramétre et 
de Vargument dans les intégrales de troisiéme espéce. 
Cette relation ayant lieu, quels que soient les points (£, 1), 
/ \ . 
(E', n'),(@, 8), (a’, B'), remplagons-y (a, 8) par le point (zo, uo), 
origine des intégrales, (a’, 6’) par (<, w), il vient 
(15) Hey (2, 4) = U2%,,(8, 1) — WE %,,(E, 9), 


Soy Uy 


en remarquant que ne (Zo, Uo) =0. Si lon ne tient pas compte 
des chemins suivis par les variables, l’égalité précédente a seule- 
ment lieu 4 des multiples prés des périodes. 


154, Dans lintégrale normale de troisiéme espéce 
oy ea 
Ie’, (Ca Up 


considérons les points analytiques (2, ), (z, w) comme donnés, 
et le point analytique (£, 1) comme variable. Cette intégrale 
devient une fonction du point analytique (&, 1), fonction dont 
les propriétés résultent immédiatement de la formule précé- 
dente (15). On voit que, considérée comme fonction du point 
analytique (&, 7), Vintégrale If est encore égale 4 une intégrale de 
troisiéme espéce avec les points critiques logarithmiques (z, u), 
(Zo, Uy). Par suite, la dérivée 


1 me: 
4 fe) 


est une fonction raltionnelle du point analytique (&, 7), admet- 
tant comme pdles les points de ramification et les points (z, w), 
(Z9, Uo), ces derniers étant des poles du premier ordre avec, des 
résidus égaux 4 —1 et a -+1 respectivement. Un point critique 
d’ordre g —1 ne peut étre un pole d’ordre supérieur a g —1. Les 
dérivées successives 


e, bn 
Ie). aE 


De. ene. ages 
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sont de méme des fonctions rationnelles du point analytique (£, n) 
admettant pour pdles les points (zo, Uy), (4, w) et les points de 
ramification. [1 est clair d’ailleurs qu’elles ne dépendent pas 
de (&, n'). Ces dérivées successives sont identiques, nous allons, 
le voir, aux intégrales de seconde espéce définies plus haut. 
Soient (a, 6) un point a distance finie de la surface de Riemann, 
distinct d’un point de ramification, et ®(£, 7) Vintégrale de 


seconde espéce suivante, ou (£, 4) désigne le point analytique 
variable 


P(E, yea Z(E, H; @, b) + As Z'(é, 3; a, b) ee. et Ay+1 ZW) CE, 3 &, b), 


Ay, Ag, ++, Avy: étant des constantes quelconques. Cette inté- 


grale admet un seul pdle, le point Me b), et la partie principale 
relative 4 ce pole est - 


See ios As Penn Oreney 
(Ga), (Flap ge aes 


Considérons Vintégrale — 


étendue au contour total de la surface T’ dans le sens direct. On . 
peut lui appliquer le théoréme de Cauchy, puisque, nous venons 
de le voir, Te", considérée comme une fonction du point analy- 
tique (E, 1), est identique a une intégrale normale de troisi€éme 
espeéce. 

Les périodes des deux intégrales ®(&, 1) et hE” relatives aux 
coupures a; sont toutes oie par suite, tGatégrale précédente, 
étendue au contour total de la surface T’, est égale A zéro. On en 
conclut que la somme des résidus de la fonction 


a ae 
O(E, n) a 


7 


sur toute la surface de Riemann est nulle. Ces résidus ne peuvent 
proyenir que des pdles (2, w), (Zo, Uo), (a, b). Les résidus pro- 
venant des deux premiers poles sont respectivement 


— P(z, uw), + P(Z, Uo). 
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Pour avoir le résidu relatif au pole (a, 6), écrivons les dévelop- 


{I : : 
pements de ®(£, 7) et de = dans le domaine de ce point : 
S 


5 ; i As ie As ABs Vy.) ay 
ae ra T CE lace ee isa aaa 
dll?’ ar dil + (€—a) aU . (gE—a)y (@1 ‘a 
dé dé Ja Lae oe TADS UNE Nene tink 
~ j rika te \ ° ; ES ' ; di Mz ‘ 
ou (=), désigne la valeur que prend la dérivée d’ordre ee - 
pour =a, 7»=—b. Le résidu relatif au pole (a, 6) est done 
- dit eu Qi 
Ay ( 5), As (Se jue 2+ Aya (Saat), 5 


On a, par conséquent, en écrivant que la somme des résidus est 


nulle, et remarquant que O(z9, uy) = 0, 


ail oat | 
ee P (z, uw) == Ay Cz Siistes dare ( a= O 


Remplagons ®(z, w) par sa valeur; il vient, en ordonnant par rap- 
port aux coefficients A,, ..., Avis, 


1 2 
[y+ 
wr Ay+4 [2 (z, u, a, b)— (i) | =e 
$ a 


Cette égalité devant avoir lieu, quels que soient les coefficients 
constants A;, As, ..., A,+s, on en conclut que l’ona 
dil Pati 
Z(z, u; a,b) — (=),= 0, Z'(z, wu; a, b)— (]),= 0, 


Remplacons maintenant (a, 6) par (£, 1) pour ne pas multiplier 


les notations, les égalités précédents deviennent 
dite’ 


En 
Z(3z, Wee; n) = de : 


Z'(z, uw; &,) = qe 


qv+i me 


NGS ths Sy) Sa eae 
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Ainsi, lorsque le ‘point (, 7) est un point ordinaire de la sur- 
face de Riemann Aa distance finie, les intégrales normales de 
seconde espéce L(z,u;£,n), L'( 2, Ws 6, Wy as, LO (Sy Gy Wg eee 
qui admettent ce point pour péle sont les dérivées successives 
de Vintégrale normale de troisiéme espéce ne par rapport au 
parameétre (é, 7). 

Par suite, toutes ces intégrales normales de atonde espéce sont 
des fonctions rationnelles du point analytique (€, 1), admettant 


pour poles le point (z, w) et les points de ramification, et l’on a 
aussi 


ATH Z, uw; 
PAN ean aH) 5 €, 1) == (2 > ? Ee ih: 


Nous avons déja obtenu, au Chapitre IIL, des résultats identiques, 
sauf une petite différence de notation, pour les intégrales hyper- 
elliptiques € (voir n° 43 et 46). 


155. Lorsque le point (a, 6) est un point de ramification a dis- 
tance finie, les dérivées successives de Vintégrale normale Te" 
par rapport au paramétre (£, 1) deviennent infinies en ce point. 
De méme, ces dérivées sont nulles en tous les points a Vinfini 
de la surface de Riemann; elles ne peuvent donc représenter les 
intégrales normales de seconde espéce quiadmettent pour pole un 
point de ramification ou un point a Vinfini de la surface de Rie- 


mann. Il faut alors remplacer ces dérivées par les coefficients du 


1 
développement de ne" suivant les puissances de (2 — a)" dans le . 


domaine d’un point de ramification (a, 6) d’ordre r — 1 a distance 
finie, ou par les coefficients du développement suivant les puis- 


sances de E dans le cas d’un point a Vinfini('). Ainsi, soient (a, 6) 
un point de ramification d’ordre 7 —1 a distance finie et 


TE? == Wy) + (E—@ y+... + Mya (E—a@) ” 


(1) E. Goursat, Sur la théorie des intégrales abeliennes (Comptes rendus, 
t. XCVII, p. 1281). 
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le développement de lintégrale de troisiéme espéce dans le do- 
maine de ce point. Les coefficients H,, IL, ..., Iy44, ... sont pré- 
cisément, a des facteurs numériques prés, les intégrales normales 
de seconde espéce définies plus haut, qui admettent pour pdle le 
point de ramification (a, 4). Ainsi on a 


Wee ate; Gh, 90.) IT, 5 LNCS els OO ye aio, 


et, en général, 
LE\SIW GRY BRT eal Nexen OY ove OVE 18 err 


Enfin, si le point (a, 6) est un point de ramification d’ordre 


r—1aVinfini (7 —1 pouvant étre nul), soit 


4 


me = nea, () + Tp (2) 


eae el 


TA 
+o. b Thyss (F) =f) 


le développement de Vintégrale de troisiéme espéce dans le domaine 


Tre 


$ $ 


de ce point. On démontrera, comme plus haut, que l’on a 
LESS aco ATs as ZZ, 3; 0) = 1.2...(¥-- 1) Dyaa. 


Ces formules sont encore 4 rapprocher des formules obtenues 


au n° 43. 


156. Quelques considérations de passage a la limite permet- 
tent de prévoir et d’expliquer la plupart des résultats qui précé- 
dent. Considérons d’abord deux intégrales normales de troisiéme 
espéce : 

Ue ty os 
ayant un point critique commun (£’, 7’) et deux points critiques 
-infiniment voisins (£, 7) et (+A, 7+ 4), que nous supposons a 
distance finie et distincts des points de ramification. La différence 


br n! tag n! 
(ese Ile’ h, Qtek Te, 
h 


est encore une intégrale abélienne avec les deux points critiques 
logarithmiques infiniment rapprochés (2, 7) et ( +h,n +h). En 
tout autre point (a, b) de la surface, cette intégrale est réguliére. 
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Faisons tendre / vers zéro; la différence 


“, -logl z (3-2) la doet 8) 
h 


I 


a pour limite ——,, de sorte que, a la limite, l’intégrale en ques- 


i 
oad s 


tion admet le seul pdle (2,7) avec la partie principale z = 2 D’ail- 
leurs, toutes les périodes de w relatives aux coupures a, sout 
nulles; cette intégrale » a done pour limite l'intégrale normale 
de seconde espéce Z(z, w; —, n), c’est-a-dire que l’on a 
Eh, q+k EY in! 
TZ, eo) =A (ee 
h h=0 


ou encore 


Les périodes de Z relatives aux coupures 6, se déduisent de la 
méme fagon des périodes de Wf. Ainsi la période de Pmtégrale w 
relative a la coupure by est 

mA) (E, 1) — wi) E+ h, 4+ hk) 
eee 
expression qui a pour limite 
HF sy 
ra ras =— nl, 4), 
lorsque f tend vers zéro. : 

On verrait de la méme fagon que les intégrales Z’(z, u;é,7), ..., 
Z”)(z, u; &, n) peuvent se déduire de l’intégrale Z(z, w; £, 1) par 
des différentiations successives relativement au paramétre (£, 7): 

Remarquons aussi que les propriétés précédentes deviennent 
évidentes pour une courbe de genre zéro. Alors toute intégrale 


abéhenne est égale a Vintégrale d’une fonction rationnelle 
8 § 
J R(t) dt, 


t désignant le paramétre qui correspond uniformément aux points 
de la courbe. Il n’y a pas d’intégrale de premiére espéce; l’inté- 
grale de troisiéme espéce avec les deux points critiques £, £/ est 
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les intégrales de seconde espéce avec le pole ¢=£ sont respec- 


livement 
\ 


I it 
Z te)= VERTED past Se 
( ) hae Ag) S)) (EP? 
6 Wes oS Ee 
Zi Cr ae 5) =< ( ¢— ty yi . 
On a bien 
die d Z(t; €) 
Blt, 5) = d= ? Paciaeesy = ee erey 
Boeiey eee RS) 


de 


157. On peut établir les propriétés de l’intégrale normale de 
troisiéme espéce par une autre méthode, qui offre une application 
intéressante d’une formule de M. Hermite relative aux fonctions 
représentées par des intégrales définies admettant des coupures ('). 
Donnons-nous les limites de l'intégration (29, uo), (z, u), le che- 
min d'intégration L joignant ces deux points, ainsi que l'un des 
/ 


points critiques (2/, 7’) supposé fixe; l’intégrale 


(2,.t) op Ent 
ee bast Fae 
lhe , 337 


S34 dz 


(Zq, Uy) 


dz 
a un sens bien défini tant que le point variable (2, 7) ne vient pas 
sur le chemin d’intégration. 

Nous admettrons, ce qui est indispensable, que c’est une fonc- 
tion analytique du point (2, 4) sur toute la surface de Riemann; 
c’est justement ce qu’établit la formule (15). 

Pour voir ce qui se passe quand on franchit la ligne L, consi- 
dérons deux points infiniment voisins (2, 7), (2), n;) de part et 


dautre de cette ligne, et un chemin d’intégration tel que L’, voi- 
Bray 
=4 est holomorphe a l’intérieur 


Az 


du contour formé par les deux lignes L et L’ lorsque le point 
(E, n) est a gauche de L, comme V’indique la figure. Par consé- 


dil 


sins de L ( fig. 76); la fonction 


quent, Sy an 
dilz*;' diz’! 
ie oy ae 0d ari az, 
li 2 ay a 
(1) Heamite, Journal de Borchardt, t. XCI, — E. Goursat, Acta mathema- 


tica, t. I, p. 189. 
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eon 

dle, 

az 


pole du premier ordre avec un résidu égal 4 —1. [On suppose 


Au contraire, la fonction admet le point (£,, 1,) comme 


Fig. 76. 


yn L 


. yy , 


que le point fixe (¢’, 7’) est a ’extérieur du contour formé par les 
deux lignes L et L’.] On a done 


arson et 
alle?” dle" 
a eet ds =s Gat da + ont. 
a) 2 Tbe 


Retranchons ces deux égalités membre 4 membre; il vient 


on! em 
Ee! aE nt aNe ’ y, dle’, F 
Wn Men = [| ge ge” det oe. 

Tous les éléments de Pintégrale du second membre deviennent 
nuls lorsque les points (2, 7) et (£,, m1) viennent coincider avec 
un méme point de la formule L; il reste donc 


£ t 
: ae bape: aeske 
(16) Ie? on, — We = 2 et 


S14) 


? 


celte égalité exprimant qu’en deux points infiniment voisins de 
part et d’autre de L, les valeurs de Te différent de 277. Cette 
ligne L n’est d’ailleurs qu’une coupure artificielle pour cette fonc-_ 
tion; en déformant infiniment peu le chemin d’intégration, on 
voit qu’elle reste réguliére en tous les points de L, sauf aux deux 
limites (%, uw) et (zo, Uo). Si le point (E, 7) est trés voisin du 
point (z, w), ona 

Ae ; 

ty) AS es EA eats.) > 


dil 
E 


Ore 


P(z, uw; &, 1) désignant une fonction qui reste finie pour z=£, 
u =n. On en conclut que, dans le domaine du point (<, uw), 


Hf," = log(t—z) +- Q(E, a), 
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Q(é, 1) restant finie au point (3, w). On a, de méme, dans le 
domaine du point (zo, Uo), 


gy" = — log(£— 2») + Q(E, 1). 

La fonction étudiée reste donc finie en tout point (2,7), sauf 
aux points (3, w), (3), Uy), ou elle se comporte comme on vient 
de le voir. 

Il reste 4 voir comment varie cette fonction lorsque le point 
(€, 7) décrit un contour fermé quelconque, en particulier lorsque 
ce point franchit les coupures a; et 6;. Nous avons vu plus haut 
(n° 148) comment on -pouvait former une intégrale de troisieme 
espéce ayant les deux points critiques logarithmiques (§, 1), 
(2', n'), cette intégrale est de la forme 


3 (Z, ut) 
f S(z, uw; §, 9) dz, 


(Zo, Uo) 


S(z, vu; &, 1) étant une fonction rationnelle de (s, w) et aussi de 
(E, n). Pour passer 4 Vintégrale normale de troisiéme espéce, il 
faut ajouter a cette intégrale certaines intégrales de premiére 
espéce. Soit w;(&, 7) la période de l’intégrale précédente a la cou- 


pure a;, période qui est égale a Vintégrale (2, Cee yea, 
) 


(b; 


prise le long de la coupure (0,), 


mi(e, 1) = S(z, u; § 9) dz. 
(b;) 


L’intégrale normale de troisiéme espéce est égale a 


(2, u) Z 
I 
S(z, u; , n) —— wi(&, n) 9i(Z, uw) dz, 
Ta) — 


(Zo, Uo) i=1 


en représentant par f @i(z, wu) dz Vintégrale normale de premiére 


espéce mp, 
La période 


wi(—, 4) = S (Zp. aban) az, 
(d;) 


considérée comme fonction du paramétre (2, 7), est représentée 
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par une intégrale définie admettant la coupure (6;). Lorsque le 
point variable (2,1) ne franchit pas cette coupure, w,;(&, 7) reste 
une fonction uniforme du point (€, 7) et, en reprenant le raison- 
nement de plus haut, on yoit qu’en deux points infiniment voisins 
de part et d’autre de la coupure 0; les deux valeurs de w;(£, n) 
different de 277. Gela posé, reprenons la fonction 


(2, u) 


4 
52,05 4) — See 1) Oi(%, U) | dz; 


econ 
ony —1 


(Zs %o) 
si le point (£, 7) décrit un chemin fermé quelconque ne traversant 
aucune coupure ;, ni la ligne L, chaque élément de lintégrale, 
et, par suite, l’intégrale elle-méme reviennent a leurs valeurs 
initiales. Au contraire, en deux points infiniment voisins de part 
et d’autre de la coupure 0;, les éléments correspondants des deux 
intégrales différent de 9;(s, w). Les intégrales elles-mémes dif- 
férent de 


(Z, wu) (3, u) 
01(4, U) dz = dvpl*), 
(Zos Uo) ~ (Zo slo) 
En résumé, lintégrale normale de troisiéme espéce, considérée 
comme fonction du paramétre (£, 1), présente les caractéres sui- 
vants : 


1° Elle reste finie en tout point de la surface de Riemann, sauf 
aux points (z, w), (30, Ue) qu'elle admet pour points critiques 
logarithmiques; 

2° Toutes les périodes relatives aux coupures a; sont nulles, et 
a période relative a la coupure 5; est égale a 


(2, ) 
AE dwt), 
(2 


“09 Uo) 


Ces propriétés caractérisent Vintégrale normale de troisiéme 
espéce, avec les points critiques logarithmiques (2, w), (39, Wo). 
On a done 

He (2, u) = W(e, 1) + C. 


Pour déterminer la constante C, remarquons que, lorsque le 
point mobile (é, 7) vient en (&', 1’), le premier membre est nul. Il 
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reste donc l’égalité 


a (Bw) = T(E, 4) — Were” (ES 1)» 
qui est identique a la formule (15). 


158. Avant de revenir aux imtégrales abéliennes les plus géné- 
rales, il nous faut expliquer le sens d’un mot quit sera souvent 
employé. Etant données intégrales €,, Co, ..-, C-, ayant aucun 
point critique logarithmique, et, par suite, composées uniquement 
d’intégrales de premiére et de seconde espéce, on dira que ces 
intégrales sont algébriquement distinctes sil n’existe aucune 
combinaison linéaire a coefficients constants, telle que 


Wires Ay Gy As Conta ee ApCn, 


qui se réduise 4 une fonction rationnelle de z et de wu (sauf, bien 
entendu, lorsque tous les coefficients A; sont nuls), 

Si Pon a une équation algébrique de genre p, |’intégrale précé- 
dente W admet, en général, 2p périodes cycliques; pour que W 
se réduise 4 une fonction rationnelle de z et dé wu, il faut et ib 
suffit. que les 2 p périodes soient nulles, car cette intégrale est alors 
une fonction uniforme du point analytique (z, w), n’admettant 
que des poles sur toute la surface de Riemann. En écrivant ces 
conditions, on a 2p équations linéaires et homogénes entre les 
r coefficients A,, A,, ..., A,; ces équations admettent certai- 
nement un systéme de solutions, non toutes nulles, dés que r est 
supérieur & 2p. Par suite, il ne peut y avoir plus de 2p intégrales 
algébriquement distinctes de premiére et de seconde espéce. 

Nous dirons que 2p intégrales algébriquement distinctes ¢,, 
Co, «++, Sop forment un systéme fondamental, Pour qu’il en soit. 
ainsi, il faut et il suffit que le déterminant d’ordre 2p formé par 
les (2p)? périodes. de ces 2p intégrales soit différent de zéro; on 
aurait, en effet, pour déterminer les coefficients A; tels que toutes 
les périodes de l’intégrale A,¢,+...-+Aop%2p soient nulles, 
2p équations linéaires et homogénes dont le déterminant n'est pas 
nul. Toute intégrale abélienne v, nayant aucun point eri- 
tiqgue logarithmique, est égale a une combinaison linéaire a. 
coefficients constants des 2p intégrales t,, ..., Cap, formant 
un systéme fondamental augmentée d’une fonction ration- 
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nelle de z et de u. Il suffit, pour le voir, de remarquer qu’en éga- 
lant a zéro les 2p périodes de l’intégrale 


pe —Ai,l;— Asl.—.. -— Ap Cop 


on a 2p équations linéaires et non homogénes, dont le détermi- 
nant n’est pas nul. On en déduit donc pour les coefficients Aj, 
Ay, ..., Asp un systéme de valeurs finies; ces coefficients étant 
ainsi déterminés, la difference »—A,—...— As pfs» n/a plus 
de périodes et se réduit, par conséquent, 4 une fonction ration- 
nelle de z et de w. 

En particulier, toutes les intégrales abéliennes de premiére 
et de deuxiéme espéce attachées a une courbe algébrique de 
genre p se rédutsent a 2p intégrales distinctes. — 

Pour former un systéme fondamental, prenons pour €,, C2, ..., Cp 
les p intégrales normales de premiére espéce €, = "), C2 = ), .. 
Cp = w'P), eL pour Cpi1, .-+, Cop, p intégrales normales de seconde 
espéce, Z(2, u; a,, bi), ..., Z( Su; ap, 6,), admelttant pour 
poles p points ordinaires a. distance finie, tels que le déterminant 


Phy, 04 a en $1 (Gp, by) 
oe G2(d1, b1) «-- 99 ( ap, bp) 
Pp Gay OY «x op (Ap; by) 


ne soit pas nul (n° 143). Ces 2 p intégrales forment bien un systéme 
fondamental. En effet, sil’on désigne par @,, %,..., «ples p périodes 
d'une intégrale ¢ relatives aux coupures @,, a, ..., Ap, la diffé- 
rence 


I 

v =p — — (a, wl) +...4 awl?) 
ai ; ~~ if ) 

a toutes ses périodes, relatives aux coupures a@,, nulles. En écri- 

vant que l’intégrale 


p= dy Z( 2, U; M%,-b,) —...— hp LZ, UW; ay, bp) 


a également toutes ses périodes relatives aux coupures b, nulles, 
les coefficients.A; sont déterminés par p équations linéaires dont le 
déterminant est précisément A, 

Il est clair qu’on peut remplacer ce systéme de 2p intégrales par 
un systéme composé de p intégrales distinctes de premiére espéce 
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1, Wy, +.-, Wp et de p intégrales de seconde espéce admettant les 
poles du premier ordre (a,, b,), ..., (@p, bp), car les intégrales 
normales sont des combinaisons linéaires de celles-la, et inver- 
sement. On peut aussi supposer que quelques-uns des pdles 


GOai Bi Ne carte (ap, ae) 


sont venus se confondre; par exemple, si ces p points sont tous 
confondus en un point (a, b), on prendra, pour former un systéme 
fondamental, avec les p intégrales de premiére espéce, les p inté- 
grales normales de seconde espéce 


Dilag ke aO lik, (2, 0th ay Byto 4, ~ LePS gus Ob). 
Ce systéme est fondamental pourvu que le déterminant 


(CP Sac aE Pe 
eR COHAN aet. | SOnemio (CGan. ON) 
i= 


Gp(a;B) g(a, b) -.. 9P-V(a, b) 


ne soit pas nul. Ce déterminant ne peut étre identiquement nul 
pour tout point analytique (a, b); en effet, les éléments de la 
me colonne sont les dérivées d’ordre z des éléments correspon- 
dants de la premiére colonne par rapport a la variable a. D’aprés 
un théoréme bien connu, pour que A, soit identiquement nul, il 
faut et il suffit qu’il existe entre les éléments de la premiére 
colonne une relation linéaire et homogéne a coefficients constants, 
Vun au moins de ces coefficients étant différent de zéro, 


Cy 94( a, 0) + Cy g2(a, 6) +...-+ Cy Op ( a, 6) = 0; 


ceci est impossible, puisque 91 (2, U),-.-,9p(z, wv) sont les dérivées 
par rapport a z des p intégrales normales de premiére espéce, 


159. Soit 


(2, t) - 
NGz Ree) R(@, wv) dz 
(Zo, Up) 
une intégrale abélienne quelconque; les points critiques logarith- 
miques de cette intégrale sont les points de la surface ou le résidu 
de R(z, uw) n’est pas nul, et, en général, ses points singuliers pro- 
viennent des pdles de R(z, w) et des points a Vinfini. En procédant 
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comme au n° 44, on peut exprimer | par une somme d’intégrales de 
premiére, de deuxiéme et de troisiéme espéce. Soient (%,, 84), ~~, 
(a, 6) les g points. critiques logarithmiques de cette intégrale, 
Ry, Rg,’..., Rg les résidus correspondants de R(z, w) dont la 
somme R,-+ R.-+...-+ Ry est nulle; la différence 
Vets 04,8, 2, Be e450 a 

J — I Ri Ne? R, Ug Ban ue? Cher ae Roi Ugs q Dies 
n’admet plus de point critique logarithmique. Elle peut avoir des 
poles en nombre quelconque. Soient (a, ) un de ces péles et 


Ay i Ae SS ae NG 
Z—a (s—ay.*" (s—ay 


la partie principale de J dans le domaine du point (a, 6). L’expres- 


sion 


H=1—3[ Ay Z (2, u;.a, 6b) 


Ay 
2 ‘ & 1; a Ann a ey AN) 2 
+ Ay Z'( BGR Se i Sauna (e2 usa, b)], 


ot le signe X est étendw a tous les poles de J, est une intégrale 
abélienne réguliére en tous les points de la surface de Riemann, 
c’est-a-dire une intégrale de premiére espéce A, 6) +... + Apov'??. 
On en déduit pour Pintégrale tla valeur suivante : 

(2, u) 


(17) = R(4, w)dz 


(4, Ua) 
g—1 
ky Bk yp 
=» Rig” a0 (2, u) 
i es) 
Ay 


pe SS ez apa - 
PAGE. STR ( Lu; a,b) 


+2 [a Z( 2, U3 a, 6) +... 


+ yy wl Ap wl), 


Les coefficients Ry, A,, ..., Ay sont connus immédiatement si 
Von connait les résidus: de R(z, uw) et les parties principales au 
voisinage des poles de l’intégrale; ces coefficients dépendent done 
algébriquement des coefficients de la fraction rationnelle R(z, w). 
Il nen est pas de méme de Aj, ..., Ap; An, par exemple, est égal 
a la période de lintégrale I a la coupure a, divisée par 277. 

On pourrait encore arriver a la formule de décomposition (17) 
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de la facon suivante. Sur la surface T’, tragons un contour fermé C 
renfermant a l’intérieur tous les points critiques logarithmiques 
de Vintégrale; soit T’ la surface limitée par C et par les bords des 
coupures a@,, b,, C,. La fonction 

on" 
alle”, 


BEIGE; ny = ECE; 1) dz 


est une fonction uniforme du point analytique (2,7) sur la sur- 
face T’. En appliquant le théoréme de Cauchy a l’intégrale 


fT q) dé, 


prise le long du contour total de T” dans le sens direct, on a a 
calculer, d’une part cette mntégrale prise le long du contour de CG 
et le long des coupures, d’autre part les résidus de T(£, 7)..Si Pon 
réduit le contour C a une suite de petits cercles décrits autour des 
points critiques, réunis l'un a l’autre par des fentes de largeur infi- 
niment petite, le calcul ne présente aucune difficulté, et l'on 
retrouve ainsi la formule (17). 

160. Toutes les intégrales de premiére et de seconde espéce se 
ramenant a 2p intégrales distinctes, on peut ne laisser dans le 
second membre de la formule (17) que ces 2p intégrales. Ima- 
ginons, pour fixer les idées, que l’on ait choisi, pour former un 
systéme fondamental, avec les p intégrales de premiére espéce, 
p intégrales de seconde espéce, admettant respectivement pour 
poles du premier ordre les Pp points (a, b;), ..., (ap, bp). Soient 
Ope ay raag Opes, 152,50, jie oy CC Sy hy Ap, Op) Ces 2p anté- 
grales. Si lon remplace chaque intégrale normale Z par son 
‘expression au moyen de ap intégrales précédentes et d’une fonc- 
tion rationnelle de z et de w, la formule (17) peut s’écrire 


Z,U) 


( 
i= fi R(z, u)dz = ®(z, uw) + © Rage Gt 
(So, %o) 
== Ay C(2, U; Gy, O,) +o. .+ Ap 6(5,°U; 2p, bp) 
+ By, + Bowy+...+ By wy 
ou encore 
(18) == Of z,u) 41) 21, 


®(z, uw) étant une fonction rationnelle de z et de w, I, et I, dési- 
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gnant deux intégrales abéliennes dont la premiére n’admet que 
des points critiques logarithmiques, tandis que la seconde I, 
n’admet que des poles du premier ordre qui sont pris parmi les 
p points (a,, br, ..., (ap, Op): 

Ces deux intégrales I, et 1, ne sont pas complétement définies 
quand on connait la fonction rationnelle R(z, w), car on peut 
ajouter a lune d’elles une intégrale queleonque de premiére 
espéce, a condition de retrancher la méme intégrale de lautre. 
Mais, si les points (a,, by), ..., (@p, bp) ont été choisis une fois 
pour toutes, la parie algébrique de Vintégrale, M(z, u), est 
complétement déterminée, a une constante additive prés. 

Supposons, en effet, qu’en opérant d’une autre fagon, on ait 
mis I sous la forme 


(19) [=(z, uv) + +h, 


I, et I’, jouissant des mémes propriétés que I, et I,; on en déduit, 
en retranchant membre a membre, 


®(z, vw) —O'(z, vu) = 1; —1,4+—I,: 


Il est clair que les points critiques logarithmiques disparaissent 
dans le second membre, et la fonction rationnelle ® — ®’ ne peut 
avoir pour pdles que quelques-uns des points (a), 0), .--, (Ap; bp), 
ces poles étant du premier ordre. Soit 


H, 


dCs) 


la partie principale de ® — ®' dans le domaine du point (a;, b;); 
la différence 


© — d’—H, Z(z, u, aj, 6) —...— Hp Z(2, u, ap, bp) 


est réguliére en tous les points de la surface de Riemann et ses 
périodes relatives aux coupures a, sont toutes nulles. C’est done 
une constante, et ses périodes relatives aux coupures 6b, doivent 
étre nulles également. En écriyant qu’il en est ainsi, on établit 
entre les coefficients H,, ..., Hp un systéme de p équations 
linéaires et homogénes dont le déterminant A est essentiellement 


différent de zéro.(n® 143). On a done. H, =H, =:..=Hp=o0, 
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et les deux fonctions ® et ®' ne différent que par une constante 
qu'il est évidemment permis de négliger. 

Il parait probable, d’aprés cela, que cette partie algébrique 
®(z, w) peut étre obtenue par des opérations rationnelles, c’est- 
a-dire des additions, multiplications et divisions de polynomes. Il 
ne semble pas que l’on posséde jusqu’ici de méthode générale 
pour effectuer ce calcul. La question a été résolue par M. Hermite 
dans le cas particulier des intégrales hyperelliques ('); nous rap- 
pellerons succinctement sa méthode. 

Etant donnée une relation de genre p, de la forme 


w= A(z—,)(s— ly)... (2 — lope) = F(), 


ou les quantités /; sont toutes différentes, toute intégrale” 
, si R(z, u) dz, 


ot R(z, w) est une fonction rationnelle de z et de u, se raméne, 
par des calculs élémentaires, 4 des intégrales de l'une des formes 


a Bales gm dz X, dz 
———) —} = 
OA Os u ee eeu? 


P, X,, X, Q étant des polynomes, dont les deux derniers sont pre- 


suivantes 


miers avec leurs dérivées. La premiére intégrale est égale a une 
fonction rationnelle de zs, que l’on peut calculer sans avoir a 
Ses p 


résoudre aucune équation de degré supérieur au premier et a une 
P,dz 


Jus0 


est égale 4 une somme de logarithmes. De méme, les inté- 


intégrale , ou P, est de degré inférieur a celui de Q, qui 


Bm dz X, dz 5 51> : 
grales , —— se raménent, par des calculs élémentaires, 
Sy u Sy ae. VL 


a une partie rationnelle en z et w, a des intégrales de la forme 


LON vals 

| Xo 
ou Y est de degré inférieur a celui de X, et o& X est premier 
avec le polynome F(z) (intégrales qui n’admettent que des points 


(‘) Bulletin des Sciences mathématiques, 3* série, t. VII, p. 36. Cours pro- 
fessé a la Faculté des Sciences, rédigé par Andoyer. 
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gm dz 


»,ou ma 


critiques logarithmiques) et enfin aux intégrales | 


une des valeurs deo, 1, 2,...,2p. Pour m=®, 4,2, ..-,p—1, 
on a les p intégrales de premiére espéce 4, 2, ..., Wp. Pour 
m= p,on a une intégrale de troisiéme espéce avec deux points 
critiques logarithmiques a Jinfint. Enfin, si 


i Pg Ef Be INE otal 


on a une intégrale qui admet encore, en général, deux points cri- 
tiques logarithmiques a V’infini; en choisissant conyenablement le 
coefficient Ag, la différence 


SPt+9— }g oP 
a 
u 


admet les deux points a l’infini pour péles d’ordre g. En défini- 
tive, lintégrale proposée est décomposée en une partie ration- 
nelle en z et uw, en une somme d’intégrales de troisiéme espéce et 
des 2.p intégrales:#7%, Wa, ayaWP pa Gig eins Cpe 

Ces 2p intégrales forment bien un systéme fondamental. En 
d’autres termes, il n’existe aucune combinaison linéaire a coeffi- 
cients constants 


Ay@,+...+ Apwp + ByG+...+ BpEp, 


qui se réduise a une fonction rationnelle de z et de w (sauf pour 
A;=B;= 0). En effet, cette fonction rationnelle n’aurait pour 
poles que les points a l’infini, d’ordre p au plus, et, d’aprés les 
expressions des intégrales ¢,, les coefficients des parties princi- 
pales dans le domaine de chacun de ces poles seraient égaux et de’ 
signes contraires; il en résulte (n° 27) que cette fonction ration- 
nelle serait de la forme wQ(z), Q(z) étant une constante ou un 
polynome. Or les points 4 l’infini sont des péles d’ordre p—-1 au ° 
moins pour une telle expression. 


161. Nous allons montrer, dans ce paragraphe, comment on 
peut trouver la partie algébrique ®(z, w) d’une intégrale et les 
coefficients de la formule (18), quand on connait les points singu- 
liers de lintégrale avec les parties principales du développement 
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dans le domaine de chacun d’eux. Soient 


w= fle, au) dz, w= | 9 (Sy hie ara ee) 3 5 @p= f Yol2, u) dz 


p intégrales linéairement distinctes de premiére espéce, /,, Ye, ..., 
vp étant des fonctions rationnelles connues de z et de w. Prenons, 
pour fixer les idées, p points analytiques (a,, 6,), ..., (ap, bp), a 

distance finie, et distincts des pomts de ramjfication, tels que le 


déterminant 


Ur Caspers ese Yi (ap,.5p) 
ee Yo (ay, Dy) ~... Ue (Ap, bp) 
Yo as, Oy)... Ya ( ap, bp) 


ne soit pas nul. On a yu plus haut (n® 149) comnient on pouvait 
former une intégrale de seconde espéce admettant le seul pédle 


(ai, b;) avec la partie principale — 


G =| 11 (3, u)dz, see C= fuels u) dz 


les p intégrales de seconde espéee ainsi fornmées, admettant res— 


I reat 
3 so1rent 
—— @7 


 pectivement pour pdles du premier ordre les points (a@,, b;), -.., 
(ap, bp). D’aprés les explications qui ont été données (n° 158), 
les 2p intégrales wy, ..., Wpr, G1, +--+, Sp forment unm systéme 
fondamental, car les intégrales normales «!), ww), ..., oP), 
Z(z, u; a, b),..., L(%, uj; ap, bp) s’expriment linéairement au 
moyen des premiéres et inversement, et le déterminant 0 ne 
différe du déterminant analogue ot ;(s, w) serait remplacé 
par 9;(z, w) que par un facteur différent de zéro. Nous désigne- 
rons encore par we Vintégrale de troisiéme espéce avec les deux. 
points critiques (2,7), (, 7’), que l’on a appris a former plus 
haut (n° 148). 


Cela posé, soient (%,, 8,), ...5(%4; Bq) les points eritaques loga- 
rithmiques de Vintégrale abélienne I= f R(z, Uae igs, 255 
R, les résidus correspondants de R(z, w). La différence 


(2, u) 
8B 2y,| =i ge 
ae R(z,. w) dz — Ryo" 1) oe Ryw93! =... =, 0engh 


(Zoo) 


340 CHAPITRE VII. 


n’admet plus de points critiques logarithmiques. La dérivée 


es ak, Bx 


Ow 
e SSC) ~ 2 Ry oe 


est une fonction rationnelle S(z, w) dont tous les, résidus son 
nuls. L’intégrale J peut donc s’exprimer par la somme d’une fone- 
tion rationnelle de z et de uw et d’une combinaison linéaire a 
coefficients constants de 2p intégrales 7, .--) Wp, C1, +++ Sp; 


(20) J P(Z, U) + ACE. Ap Sp + prt... + Rp Wp. 


Cherchons d’abord a déterminer les coefficients Ay, ..., Ap, 
Pty +++) Bp» Pour cela, multiplions les deux membres de l’équa- 
tion (20) par Y;(z, w) et ’égalons la somme des résidus des deux 
membres de l’égalité obtenue sur toute la surface de Riemann. 
Les résidus du produit Jd;(z, vw) s’obtiennent sans difficulté, con- 
naissant les pdles de l’intégrale J et les parties principales dans 
le domaine de chacun de ces pdles. En effet, en tout point ot 
lintégrale J est réguliére, le résidu de Ju;(z, uw) est nul; car 
v;j(s, uw) étant la dérivée d’une intégrale de premicre espéce, son 
développement dans le domaine d’un point a linfint commence 


par un terme en — d'un degré supérieur a l’unité et, en un point 


I 


de ramification (a, 6) a distance finie, U;(s, w) ne contient que 


a I Poi ie 5 Sig cr . 
des puissances de — = d’un degré inférieur a Punité. Suivant une 


notation employée par Cauchy, désignons par G[Jv;(z, u)] la 
somme de ces résidus. La somme des résidus de la fonction ration- 
nelle ®(z, w)}i(z, w) est nulle. Les résidus de la fonction ¢,;(4, w) 
se réduisent au eal terme v;(a;, b,) provenant du péle (ax, bx) 
de ¢,. Enfin le produit ,;(2, w) n’admet aucun résidu. Il reste 
donc les p relations 


Aa bila, 61) +...+ Ap Yip, bp) = E[I biz, u)] 


oe (¢ 1; 2)--.95P); 


qui déterminent les p coefficients \,,..., Ap, car le déterminant 
de ces équations linéaires est précisément 0. 

Pour obtenir les constantes p,, ..., Up, multiplions de méme 
les deux membres de la relation (20) par y;(z, w) et égalons la 
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somme des résidus des deux produits. La somme des résidus de 
Sryi(%, w) est égale a y;(ax, be) —yx(ai, bi); celle des résidus 
de w,xi(Z, uw) est égale Aa — b, (a, b;); enfin la somme des résidus 
de la fonction ‘rationnelle ®(z, w)y;(z, w) est nulle. Il vient done 


| oa Ui (ai, 07) + bo bo( ai, Di) +... + pp Up (i, Bi) 
(22) { =—6[J xi(s, w)]— 2 Axl xn( ai, 57) — xil an, 5x)] 
(ire f, 2) Roe QUE 


ces équations déterminent py, p2,--., up, car le déterminant est 
encore égal a 0. 

En définitive, tout revient a calculer les sommes des résidus 
des produits J;(z, wu) et Jy;(z, uw); les résidus de JU;(z, w) pro- 
viennent uniquement, on l’a déja remarqué, des poles de linté- 
grale J. Soit (a, b) un de ces péles que nous supposons, pour 
fixer les idées, a distance finie et distinct des points -de ramifica- 
tion; écrivons le déyeloppement de la fraction rationnelle S(z, w) 
dans le domaine de ce point 


Ad A_ m+ 1 bie A_» 


S(4, U ie Gay G—ayt ence yi Fay ae ee sees 


On en déduit 


a = oes 

J =f St, u)dz=C— ae eae 
A» ene 

Papen he ae es oc 


Soit 
Ui(z, uw) = Ui(a, b)+(z—a)vj(a, b)+... 


(s—a)n- a a BA. wes 


se 
1-0. (7S 


le résidu du produit Jb;(z, w) au point (a, &) est done 


(Aaa 55 [hes aa 
—A_sbi(a, b)— —+ Hila, by—...— a 2 (a7 By: 


Nous voyons que ce résidu se calcule au moyen des seuls coef- 
ficients des développements de S(z, w) et de ;(z, w) dans le 
domaine du point (a, }). Il en est de méme, on le vérifie faci- 
lement, quelle que soit la position du point (a, 6). Les résidus du 
produit Jy;(z, w) proviennent des poles de J et du point (a, &;) 
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qui est un pdle du second ordre de y;(z, w); le résidu relatif & ce 
point est égal 4a — S(a;, b;), car, dams le domaine de ce point, on a 


S(z, u)=S (ai, 6;) + (s—a@;)S8'(aj;, 6) +.... 
I= [S(z, u)ds = Ca¢esanet ae pac 


“ I 


¥ (4; Whe ae te eee 


Les résidus provenant des pédles de J se caleulent comme tout @ 
Vheure. En définitive, pour calculer les coefficients h,, ..., hp, 
Pty Pay +++) Pp de la formule (20), tl suf fit de connaitre : 1° les | 
coefficients des développements des fonctions rationnellesS (z,w), 
vilz, uw), xi(s, uw) dans le domaine de chacun des péles de J; 
2° les valeurs de la fonction rationnelle S(z, u) aux p points 
analytiques (a, b,), ..-, (Bp, bp). 

Reste a déterminer.lJa fonction rationnelle O(<, uw). Nous con- 
naissons les pdles de cette fonction qui sont les pdles de J et les 
points (a;, 6;). Dans le voisinage d’un pdle de J, la partie princi- 
pale est la méme que celle de J; au point (a@;, 6;), la partie princi- 


és au probléme sui- 
aaa OR 

vant : Déterminer une fonction rationnelle ®(z, w), conmaissant 
les poles et les parties principales dans le domaine de chacun de 


ces poles. Cette question sera discutée au Chapitre suivant. 


162. Comme application de ce qui précéde, cherchons les con- 
ditions pour qu'une intégrale abélienne 


(Z, u) 


T= ff Rim wy de 


(Zo, Uo) 


soit une fonction algébrique de s. Il ioe évidemment que cette 
intégrale n’admette ni périodes, ni points critiques logarithmiques. 
S’il en est ainsi, elle est une fonction uniforme du point analy- 
tique (z, w), n’ayant, sur toute la surface de Riemann, que des. 
poles pour points singuliers, c’est-a-dire une fonction rationnelle 
de z et de u. On déduit de la le théoréme suivant, di 4 Abel : Sv 


une intégrale [Re u)dz,ouR(z, uw) est une fonction ration- 


nelle de deux variables z et u liées par la relation algébrique 
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F(z, wu) = 0, est elle-méme une fonction algébrique de z, elle 
est égale a une fonction rationnelle de z et de u. 

Pour qu’il en soit ainsi, il faut d’abord que tous les résidus de 
la fonction rationnelle R(z, w) soient nuls. Cette condition étant 
supposée satisfaite, on a R(s, uw) =S(zs, w), [=J; il faut, en 
outre, que tous les coefficients A,, ..., Ap) Pix +++) Pp de la for- 
mule (20) soient nuls, c’est-a-dire, d’aprés les équations (21) 
et (22), que lasomme des résidus de chacun des produits JU;(2, w) 
et Jyi(s, w)(¢=1, 2, ..., p) soit nulle séparément. 

Donc, pour que Vintégrale abélienne be ye, u)dz se 
réduise & une fonction rationnelle de z et de u, il faui et il 


Sujets 

1° Que tous les résidus de la fonction rationnelle R(s, uw) 
sotent nuls ; 

2° Que la somme des résidus du produit Ib(z, wu), on 

U(s, u)dz est une intégrale quelconque de premiére espéce, 
soit nulle; 

3° Que la somme des résidus de chacun des produits ly;(z, u) 
soit nulle, 7, (%, U), ++», Xp(4, wu) ayant le méme sens que plus 
haut. 


Nous ferons remarquer de nouveau que les conditions trouvées 
sont toutes algébriques. Si la premiére condition seule est satis- 
faite, Vintégrale Ine contient aucune intégrale de troisiéme espéce. 
Si les deux premiéres conditions sont seules satisfaites, l’inté- 
grale Lest égale 4 une fonction rationnelle de z et de vu, augmentée 
dune intégrale de premiére espéce. Remarquons enfin qu’au leu 
de prendre pour 7,(z, w), ---) %p(3, u) les dérivées de p inté- 
grales de seconde espéce n’ayant qu'un pole de premier ordre, 
on pourrait prendre les dérivées de p intégrales quelconques de 
seconde espéce, formant avec ,,..., p un sysléme fondamental. 


163. Les deux derniéres conditions peuvent étre mises sous une 


autre forme. De Videntité 


d(1w;) =14;(2, u)dz+ 0; R(z, Pee 


fp v;( 2, w)dz=— f wi R(s, w) dz, 


on déduit 
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chacune des intégrales étant prise le long du contour total de T. 
Or la premiére intégrale est égale, a un facteur prés, a la somme 
des résidus de IU;(s, uw) et la seconde est égale, au méme facteur 
prés, 4 la somme des résidus de m;R(<z, w), la deuxiéme condition 
peut done étre remplacée par la suivante : La somme des résidus 
de wR(z, u) sur toute la surface doit étre nulle, w étant une 
intégrale quelconque de premiere espéce. 

On voit de méme que la derniére condition peut étre énoncée 
comme il suit : La somme des résidus de chacun des p produtts 
ti:R(«, u) dott étre nulle (‘). 

On trouverait immédiatement ces conditions par une méthode 
un peu différente en écrivant que toutes les périodes de lintégrale 


fRG, w)dz sont nulles. Il suffit, pour cela, d’appliquer le théo- 


réme de Cauchy aux 2p: intégrales 


fo, u) R(z, vw) dz, [ 2a, Ub Gy On) Riven baz 
(=, 2, vate ye 


prises le long du contour total de T’, en se servant de l’expression 
de ces intégrales au moyen des périodes (n° 65). 


164. Prenons comme exemple les courbes algébriques telles que 
aire limitée par deux rayons vecteurs et l’arc de la courbe com- 
pris entre les deux extrémités de ces rayons soit une fonction 
algébrique des coordonnées des deux extrémités. Cette aire est 
représentée par l’intégrale 


rr 
+2 fuds—sdu, 
2 


fud= us— f 2du, 


le probléme revient a rechercher les relations algébriques 


et, comme ona 


(23) C25 e120, 


(!) Humperr, Acta mathematica, t, X, p. 891. On pourra consulter. aussi sur 
ce sujet Liouvitue, divers Mémoires dans le Journal de Mathematiques. — 
ZEUTHEN, Comptes rendus, 1880. — Rarry, Thése de Doctorat, 1883. 
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telles que lintégrale 4 u dz soit elle-méme une fonction algébrique 


de s. Bornons-nous au cas ot la courbe (23), de degré m, a 
m points -distincts 4 l’infini; on peut prendre les axes de telle 
fagon qu’aucune des m asymptotes ne soit paralléle a l’axe de wu. 
Soit 
1) (2) 
U=C)3 + dj+—+— +... 

léquation qui représente une branche infinie asymptote a la 
droite u = cjz + d;; tous les coefficients tels que «;') doivent étre 
nuls. Géométriquement, cela signifie que le point a linfini dans la 
direction précédente est un point d’inflexion. En effet, effectuons 


la transformation homographique 


a la branche infinie correspond une branche de courbe issue du 
point a O, Te Ci, 


(4H) (2 P 
ul = 0; d;.z' + a 2/2 ay ze ... 


Si o! = 0, on voit que la tangente uw! =c;-++d;z' rencontre la 
courbe en trois points confondus. 

Lorsque la courbe considérée est du genre zéro, ces conditions 
sont suffisantes. Donc, pour gue l’aire d’une courbe unicursale 
de degré m, quia m points simples a Vinfint, soit algébrique, 
tl faut et il suffit que les m points & Vinfint sotent des points 
@inflexion (*). 

Sila courbe est de genre p > 0, il faudra, en outre, que 2p con- 
ditions nouvelles sorent remplies. Prenons, par exemple, une 
cubique avec trois points d’inflexion a Vinfini; si l’on prend pour 
axes de coordonnées deux des asymptotes, l’équation de cette 
cubique est de la forme 


uz(u—az—b)—h=0, 
On en tire 


2 


az+b V2(az+6)+ 4k 
oO - = 


o 
2 


r 


(‘) AprELL et Picarp, Théses de Doctorat. 
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Sile polynome sous le radical a une racine double, la. courbe 
est unicursale, et, d’aprés ce qui précéde, lintégrale doit étre 
algébrique, ce-qu’il est facile de vérifier. Dans tout autre cas, 


Pintégrale Pike 
pa vee V2 (az+bp+ 4kz BSE tGRa =f B@a, 
& 


n'est pas algébrique. En effet, considérons la relation-auxiliaire 
au? = R(z) et les deux intégrales 


{ dz dz 

rey, Soy 

J VR(2) zVR(z) 

de premiére et de seconde espéce, attachées a cette relation. 


. r : rahe re I 
D’aprés la théorie générale, la somme des résidus de 1 -—_— et de 


VR(z) 


devrait étre nulle. Formons cette somme pour le second 


I 
zVR(s) 
produit. Les points a l’infini sont des poles du second ordre pour I, 
et lon a, dans le domaine de chacun de ces points, 


9 ~2 I 
+bs—7 Ria...) 
2 Ge 


les signes + se correspondant dans les deux formules. La somme 
des résidus pour les points a l’infini est done égale 4 — 1. Dans 
le domaine de l’origine, on a 


le résidu du produit est done égal 4 4. Pour toute autre valeur 
de z, le résidu est nul. Par suite, Vintégrale 


Ese ee OB ae 


ne peut étre algébrique, lorsque le polynome sous le radical 
n’admet que des racines simples. 
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165. Le logarithme d’une fonction rationnelle de z et de wu est 
une intégrale abélienne qui ne posséde que des points critiques 


logarithmiques (n° 48). Cette remarque nous conduit a nous poser 
la question suivante : 


Etant donnée une intégrale obélienne 1 =] Re w)dz, qui 


n’admet que des points critiques logarithmiques, comment 
peut-on reconnaitre si elle s'exprime par une somme de loga- 
rithmes de fonctions rationnelles de z et de u et d’une inté- 
grale de premiére espéce ? | 


Soient (@,, b,), (dz, bs), ..., (ay, 67) les points critiques 
logarithmiques, R,, Ry, ..., Ry les résidus correspondants de 
R(z, wv), qui vérifient la relation 


(24) E Rg = Ree ae Rg 6. 


Supposons que lintégrale considérée s’exprime de la fagon 
indiquée, c’est-a-dire que l’on ait 


(Gin) dl = f Re, u) dz = vo, loge, + wv, loge, +...+ , logo,-+ (4, wu), 


O41, O2, +--+, @, étant des constantes, 9;, 92, ..-, g, des fonctions 
rationnelles de s et de w, et  (z, w) une intégrale de premiére 
espéce. On peut toujours admettre qu'il n’existe entre les cons- 
tantes ,, 62, ..., #, aucune relation linéaire et homogéne a 
coefficients entiers; si, en effet, il existait une pareille relation, 


M1 Wy + M2 W2.+...+ M,W;= 0, 


ot l’un au moins des coefficients, m, par exemple, est différent de 
zéro, on en tirerait 


T2404 + Mg We... Myp_4 Wp, 
oak eS ee Se ee 
My 


op, =— 
et expression (25) pourrait s’écrire 


m m 
u) é Op— ws 
I = —log = I ee tog ( See \ ws, w). 
Bie Mr: Ag Ae 


La nouvelle formule contient un logarithme de moins que la 
précédente. Si donc on suppose qu’on a réduit, de cette facon, 
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autant que possible le nombre des logarithmes, il ne peut exister 
entre les constantes «); aucune relation de la forme indiquée; c’est. 
ce que nous admettrons désormais. 

Cela posé, les zéros et les infinis des r fonctions 9,, 92, .--, 9r 
font nécessairement partie des g points (a, b,), «+, (@q, bg). Si, 
en effet, un autre point (a, 6) était un pole ou un zéro de quel- 
ques-unes de ces fonctions, dans le domaine de ce point, le second 
membre de la formule (25) serait infini comme 


My, W)--...+ M,w,) log(z—a 
to} ? 


My, Mg, ..., m, étant des nombres entiers dont un au moins 
n’est pas nul. Or Vintégrale I est réguliére au point (a, 6); il fau- 
drait donc que ont eit m,o,+...+ m;o,= 0, contrairement a 
Vhypothése qui vient d’étre faite. Soit m; un nombre entier, égal 
a zéro si le point (a;, b;) n’est ni un pole ni un zéro de ox (4, uw), 
égal 4 +n si le point (a;, b;) est un zéro d’ordre n de gx, et a 
—n'si (a;, 6;) est un pdle d’ordre n' de 9%. Dans le domaine du 
point (a;, 6;), le second membre de la formule (25) est de la 
forme 


(My;M, + Mr H2+...+ m,w,) log(z— ay) + P(z — &;), 


P (s —a;) désignant une fonction réguliére. On a donc entre les 


résidus R,, Rs, ..., Ry et les constantes w,, wo, ..., @, les g re- 
lations 
(26) Ry= m7, + maj Wo+...+ Mpjwr (C= OR erg.) 


ov tous les coefficients m,; sont des nombres entiers. 


166. Nous voyons que les g résidus R,, Ry, ..., Ry s’expriment 
par des fonctions linéaires a coefficients entiers des r quantités 
@4, ®2, .-., @,. Il n’en résulte pas qu’elles ne puissent s’exprimer 
de la méme fagon au moyen de moins de 7 quantités, et’ nous 
sommes conduits a traiter d’abord la question suivante : 


Etant données q quantités quelconques R,, Rs, ..., Rg, 
réelles ou imaginaires, les exprimer par des fonctions l- 
néaires et homogénes a coefficients entiers du plus petit 
nombre possible de quantités, 
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Supposons le probléme résolu et soient 


Re = 7h44 Onna te Ts Ss, 
Ro = Nya 5, +... + Ngo Fs; 


(27) ae 


ies eetwe ole “6° 6 lo\/o: «1, aol bY ek euiel fore! 5 


les formules qui donnent une solution du probléme, les nombres 
nix étant tous entiers. D’aprés la relation (24), le nombre s est au 
plus égal a g—1; il est clair aussi qu’il est au plus égal a r, mais 
il peut lui étre inférieur. Nous allons montrer qu’on peut toujours 
ramener les r logarithmes de la formule (25) a s logarithmes 
seulement (‘) 

Par hypothése, il n’existe aucune relation linéaire et homogéne 
a coefficients entiers entre 7,, 92, ..., as. De plus, tous les dé- 
terminants d’ordre s que l’on déduit du tableau 


44 Thay eee hs 


M49 Tag ate Tts9, 


Nig Nog cae sq 


en prenant s lignes ne peuvent étre nuls a la fois. En effet, 
supposons, pour plus de généralité, que tous les déterminants 
d’ordre supérieur a s’ (s’< s), déduits du tableau précédent en 
supprimant uu certain nombre de lignes et de colonnes, soient 
nuls et que l'un au moins des déterminants d’ordre s’, par exemple, 


Tega ae bg 

Tega t a.d eee Ty 
Di % : 

Myst eee WMgty! 


soit différent de zéro. Chacun des déterminants d’ordre s!-+1; 


tel que 
44 eee Ts R, 
i192 ates Ibstg Re 
? 
[Ugytt mac tos Tg ttl EN 
Nyi «ee Negi R; 


eB Goursar, Comptes rendus, t. CXVIII, 5, mais 1894. 
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ov t est un des nombres s’+ 1, ..., 5, est rdentiquement nul, 
comme on le voit, en remplacant R,, Ry, ..., Ry, Rz par leurs va- 
leurs irées des formules (27). En développant ce déterminant par 
rapport aux éléments de la derniére colonne, on en déduit 


DR,;+ D,R,+...4 Ds Rs: = 0, 


s 


D,, Ds, ..., Dy étant des nombres entiers. On voit que R,, 
Ry, ..., Rg s'exprimeraient au moyen de s’ quantités 


R, Re 
Re eae ae 


par des formules linéaires et homogénes a coefficients entiers; le 
nombre s ne serait donc pas, contrairement a notre hypothése, 
le plus petit nombre entier donnant la solution du probléme. 

On démontrera de la méme fagon que l'un au moins des déter- 
minants d’ordre s déduits du tableau 


744 794 iets Mp 
MM) Mraz aos Mp2 
Myyp Myr .65 Mey 


est différent de zéro; les équations (26) peuvent donc étre réso- 
lues par rapport a s des quantités »,,...,,;. On en ure, par 
exemple, w:, @2, ..., wen fonction de Ry, ..., Reetdews.,,..-, 
®,, et, en y remplagant R,, ..., R, par leurs expressions tirées des 
formules (27), on obtient des formules de la formule suivante : 


Aw, — Aga Ce) ay teh el ar Ais Opi Maa Oy ee aera Me he Pts Ts, 


(28) Ree CAPRI ner as Denko ee lO Ciclo RCE Ue SOE RPA Wie ; 


Aods — sy Ws44—- 6 As pos Wy = Mer TF... ss Fy, 


tous les coefficients A, A, » étant des nombres entiers, 

Imaginons maintenant qu’on subtitue dans les formules (26) 
les valeurs de R,, Rg, ..., Rg, w1, ..., 5 tirées des relations (27) 
et (28); on devra obtenir des identités, ¢’est-a-dire que les coeffi- 
cients de ws,,, ..., , devront étre nuls dans les seconds mem- 
bres, et les coefficients de o,, ..., ¢; devront étre égaux de part 
et d’autre. En effet, si le coefficient de ,,,, par exemple, dans 
Pun des seconds membres n’était pas nul, on en tirerait pour 
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sy1 une fonction linéaire et-homogéne a coefficients commensu- 


rables de ws,2, -..; @r, 71, +++, @. En ajoutant cette équation aux 
équations (28) on aurait s+ 1 équations distinctes entre o,, ..., 
Wp, Gy, s+, Gy et Pélimination de a,, oa, ..-, ; conduirait au 


moins a une relation linéaire et homogéne a coefficients entiers 
entre @;, ..., 0. De méme, si les coefficients de o,, ..., os 
n’étaient pas égaux de part et d’autre, on aurait une relation de 
méme forme a coefficients entiers entre o,, 72, ..., Ts. 

Aprés la substitution précédente, le coefficient de ,,, dans le 
second membre de la relation (26) est 


~w 


i Ih hon \sJu 
Ms+-h,i Mai Wo Mai +... Ms; re 
le coefficient de a,j est nj, dans le premier membre et 


1 
47 Vek Maj ake. + Msi sk 


aN 


dans le second membre; on a donc les relations suivantes entre ces 
nombres entters : 


Myj hyp... Msihsh t=—1, 2,...,9 
pS Oe e e ee y, 
A =e 22 rs 
; Mey jt feot «2s tH Mg i sk 6 = T, 2, 0-5 7 
(30) Reg = ; 
: A eget OM ES 


Dans ces relations les nombres nyz sont supposés connus par 
Jes formules (27), mais les nombres mx, 4, u, A sont compléte- 
ment inconnus 

Dans la formule (25), remplagons »,, 2, ..., , par leurs 
expressions tirées des formules (28); il vient 


: Os Os Wp 
logdy+...+ q loshs+ log sai. +. + — logh,+ »,; 


T= rm A 


oy 
A 
OU 

Uy = peor ae pits, 


el oe UR es 
ur = © or een ce wi 
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Les fonctions rationnelles/,,,,..%,, se réduisent a des cons- 
tantes. En effet, b,,, n’admet pour pdles et pour zéros que quel- 
ques-uns des points (a, b,), ..., (ag, 67). Dans le domaine du 
point (a;, 6;) elle contient en facteur une certaine puissance de 
(s—a;) dont l’exposant est, d’aprés la signification des nom- 


bres mx;, 
AMs+tnjie Minit... sp Msi; 


c’est-a-dire zéro, d’aprés la formule (29). Le point (a;, b:) n’est 
done ni un pole ni un zéro pour 4,,,; cette fonction, n’admettant 
ni poles ni zéros, se réduit foreément a une constante, et, par 
suite, Pintégrale I ne contient que s logarithmes, comme nous 
Pavions annoncé, 


Q 


1 


Kissita) tiie log it... + Slogys+ wz, uw). 


al 


Pour déterminer les fonctions J,, ..., Us, cherchons les ordres 
des péles et-des zéros de J,, par exemple; ces points font partie 
des g points (ay, by)... (@q, 67). Dans le domaine du point (a, 5;), 
log J, est un infini comme 


(MyiPiy +... + Meis,) log( z— aj), 


c’est-a-dire, d’aprés les formules (31), comme Ansilog(s— ai). 
Les nombres n;xz sont supposés connus; si l’on connaissait A, on 
voit que les poles et les zéros de U,, ..., bs seratent connus, avec 
leurs ordres de multiplicité respecufs. C’est l'indétermination de 
ce nombre entier A qui fait la difficulté de la seconde partie du 


probléme. 


167. En résumé, la question que nous nous sommes proposée 
comprend deux problémes distincts. Si lon veut chercher le 
nombre minimum de logarithmes auquel une intégrale abélienne 
peut se réduire, en supposant cette réduction possible, il faut 
chercher le plus petit nombre possible de quantités au moyen des- 
quelles les résidus R,, ..., R,:peuvent s’exprimer par des fonc- 
tions linéaires et homogénes a coefficients entiers. Si ce nombre 
est égal 4 s, le nombre minimum des logarithmes est aussi égal 
a s; on remarquera que ce nombre ne dépend que des résidus. 
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Cette premiére question étant supposée résolue, on a ensuite a 
résoudre un ou plusieurs problémes du type suivant : 


Etant donnés sur une surface de Riemann q points 
(Gas O4),, tae 55 hes Om) 


et gq nombres entiers ny, Ng, ..+, Ng, dont la somme est nulle, 
existe-t-il une fonction rationnelle 9(z, u)et un nombre en- 
tier M, tels que logg(s, u) sot régulier en tous les points 
de la surface de Riemann, sauf aux points (a,, b,), ..., 
(aq, bq), et soit infiniti comme M n; log (s— a;), dans le domaine 
du point (aj, b;)? 


Si le nombre M était connu, le probléme reviendrait évidem- 
ment a reconnaitre sil existe une fonction rationnelle 9(z, w), 
admettant des poles et des zéros donnés, avec des degrés de mul- 
uplicité déterminés, probleme dont on s’occupera plus loin et qui 
n’offre que des difficultés algébriques. Mais, aussi loin que l’on aille 
dans la série des essais en faisant successivement M=1,2,3,..., 
sams jamais réussir, on ne peut affirmer, du moins dans le cas 
général, que le probléme est impossible. Pour prendre un exemple 
simple, supposons p=1, et supposons de plus qu’il n’y ait que 
quatre points critiques (a;, 61), (@2, bz), (a3, 63), (ay, 64), et 
eatin que l’on ait ny = Nea=1, n3 =n, = — 1. Tout revient a trou- 
ver s'il existe une fonction rationnelle de z et de uw.admettant les 
‘seuls zéros (a,, b,), (a2, by) et les seuls pdles (a3, b3), (a,, b,), 
chacun au degré M de multiplicité, M étant un nombre entier 
indéterminé. Soit (z, uw) Vintégrale de premiére espéce; pour 
que la fonction cherchée existe, il faut et il suffit, d’aprés le théo- 
réme d’Abel, qui sera étudié en détail dans un des Chapitres sui- 
vants, que l’on ait 


M[ (a, 61) +- (aa, bo) |] = M[ was, 63) wai, b,)], 
le signe = indiquant l’égalité 4 une période prés. H faut done 
que la différence 
(a, 6.) + (ay, bx) — w( a3, 63) — (ay, Oy) 


soit commensurable avec une période de w(s, uw). Le probléme 
en question est donc de méme nature que celui-ci : Etant donnés 


APPELL ET GOURSAT. — I, 23 
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deux nombres que l’on peut calculer avee une approximation in- 
définie, reconnaitre si leur rapport est commensurable. Aussi 
loin que l’on pousse les opérations, il n’est jamais permis de con- 
clure négativement par cette seule considération. Pour plus de 
détails sur ce sujet, nous renverrons le lecteur aux derniéres pages 
du Tome II du 7vaité des fonctions elliptiques d’Halphen, ou 


Véminent géometre fait ressortir trés nettement la difficulté du 
probléme. ; 


168. Comme application de la théorie précédente, reprenons 
le probléme suivant traité par Abel : 


et ey dz x 
Trouver toutes les intégrales de la forme [= ou pet BR 
IVR 
sont deux polynomes entiers en 5, R étant premier avec sa dé- 
rivée, qut sexpriment par une somme d’un nombre fini de 


logarithmes de fonctions rationnelles de z et de u. 

odz 
e VR 
des points critiques logarithmiques. Or cette intégrale est régu- 
liére pour toute valeur finie de z; si R est de degré impair, le dé- 


L’intégrale ne doit posséder, comme singularités, que 


veloppement de —*. dans le domaine du point de ramification a 
yR : 
Vinfini ne contient que des puissances fractionnaires de z, et, par 
suite, le point a linfini ne peut étre un point critique logarith- 
mique pour l’intégrale. I faut donc que R soit de degré pair 2p + 2. 
La surface de Riemann présente alors deux points distincts a Vin- 
fini; dans le domaine de chacun d’eux, lintégrale doit étre égale 
a un terme logarithmique, augmentéé d’une fonction réguliére, 
ce qui exige que p soit de degré p. Si ces deux conditions sont 
remplies, les deux résidus R,, Ry sont égaux et de signes con- 
traires; le nombre s est égal 4 l’unité. Par suite, lorsqu’une inté- 


dz ; H 
grale de la forme ae est exprimable par logarithmes, elle 


s’exprime au moyen d'un seul logarithme. 


Soit 
: vs 22 0 /R 
pis =Alog(@*2vs), 
VR . > 


A désignant une constante et P, Q, S étant trois polynomes, la 
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formule qui donne la valeur de cette intégrale. A chaque valeur 
de z correspondent pour le logarithme deux valeurs 


Pong (Rae eve 
PEERS 


og ———_ 
S > 


log : 
- S, 


pee 9 fe) 
dont les dérivées —“— et — —“— ont une somme nulle. Lasomme 
AYR AVR 


de ces deux logarithmes et, par suite, le produit 


P+OyR\/P—OVR 
S \ Ss 


doit done se réduire a une constante K 


P2— RQ? = KS2; 
on peut alors écrire 


K 
POW Re 11 “P20 UB I P= OR 
log S yore ‘lox( S V ) - = log S V 


Employant les notations d’Abel, on voit que, si ’intégrale considérée 
est exprimable par logarithmes, elle a une expression de la forme 


s 4. 8 (/R 
(32) ie = Alog (222% ’ 
. JR a—BYVR 


a% et & étant deux polynomes. On peut évidemment supposer « 


el 6 premiers entre eux; on peut aussi supposer premier avec R. 
En effet, si « et R ont un plus grand commun diviseur N, on a 


assa,N,.  R=R,N, 
a, étant premier avec A,; nous pouvons écrire 


moe a/R <a, VN+ BYR, 
a—BV/R oo, /N—=G VR, 


log pec EAE Be = aa ee 2h log ag N + B2 Ry + 2% 8 va 
a. JN — BV Ry 2 a? N + B2Ry—20,8/R 


r nef 
Fine -eaae€ R 
9 5 r aa ¢ 
202 Nga Bt Ay 
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expression de méme forme que la premiére, ou 


a’ = 03 N= 6? Ry, B= a, 8. 


Les deux polynomes ~’ et R sont premiers entre eux; en effet, R, est 
premier avec N et avec a,, N est premier avec R, et avec {, car il 
divise ~, et x et sont supposés premiers entre eux. 

Cela étant, si la fonction rationnelle areaey satisfait a la rela- 

a—BVR 

tion (32), elle a un seul pole et- un seul zéro, tous les deux reje- 
tés a infini; autrement, le logarithme aurait des points critiques 
logarithmiques a distance finie. Le produit 


(a+ 6 VR) (a= BYR) = @— BR 


ne peut s annuler pour aucune valeur finie de 3; en effet, une ra-_ 
cine <= a de cette équation ne peut annuler ala fois les deux 


facteurs a -+ 6 VR, a— VR, car elle annulerait la somme 2a et 


la différence de 28 VR, et nous avons vu qu'on peut supposer 2 pre- 
mier avec GR. Il faut done que «?— 6?R se réduisea une cons- 
tante et, comme il est permis de multiplier « et 6 par un méme 
facteur constant, on peut supposer cette constante égale a l’unité; 


par conséquent, les trots polynomes 2, 6 et R doivent verifier la 
relation 


= 


==>? Ri 1s 


(33)) oo 


Ww 


Inversement, si trois polynomes a, 8, R donnent lieu a Viden- 
uté (33), on en déduit une solution du probléme proposé. Il est 
clair d’abord que R est de degré pair 2p—+-2 et que est premier 
avec 8; on peut.supposer aussi que KR est premier avec sa déri- 
vée; sil contenait un facteur multiple tel que (z — z,)?*, on pour- 
rait faire passer (3 — 3 )* dans 6; s’il était divisible par (2 — 2, )2/*', 
on multiplierait 6 par (z — z,)* etilne resterait dans R que (s — zy). 


Cela posé, la fonction rationnelle de z et de VR, 


a+ 6 /R 


n’admet, d’aprés la relation (33), ni péles ni zéros a distance finie; 
elle admet un seul péle et un zéro, tous les deux rejetés a V’infini. 
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La dérivé logarithmique est done égale, 4 un facteur numérique 
prés, 4 une intégrale de troisiéme espéce avec deux points cri- 
tiques logarithmiques a Vinfini, c’est-a-dire qu’on a une rela- 
tion de la forme 


o étant un polynome de degré p. 

Pour résoudre de la fagon la plus générale équation indéter- 
minée (33), on peut se donner arbitrairement le polynome «. La 
théorie des racines égales permet alors de mettre le polynome 
%*—1 sous la forme 6?R, R étant premier avec sa dérivée, par 
des opérations algébriques élémentaires. Par exemple, si lon.a 

o2—1= KX, XgXexX* 


4 


les polynomes X; n’ayant aucun facteur multiple, ni aucun facteur 
commun, on prendra R=X,X;3, 8 =X.X,X7. La valeur de p 
se calcule ensuite sans difficulté; on trouve 


oe = a3R’+ 2(03’— a’ B)R. 


Abel s’est proposé aussi la question suivante, qui est en quelque 
sorte l’inverse de la précédente : 


Etant donné un polynome R, premier avec sa dérivée, de 

L ) ’ 
degré pair 2 7+ 2, reconnaitre st Von peut trouver un autre 
& ) / 
ss Seely SONG, Sane F . 
polynome p tel que Vintégrale org CEPI. par can loga- 
v V 
rithme. 


Ce probléme est, d’aprés ce qui précéde, équivalent a celui-ci : 


Peut-on trouver deux polynomes a et 8, salisfatsant a la 
relation (33)? 


Si l’on connaissait a priori le degré de l'un de ces polynomes, 
on pourrait toujours, par la méthode des coefficients indétermi- 
nés, reconnaitre si le probleme admet ou non une solution. Mais, 
ici encore, On voit s’introduire un nombre entier indéterminé. 
Abel a rattaché la solution de ce probléme a la théorie des frac- 
tions continues algébriques; il est arrivé 4 la proposition suivante, 
pour la démonstration de laquelle nous renverrons 4 son Mé- 
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& i 2 Pd . was x 
moire : Pour qu il existe un polynome | 0 répondant ala ques- 


tion, il faut et il suf fit que le développement de \/R en fraction 
continue algébrique sot périodique. : 

Lorsque le polynome R(z) est du quatriéme degré, 9 doit étre 
du premier degré. Dans ce cas spécial, le probléme a été étudié 
depuis par Tchebycheff (') et par Zolotareff (*),; lorsque les 
coefficients de R(z) sont commensurables ou sont des nombres 
entiers complexes. Ces deux méthodes supposent que l’on connait 
les racines de R(z); elles permettent de.reconnaitre, aw bout d’un . 
nombre fini d’opérations, R(z)= zs + az°+ bz2?-+cs +d 


étant donné, s’il existe une constante A telle que l’on ait 


ie Cee Ade oo oo LB /R 
V R(z) SON gas i) 


I] faut, pour cela, qu’il existe une fonction rationnelle de z et 


de \/R(s) ayant un seul péle et un seul zéro, tous les deux a V’in- 
fini; pour que ce probléme admette une solution, il faut et il 
suffit, d’aprés le théoréme cité a la fin du n° 163, que la diffé- 
rence des valeurs de l’intégrale de premiére espéce aux deux 
points a Vinfini soit commensurable avec une période. Tout 
revient done a reconnaitre si cette diflérence est la forme 


mw —- mio’ 
7 
n 


ot m, m', n sont des nombres entiers, et 0, @ ‘les périodes de 
I" ciregrale de premiére espéce. 


169. Ona vu (n° 158) qu'une somme d’un nombre quelconque 
d’intégrales de premiére et de deuxiéme espéce se raméne tou- 
jours 4 2p intégrales distinctes et a un terme algébrique. II 
n’existe point de proposition aussi simple pour les intégrales de 
troisiéme espéce; le théoréme suivant offre cependant une cer- 
taine analogie avec le théoréme qui vient d’étre rappelé : 


Etant donnée la somme d’un nombre quelconque d’inté- 
grales de troisiéme espéce, multipliées par des facteurs dont 
les rapports sont commensurables, on peut exprimer cette 


1) Journal de Liouville; 1864. 


(3) 
(7) Voir Bulletin des Sciences mathématiques, 1879, p. 475-478. 
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somme au moyen du logarithme d’une fonction rationnelle 
de s et de u, et de p intégrales de troisiéme espéce, l'un des 
points critiques de chacune de ces intégrales de troisiéme es- 
péce pouvant étre choisi arbitrairement. 


Soit I =) R (sz, wu) dz une intégrale n’admettant que des points 


critiques logarithmiques, et telle que tous les résidus de R(z, w) 
soient commensurables entre eux. En multipliant R(z, wv) par un 
facteur constant convenable, on peut supposer, ce que nous 
ferons désormais, que tous ces résidus sont des nombres entiers. 
Soient (a,, b,), ..., (ag, bg) les points critiques pour lesquels 
les résidus m,, m2, ..., mg sont des nombres entiers positifs; 
(%,, $,), ..., (a, B,) les points critiques pour lesquels les résidus 
sont des nombres entiers négatifs, —n,,—m., ..., —my;. Pour 
ne pas interrompre la suite des idées, admettons le théoréme sui- 
vant, qui sera démontré un peu plus loin, sans rien emprunter a 
cette théorie : il existe une fonction rationnelle de z et de wu qui 
admet les points (a;, 6;) pour zéros d’ordre m,, ..., mg respecti- 
vement, les points (a, 6;) pour poles d@ordre n,, ..., my, et qui 
est en outre infinie du premier ordre en p points (c,, d,), ..-, 
(Cp, dp), que Von peut choisir arbitrairement. Soit ®(z, w) cette 
fonction rationnelle, qui admet, en outre, p zéros distinct des 
premiers (c,, d,), ..., (c,; @,). La différence 


log D(z, w= f RU, ujydz 


admet done les seuls points critiques logarithmiques (c;, d;), 
(c,, d,) avec les multiplicateurs +1 et —1 respectivement; elle 
est done égale 4 une somme de p intégrales de troisiéme espéce, 


telles que a ls ei ((=1, 2, ..-, p); ce qui établit la proposition. 


Pour prendre un exemple, considérons la relation de genre un 
(34) Ws ZL = Aos*+ Ay2?-+ Ags? A3z + A,, 


’équation Z=o0 n’ayant que des racines simples, et l’intégrale 


elliptique 
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ou 
S nb Ns Dd; Ngb 
(35) L=—nyAoz + —— ———— Saks 
tin cae 5— dq 
N, Mj, ...+; Ng sont des nombres entiers positifs ou négatifs, 
d\, +--+, @g sont distincts des racines de Z=o, enfin on a 


b? =Ajyai+ ...+A,. Liintégrale I n’admet que des points cri- 
tiques logarithmiques (a;,b;), (a;,—6;:) et les deux points a 
Pinfini, les multiplicateurs étant précisément == nj, =n (n* 35 
et 36). On peut toujours lui appliquer le théoréme précédent. L’in- 
tégrale de troisiéme espéce la plus générale avec les deux points 


critiques (c, d), (c’, d') est (n° 37) 


I Url! waa. 
[ ( ae sh bda: 
VEDI Fe Z—cC 


Si lon choisit convenablement la constante / et les deux points 


(c, d), (c', a’), on aura 
ws eat ee Oe SUS le Greet Ss 
| 7 Sea FSS — ES +) ae = toe, i) 


| aL Tae = 2 log (z, wu) + log(z—c)— log(z— ce’) 


=log] “$2 VE), 


ou 


B—c' 


en posant 


(36) Pe ee 


On peut done énoncer le théoréme suiyant : 


Etant donnée une fonction rationnelle Li de la forme (35), 


on peut toujours trouver une fonction 'T de la forme (36), 


eae. 


2 . fee . . . 
telle que soit la dérivée logarithmique d'une fonction 


rationnelle de z et de u ('). 


On verra, dans l’Ouvrage d’Halphen, comment on peut calculer 
T, ainsi que la fonction rationnelle dont le logarithme a pour dé- 


(1) Hatpuen, Traitée des fonctions elliptiques, t. 11, p. 638. 
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: L+T ’ : ; 
rivée oe lorsque L est donnée. Un des points (ce, d), (c', d’) 


peut étre pris arbitrairement; si l’on a pris pour (c’, d’) un point 


de ramification, d' = 0, et l’expression de T se simplifie 


—d 


Loi! G 


i 


+k. 


170. Lorsque Vintégrale abélienne fR(s, u)dz est égale a 


une fonction rationnelle de z et de u, ®(z, uw), ou au logarithme 
d’une fonction rationnelle A log®(z, w), le changement de variable 


@(z, wu) =¢ raméne lintégrale proposée a la forme fu ou 


aoe n peut se poser une question Pp us genera es 


Etant donnée une intégrale abélienne [ R(a, u)dz, rela- 


tive a une courbe de genre p, dans quels cas existe-t-tl une 
substitution algébrique qui change cette intégrale en une 
nouvelle intégrale abélienne relative a une courbe de genre 
p', inferteur ap? 


La solution de ce probléme général parait difficile. Nous mon- 
trerons seulement, par un exemple simple, comment la question 
est liée a la réduction du nombre des périodes. Considérons une 
courbe de genre p, supérieur a un, et une intégrale de premiére 


espéce 
w= fee, u) dz 


attachée a cette courbe : sz.les 2p périodes de cette intégrale 
se raménent & deux périodes distinctes, on peut ramener cette 
intégrale a une intégrale elliptique par une substitution ra- 
tionnelle. Soient w, et 2 les deux périodes auxquelles se ramé- 
nent toutes les périodes de sv; la période relative a la coupure a; 
est égale A mo, + Njo2, et la période relative a 0; est pio, + ios, 
Mi, Ni, Pir Gi Etant des nombres entiers. Séparons les parties 
réelles et les coefficients de \/— 1; soit 


wo = “a+ BY—1, 


y= y+ 8 f—1. 
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D’aprés la formule de Riemann, la somme 


Pp 
.) / iA Ss s 
on [( mia + nix) (piB + gi8) — (mB + 778) (pia-+ qiy)] 
i=1 p 
= («6 — br) >, (mi Gi— Nipi) 
iar 
est essentiellement positive. On ne peut done avoir 2d — By =0, 


c’est-a-dire que le rapport “ est nécessairement imaginaire; le 
méme raisonnement prouve d’ailleurs que les 2p périodes de s ne 
peuvent se réduire 4 une seule. Soit A(@) une fonction doublement 
périodique de «, avec les deux périodes ,, 2, admettant deux 
poles simples dans um parallélogramme élémentaire ('); cette 
fonction satisfait 4 une équation différentielle de la forme 


sh dw 


(37) (F } = AM BMC Dee EB 


A, B, GC, D, E étant des constantes. Imaginons que, dans 4(@), 
on remplace sy par Vintégrale foles u)dz; 4(w) devient une 
fonction uniforme du point analytique (z, w), puisque toutes les 
valeurs de en un méme point de la surface de Riemann s’ob- 
tiennent en ajoutant 4 l’une d’elles des multiples entiers de w, et 
de 2. Sort A(w) = ®(z, w); appelons — et 7 les deux pdles de 
i() dans un parallélogramme élémentaire. La fonction ®(z, wv) 
ne peut cesser d’étre réguliére que pour les points de la surface 
de Riemann. ot Vintégrale w prend une valeur de la forme 
E+ mwo,+ no. ou 7+ m'o,+n'os, et lon reconnait aisément 
que ces points sont des pdles pour @(z, uw); c’est done une 
fonction rationnelle de z et de wu. Cela posé, de la relation 


K(e) = Ow); 
on déduit, en différentiant par rapport az, 


de dP 


‘¢ 
iw =———.—— 
A ‘ig dz? 


en remplacant A’(«w) par sa valeur tirée de la relation (37), et 
pia¢ I (97); 


(1) Nous supposons connus les éléments de la théorie des fonctions double- 
ment périodiques. 
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dw eg a 
Fz par o(z, w), il vient 
d® 
Cl Gz ti) == ee eee ie 
VA®'_ BO Ce DOE 


ou 


A 
(38) e(z z= 
38 fe (z, w)dz Sie ee aap 


On voit done qu’en prenant pour nouvelle variable la fonction 
‘rationnelle @®(z, w), Vintégrale proposée se change en une inté- 
grale elliptique de premiére espéce, comme nous l’ayions annoncé 


[71. Considérons maintenant en particulier le cas ot p= 2, 
et supposons qu’une courbe de genre deux posséde une intégrale 
de premiére espéce «,, ayant seulement deux périodes dis- 
uunctes @,, 02; solent™ 


ML, Wy —- 7, 2, M5 WO) —- Ma We, Pir Tro, Pro, F222, 


les périodes de «, relatives aux coupures a, dz, 0), bg. Soit oy 
une seconde intégrale de premiére espéce, distincte de la pre- 
miére, et A,, A», B,, By ses périodes relatives aux mémes cou- 
pures. D’aprés la relation générale qui lie les périodes de deux 
intégrales de premiére espéce (n° 67), ona 


(Mm, Wy 2») By— Ay (p10) + Ji 2) ’ 
= (Nz) 1309 )Bs— Ag (pom, + Jo.) = 0 
ou 
(39) wo, (mm, By — py Ay +- m2 Bo— pez Ao) 


—- w2( 2, By— qi Ar + m2eB.— q2As) =0. 


On peut supposer que les périodes A,, As By B, vérifient la 
PI { 1) 2 ? 2 
relation 


(40) me, By — pr Ay + my By— pr Az = 0;- 


en effet, si l’on remplace w, par Vintégrale w2+-Kyv,, ou K est 
une constante, les péricdes de cette nouvelle intégrale sont : 


A) = A, + Km, 0, -+ ny»), 
A‘ == ‘Ay K (ast), + 75 We), 

2 C34 22 ), 
Bi = By K( pyo,+ go), 


ame s Dt K( P21 = GJ2W. Vs 
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etlona 


m, Bi — pi A) + m2.By— pods 
= m,B, — py Ay + mm, Bz — py Ag + Kool 4 Py Mg Ja— Naps). 


Le coefficient de K dans le second membre n’est pas nul, d’aprés: 
la relation de Riemann rappelée plus haut; on peut done choisir 
la constante K de facgon que la relation (40) soit vérifiée pour la 
seconde intégrale. La formule (39) donne alors 


(41) n, By— qy Ay + 2 B.— go An= 0. 
Les deux nombres m,q;— nj p; et Maq2— Ng Pp». ne peuvent étre 


nuls en méme temps; supposons, par exemple, que m,q;— mp, 
ne soit pas nul. On tire alors des équations (40) et (41) 


( P2Gi— Pi 72) As+ (pine— qi EAE 
Mm; 91— MP1 

( pom, — qm) As+- (my, Nz—N, mz) By 
mi — MP1 


ye 


Ay = 


On voit que toutes les périodes de la seconde intégrale se 
raménent 4 deux périodes distnctes, ; 


As Bs 


, / 
OS Se a ee Oy =— 


m9. — MP1 AS UTD) <2 EDT a 
et l’on peut énoncer le théoréme suivant, di a M. Picard (') 


Si une courbe de genre deux posséde une integrale de pre- 
miére espéce, ayant seulement deux périodes, elle en posséde 
nécessairement une seconde jouissant de la méme proprieté. 


Voici deux exemples ot !’on connait les deux intégrales de pre- 
miére espéce qui se raménent a des intégrales elliptiques. Lés 
deux intégrales de premiére espéce 


dz 
’ 
Vso+ az Bae bee. (#harabete 6+ aztibz+e¢ 


relatives a la courbe de genre deux, u2?=<°+- az'+bz?+¢, se 


(*) Sur la réduction du nombre des periodes dans les intégrales abéliennes, 
et, en particulier, dans le cas des courbes du second: genre (Bulletin de la 
Société mathematique, t. XI, p. 25). 
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raménent a des intégrales elliptiques par le méme changement de 
variable <2= ¢. 

Les-.deux intégrales de premiére espéce 


dz Zaz 
Te SS SS a eae ’ 
Jon + a3 + b) (33+ pw--q) {a +az+6)(8+pz22+ q) 


ou Vona 


{ 
G=4b +- 3 DP: 


se raménent de méme 4 des intégrales elliptiques, en posant res- 


pectivement 
2+ az+b 3+ p22 g ' 


33—p asri— 3bz? 


On remarquera, sur ces exemples, que le degré de la substitu- 
tion a faire est le méme pour les deux intégrales. C’est la une 
propriété générale, dont on trouvera la démonstration dans le 


Mémoire de M. Picard ('). 


(1) Le lecteur, désireux d’approfondir ce sujet, pourra étudier aussi les tra 
vaux suivants : 

K@NIGSBERGER, Journal de Borchardt, t. LXIV; Kowa.eskt (Sophie), Acta ma- 
thematica, t. IV, p. 394; Potncaré, Sur la reduction des intégrales abeliennes 
(Bulletin de la Société mathématique, t. XII, p. 174); Picarp, Remarque sur 
la reduction (tbid., p. 153); Goursat, Sur la réduction des intégrales hyper- 
elliptiques (Bulletin, t. XII, p. 147). 


——— St 
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FONCTIONS UNIFORMES SUR UNE SURFACE DE RIEMANN ('*). 


Expression d’une fonction rationnelle au moyen d’intégrales normales de seconde 
espéce. — Théoréme de Riemann-Roch, — Fonctions spéciales. — Fonctions 
d’ordre minimum, — Courbes hyperelliptiques. — Relations entre les pdles et 
les zéros. — Expression générale d’une fonction uniforme ayec un nombre fini 
de points singuliers. 


(72. On a déja fait remarquer, a plusieurs reprises (n° 45, 159), 
qu'une fonction rationnelle R(z, w), ou z et u sont liés par la 
relation algébrique F(z, uw) =o, est égale 4 une somme d’inté- 
erales abéliennes de premiére et de seconde espéce, relatives a 
cette courbe algébrique. Ce mode de décomposition étant dune 
importance capitale, il est nécessaire de l’étudier d’une facon 
plus approfondie. Pour simplifier les notations, nous supposerons 
que les poles (a,, 6,1), ..-, (%x, 6x) sont des points de la surface de 
Riemann a distance finie et distincts des points de ramification. 

Soit 

AW) AG? : A ¥ 
SEER i Wa SEG Or ea le) 


> \ 


ZS Oj (z—0;) (2 — 0; Mi 


(CSA, Rog Gd ky 


la partie principale de la fonction considérée R(z, w) dans Je do- 


(1) Auteurs a consulter: Riemann, Abel ‘sche Funcetionen, § 8; Rocu, Journay 
de Crelle, t. 64; Britt et Néruer, Mathematische Annalen, t. VIL; Kuen, 
Theorie der elliptischen Modulfunctionen, t. I, p. 540 et suiv. 

Pour Vétude de ces questions par des méthodes purement algébriques, voir 
aussi l’exposition de la théorie des fonctions algébriques 4 la fin du troisiéme 
volume du Lehrbuch der Algebra de H. Weber, ainsi que le livre de MM. Hensel 
et Landsberg, Theorie der algebraischen Funktionen (Leipzig, 1902). 
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maine du pole (a;, 6;). La différence 
; . 
R(s, u -» [AGO Zo 2, ty cp Bp) tera ANP Ze) (2, wz oj, B:)] 
t=! 
est une intégrale abélienne réguliére en tous les points de la sur- 
face de Riemann, et dont les périodes relatives aux coupures ay 


sont toutes nulles; elle se réduit done 4 une constante (n° 122) 
et ona 
k 


(De Res u)= +» [AG Z(2, ws, B;) +... + AY ZH (2; ws 0;, B;)]- 
= 

Telle est la formule fondamentale de décomposition que nous 
voulions obtenir; elle met en évidence les pdles et les parties prin- 
cipales de R(z, w). Il est a remarquer que la fonction qui joue le 
role d’élément simple Z(z, w; 2,7) n’est pas uniforme sur la sur- 
face de Riemann 

La formule (1) montre immédiatement que les coefficients 
A’, AY, ... ne peuvent pas étre pris arbitrairement. II faut, en 
effet, que les périodes du second membre de cette formule rela- 
tives aux coupures 4, soient toutes nulles. Or, la période relative 
ala coupure by est (n° 150) 


I 


ad [. Peni, pi) + AY 9) Cai, Beye... AY) oh (a, 3:)]; 
t=1 
les coefficients A’, AY’, ... doivent done vérifier les p relations 
tk 
(2) ~ (Aw Gnkds, fir... + Ay, 2" (a7, Bry =o. - (AW 1, 2, -..5 P)s 


| 


Ces relations sont d’ailleurs suffisantes pour qu’il existe une fone- 
tion rationnelle A(z, w) admettantles & poles (a), 84), ~--,( 4% Ox), ~ 
avec les parties principales données. En effet, le second membre 
de la formule (1) représente alors une intégrale abélienne dont 
toutes les périodes sont nulles, c’est-a-dire une fonction ration- 
nelle de s et de wu. 


Remarque. — La somme 


(Yi 


Ci f teed |) eNe (he 7 fo 
A ee Sh ( Ks oy) et AG Op (bi; i) ee et Ay, oy, (Qi, Pz) 
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représente le résidu du produit R(z, w) 94(4, wv) relatif au pdle 
(%;, 6;). Les p relations (2) expriment done que les sommes des 
résidus des p fonctions rationnelles 


R(z, @) 91(%, U), -.-:, R(z,) pp(z, w) 


sont nulles, car tous ces résidus proyiennent des pdles de R(z, u). 
En résumé, les p relations linéaires que doivent vérifier les 
coefficients des parties principales de R(z, w) s’obtiennent en 
écrivant que la somme des résidus de toute fonction rationnelle 


Riz, u) 9(z, uw), ou fol w)dz est une intégrale quelconque 


de premiere espéce, est égale a zéro. 

C’est la, au fond, une facon condensée d’écrire les p relations 
qui existent entre ces coefficients, qui s’applique aussi, il est 
aisé de s’en assurer, quelle que soit la position des péles. Il est 
clair, d’ailleurs, que ces relations peuvent toujours étre écrites 
explicitement quand on a obtenu l’expression générale des inté- 
grales de premiére espéce (cf. n° 29). 


173. Nous sommes maintenant conduits 4 traiter le probléme 
suivant : Kormer Vl expression générale d’une fonction ration- 
nelle de zet de u, admettant k péles donnés (a,, 81), -. +, (4 Br) 
avec des degrés de multiplicité déterminés, v,, v2, .. +5 Yk: 

Les coefficients arbitraires A‘, A‘, ..., dont dépend la fonc- 
tion cherchée R(z, uw), sont au nombre de 


M = w+ vo +... 4+- VR. 


Ces coefficients doivent vérifier p relations linéaires et homo- 
génes. Si nous supposons ces relations distinctes, le probléme 
n’est possible que si M2p-+1, et la fonction cherchée dépend 
alors de M-—p constantes arbitraires, abstraction faite d’une 
constante additive. Mais il peut arriver que, pour certaines posi- 
tions particuliéres des poles, les p relations linéaires se réduisent 
a moins de p relations distinctes. Ce point demande un examen 
particulier et nous allons nous y arréter. 

Supposons d’abord qu’on veuille former une fonction ayant un 
seul pole arbitraire («%, 8) d’ordre v. Le probléme n’est possible 
que si v est 2p-+1. Le point (a, 6) étant, par hypothése, un 
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point arbitraire de la surface, on peut supposer a distance finie 
et distinct des points de ramification. Soit 
Ay F Ay 1.2...(¥ —1)Ay 


 — 
2—a (s—«a)? (s—a)’ 


la partie principale dans le domaine de ce pdle; les » coefficients 
A,, As, ..., Ay doivent vérifier les p relations 


A, ez(a, B)+ As o(a, 8) +...+ Ayo!’ (a, 8)=0 Co = ae 


Si v est inférieur ap +1, les équations précédentes n’admettent 


pas d’autre solution que A,=A,—...—=A,=o0, A moins que 
tous les déterminants d’ordre v contenus dans le tableau 


P41 (a, 6) $1 (a, 3) suas gl!) (a, 8) 


PCO Bes Ppa py y.. wae BU AIKCa. 8 
ne soient nuls en méme temps. On démontre, comme au n° 158, 
que ces déterminants ne peuvent étre nuls pour un point arbi- 
traire (x, 6) de la surface de Riemann. Par conséquent, si une 
fonction rationnelle de s et de uw admet un seul pole sur la surface 
(ce pole pouyant étre choisi arbitrairement), ordre v du pole ne 
peut étre inférieur 4 p +1. C’est de cette fagon que Weierstrass 
définit le genre d’une relation algébrique (cf. n° 29). 

Supposons, en second lieu, que !’on veuille obtenir |’expression 
générale d’une fonction rationnelle de z et de u, admettant » pdles 
du premier ordre (a,,6,),...,(%,6,). Afin d’éviter les difficultés 
accessoires, nous supposerons qu’on a effectué, sil est nécessaire, 
une transformation birationnelle, de facon que les conditions sui- 
vantes soient remplies : 1° la courbe considérée C, représentée 
- par l’équation 


(3) E C20. 


supposée de degré m, a m points distincts a l’infini, et aucune 
asymptote n’est paralléle al’axe des w; 2° les v points(%,,6,), ..., 
(a,, 3,) sont des points simples de cette courbe et, en aucun d’eux, 
la tangente n’est paralléle a l’axe des uw. Toute fonction ration- 
nelle R(s, w) infinie du premier ordre en ces v points seulement, 


APPELL ET GOURSAT. — I, 24 
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est représentée par une somme d'intégrales normales de seconde 


espece, . 


‘ 


R(z; w) = C+ Ay Z( 2, 3.0), B,) 4. -. + Ay Z(z, thy Oy; By). 


Soient, d’autre part, Q, (2, wv), Qo(z, uw), ..., Qp(4, uw) les p poly- 
nomes adjoints distincts de degré m — 3, de fagon que l’équation 
générale des courbes adjointes de degré m — 3 soit 


Ay Qi Cz, UW) 4 de Qok zs, UW)... SH Ap Qy(s, W)= O. 
On a les pintégrales distinctes de premiére espéce, 


*Or(2 Oy s,m) 
lz ae eae hs 
ae Peas i ihe DRL Se 


Vv), = 


et les p relations (2), que doivent vérifier les y coefficients A,, 
Ay, ..., Ay, peuvent s’écrire 


Qi (o%,, 1) Qi(a, Bs) es By ) g 
1 fs Sl a a ++ ae 2 i, 5 Ee es Ol tne oe 7 =A CO Ws a | 
Fii(o15 1) Fi,(%2, 32) TiC oy, By) 
ce Se Os P) 
si l’on pose 
A= By FY Cay eae oe eee oe 
ces p relations deviennent 
B, Q, (Oy, By )-++ Bs Q, ( >, 5) ... + By QO, (%y, Gy) = 0, 
( 4) Peon We SCE Ge soe MOR coker OCeN Os. t- Cia e PM oegeaporgow & 3 $0 Goro. 5 
] By, Qp(%1; Br) + Bz Qp (a 33) 4+ +B, Qp (oy, By) = 0 


En général, si les vy poles (a,, 8,)...,(%, B,) sont pris arbitraire- 
ment sur la courbe, les p équations (4) sont distinctes, ce que l’on 
voit en reprenant les raisonnements du n°154, Pour qu’elles ad- . 
mettent un systéme de solutions autre que B, = B,=...=B,=0; 
il faut donc, en restant dans ce cas général, que v soit au moins 
égal A p+ 1, et, s'il en est ainsi, y—p des coefficients B; peu- 
vent étre pris arbitrairement. I] n’existe done pas de fonction 
rauonnelle admettant moins de p--1 poles simples donnés arbi- 
trairement. 

Approfondissons davantage la question. ll peut se faire que les 
équations (4) se réduisent & p—ag équations distinctes, par 
exemple que les ¢ derniéres équations soient des conséquences 
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des p—a premiéres. Si cette circonstance se présente, tous les 
déterminants d’ordre p —s-+-1 que l’on peut déduire du tableau 
retangulaire 


( RA geIIS NE cies si ofefs os) weueroie aesares AGO) Mec OED ClO ON 


Qp(o%, By ) Q,( Chemie) ha Aree Qp (aK, By ) 


par la suppression d’un certain nombre de lignes et de colonnes 
sont nuls, mais Pun au moins des déterminants d’ordre p — ¢ est 
différent de zéro. Or ce tableau (E) se présente dans une autre 
question. Supposons que l’on veuille obtenir l’équation générale 
des courbes adjointes d’ordre m — 3 qui passent par les y points 
donnés; on a a déterminer les p coefficients 4,, dg, ..., Ap, au 
moyen des vy équations de condition 


4 


(ee) Ono, 7 meso hp O75 Coy, 87) = 0 (en eee arma hy 


x 


D’aprés la théorie des équations linéaires, si le premier déter- 
minant du tableau (E) qui n’est pas nul est d’ordre p — a, ¢ des 
coefficients A; restent arbitraires, ce qu’on exprime encore en di- 
sant que par les y points (a,,%,), ..-,(%,, 8,) il passe o courbes, 
adjointes de degré m — 3 linéairement indépendantes. En résumé 
les p équations (4) se réduisent a p—z équations distinctes, 
go désignant le nombre des courbes adjointes linéairement 
distinctes dordre m—3, qut passent par lesy points consi- 
déreés. 

Si y n’est pas supérieur a p — a, il n’existe pas d’autre solution 
que B, = B, =... = B, = 0; mais, si vy ést plus grand que p — z, 
y—p-+o des coefficients A,, Ay, ..., A, restent arbitraires et, 
en comprenant une constante additive, la fonction rationnelle 
cherchée dépend de y — p + > + 1 constantes arbitraires. Nous 
pouvons done énoncer le théoréme général suivant, qui est connu 
-sous le nom de théoréme de Riemann-Roch (') : 


Etant donné» points sur une courbe algébrique, la fone- 
tion rationnelle de z et de u la plus générale qui devient infi- 
nie du premier ordre en quelques-uns de ces points, et qut 


(‘) Riemann n’avait considéré que le cas général ot c=0; c’est Roch (Journal 
de Crelle, t. 64) quia étudié le cas ott ¢ a une yaleur quelconque. 


392 CHAPITRE VIII. 


resle réguliére en tout autre point de la surface, dépend de 
y—p-+o-+1 constantes arbitratres, le nombre ayant la méme 
signification que plus haut. 


Cet énoncé donne lieu a quelques remarques : 


I. La fonction rationnelle cherchée n’existe que si le nombre 


y—p-+o-+1 est au moins égal a2; cette fonction nest pas né- 
cessairement infinie du premier ordre en chacun des y points 
(;,81),..+, (a, 8,). car il peut se faire que quelques-uns : des 
coefficients A,, Ay, ..., A, soient nuls, mais il en reste toujours 


y—p-+s darbitraires. 


If. Le cas ot quelques-uns des pdles sont d’ordre supérieur au 
premier est 4 considérer comme cas limite du précédent. Si, par 
exemple, r des points (;,8;),...,(%,, 8,) sont venus se con- 
fondre en un point (a, 6), la fonction R (z, w) aura un péle d’ordre r 
au plus en ce point; au lieu de considérer les courbes adjointes 
qui passent par 7 points distinets, il faudra considérer les courbes 
adjointes ayant un contact d’ordre r—1 avec la courbe proposée 


au point (a, 8). 


174. Une courbe adjointe de degré m—3 ne rencontre la 
courbe proposée qu’en 2 p — 2 points, en dehors des points mul- 
tiples. Par conséquent, si y est supérieur a4 2 p— 2, le nombre c 
est égal a zéro et la fonction R(z, wu) contient toujours y — p+-1 
constantes arbitraires, quelle que soit la position des poles sur la 
surface de Riemann. Si y est inférieur ou égal a 2 p — 2, d’autres 
circonstances peuyent se présenter: 1° supposons d’abord 


p-—i<vs2p—2; 


il ne passe pas, en général, de courbe adjointe de degré m — 3 
par ces y points, s’ils sont pris arbitrairement sur la courbe (n° 140). 
Mais, s’il en passe une ou plusieurs, nous dirons que ces points 
forment un groupe spécial. Il existe toujours de pareils groupes; 
il suffit, en effet, de considérer une courbe adjointe quelconque 
de degré m—.3 et de prendre p —1-+ h de ses points d’intersec- 
tion ayec la courbe donnée; 2° soit vSp—1; par ces v points 
passe, en général, un faisceau d’ordre p —v —1 de courbes ad- 


a, 
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jointes de degré m— 3. Mais, pour certaines positions de ces 
v points, il peut se faire que Vordre du faisceau soit plus élevé, 
p—v—1-+h par exemple. On dira encore que les v points for- 
ment un groupe spécial. En résumé, un groupe spécial est carac- 
térisé par ce fait que la multiplicité des courbes adjointes d’ordre 
m—3 qui passent par les points de ce groupe, est d’ordre plus 
élevé qu’on ne devrait s’y attendre d’aprés le nombre des points 
de ce groupe. Il est clair, d’aprés cela, que v points pris au hasard 
sur une courbe algébrique (v< 2p — 2) ne forment pas un groupe 
spécial. 

Etant donné un groupe spécial, il existe toujours une fonction 
rationnelle, qui n’admet que des poles du premier ordre, apparte- 
nant tous a ce groupe. Il suffit évidemment de supposer ¥< p-++1. 
Siv=p, p>1, ona un groupe de p points sur une méme courbe 
adjointe de degré.m — 3; le nombre ¢ est au moins égal a un et 
y—p—+o+1 est au moins égal 4 deux. Done la fonction ration- 
nelle existe. De méme, si l’on a un groupe spécial de moins de 
p points, le nombre o est égal a p—v-+-h, h étant un nombre 
entier positif, et le nombre y —p-+oa-+1 est égal a h+-1, qui 
est au moins égal a deux. Les fonctions rationnelles ainsi obtenues 
s'appellent des fonctions spéciales. 

Inversement, si une fonction rationnelle admet moins de p +1 
poles, tous du premier ordre, ces poles forment un groupe spé- 
cial. En effet, si cette fonction admet p pdles simples, le nombre c 
doit au moins étre égal a Punité, et, par suite, ces p points doivent 
étre situés sur une méme courbe adjointe de degré m— 3. Sila 
fonction admettait v poles simples (v< p) ne formant pas un 
groupe spécial, on aurait ¢ = p — », ct la fonction rationnelle dé- 
pendrait de v— p-+(p—v)-+1 =1 paramétre arbitraire; or, 
nous avons remarqué que cette fonction n’existe que si le nombre 
des paramétres dont elle dépend est au moins égal a deux. 


175. On doit a MM. Brill et Nother une loi de réciprocité re- 
marquable, relative au cas ot ¢ n’est pas nul. Prenons les 2 p — 2 
points d’intersection de la courbe donnée avec une courbe adjointe 
d’ordre m — 3, et partageons ces po:nts en deux groupes G,, Ty, 
composés respectivement de » et de»! points (vy 4 v! = Spay 
Soit ¢ le nombre des courbes adjointes linéairenient indépendantes 
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dordre m —3 qui passent par les points du groupe G,, eto’ le 
nombre analogue relatif a T,,. Soit encore f(z, uw) =o léqua- 
tion de la courbe adjointe d’ordre m—3 qui passe par G, et T,,, 
et (2, uv) =o VPéquation générale des courbes adjointes d’ordre 
m—3 qui passent par G,; 9(s,u) est une fonction linéaire et 
homogéne deg constantes arbitraires. La fonction rationnelle 


9 (4, u) 


f (%, u) 


(ou' en quelques-uns de ces points) et dépend de o paramétres 
arbitraires. On a donc, d’aprés le théoréme général de Riemann- 
Roch, 


est infinie du premier ordre aux v’ points de I',, seulement 


vy’ — p- o +126, 


égalité qui subsiste alors méme que ¢ serait égal 4 un; en inter- 
vertissant les deux groupes de points dans le raisonnement, on voit 
de méme que l’on a 


t 


s 
Y—p+o+i20, 


in ajoutant ces deux inégalités membre 4 membre, il vient 


y 7 > 
v b Leer va Cem A Ue 


or y-+v' = 2p — 2, et, par conséquent, le signe > doit étre exclu 
des relations précédentes. Il reste donc les deux égalités 


yi — p i, 


Y—proti=sd, 
qui se réduisent d’ailleurs 4 une seule 
vy —y = 2(6— a’); 


c’est la loi de réciprocité de Brill et Nother. 


176. On peut se proposer de former explicitement |’expression 
de la fonction rationnelle la plus générale ne devenant infinie du 
premier ordre qu’en v points donnés (a,, 6,), ..., (ay, By) ou en 
quelques-uns de ces points. Lorsque ces v points forment un 
groupe spécial G,, la solution est econtenue implicitement dans le 
paragraphe précédent. Ces v points sont situés sur une courbe 
adjointe C,,_3, qui rencontre encore la courbe donnée en v' points 
formant un groupe [,. L’équation générale des courbes adjointes 
d’ordre m — 3 passant par les v’ points de L,,, dépend, nous venons 
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de le voir, de y — p + ¢ +1 paramétres arbitraires. Soit o(z,u)= 0 
cette équation générale et f(s, uw) = 0 l’équation de la courbe par- 


ticuliére C3 qui passe par les points de G, et de T,. La fonction 
TO Ve ond 
~~~ dépend de »—p-+oc-+ 1: constantes et ne 
fla, wy _ 


devient infinie du premier ordre qu’aux points donnés; c’est 


rationnelle 


expression générale demandée. 

On voit, d’aprés cela, que toute fonction spéciale R(z, uw) se 
présente sous forme du quotient de deux polynomes adjoints 
d’ordre m — 3. Voici une autre démonstration trés simple de ce 
résultat, qui est due 4 M. Klein. Etant donnés » points formant un 
groupe spécial, soit Q = o l’équation d’une courbe adjointe d’ordre 
m — 3 passant par ces y points et R(z, w) une fonction spéciale 
ne devenant infinie du premier ordre qu’aux v points considérés. 


L’intégrale sae dz reste finie aux v points de ce groupe, puisque 
oe EF’, We P = an Pear} i 


la courbe Q = 0 passe par ces points; elle est finie également pour 
les points 4 l’infini, car la fraction R(z, w) reste finie en ces points, 
et le polynome Q est du degré m — 3. Cette intégrale est done une 
intégrale de premiére espéce, et, par suite, le produit QR est égal 
a un autre polynome adjoint Q, d’ordre m — 3. 

Supposons, en second lieu, que les v péles donnés ne forment 
pas un groupe spécial; le nombre »v est plus grand que p, et les 
Y points ne sont pas situés sur une courbe adjointe d’ordre m — 3. 
Nous supposerons, pour plus de netteté, que la courbe considérée 
n’a que des points doubles ordinaires. Ghoisissons pour p. un 
nombre entier satisfaisant aux inégalités 


70, wm > 2d 4 y, 


et formons l’équation d’une courbe de degré p. passant par les 
d points doubles de Cet par les » points donnés (%,, 1), ---, (45,9). 
Cette courbe C,, rencontre la courbe donnée en 


k=wum—r2d—-y 


autres points (~,, 6;). L’équation générale des courbes de degré p, 
C4, passant par les ¢ points doubles de C et les & points («;, 3;), 


dépendra de 
w( + 3) 


+I—pm+d+y 
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paramétres. Soit 
0( 2, U)=0 


P équation générale des courbes Ge et 
J (4, U) =0 


Péquation de la courbe particuliére C,; la fonction rationnelle 


Rte ay = eee 


J (4; ¥) 


n’admet pour poles que les points donnés ou quelques-uns d’entre 
eux; car elle conserve une valeur finie pour les points doubles et 
les k points (a; , 8;). 

Cette fonction rationnelle parait contenir un nombre de cons- 
tantes arbitraires supérieur a celui qu’indique la théorie. Pour 
expliquer ce paradoxe, remarquons qu’on ne diminue pas la géné- 
ralité en remplacant o(<, w) par 


gil 4, U)= 9(% w) UC, uw) F(z, w), 


(zs, w) étant un polynome arbitraire de degré p. — m. 
(4— m)(p—m + 3) 
2, 


On peut profiter des + 1 ‘coefficients indé- 


terminés dont dépend U(z, w) pour attribuer une valeur déter- 
minée 4 un pareil nombre de coefficients de 9,(z, uw). Il restera 
dans ce polynome 


w(p+ 3) (uy —m)(.—m-+ 3) 
"y,, -2 aegis Se =e ee 
(m—1)(m—2) 


=I ee em Oe er ae 


coefficients arbitraires, comme l’indique la théorie. 


Remarque. — Le cas ot quelques-uns des péles seraient 
d’ordre supérieur au premier est toujours 4 considérer comme cas 
limite et se traiterait de la méme fagon. Au lieu de prendre des 
courbes adjointes passant par les v poles donnés, on aurait, d’une 
fagon générale, 4 prendre des courbes adjointes ayant avec la 
courbe donnée, en des points donnés, des contacts d’un certain 
ordre. 

La méme méthode permet d’obtenir explicitement une fonction 
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rationnelle dont on connait les péles avec les parties principales 
correspondantes. Si l’on a formé l’expression générale des fonc- 
tions ratuonnelles admettant les poles donnés, cette expression 
contient un certain nombre de constantes arbitraires. En écrivant 
que les coefficients des parties principales ont des valeurs données, 
on aun certain nombre d’équations linéaires permettant de déter- 
miner ces constantes. On opérerait de la méme facon pour obtenir 
-une fonction rationnelle, dont on suppose connus 4 l’avance les 
poles et les zéros. 


177. Toute fonction rationnelle R(z, w) admettant v pédles 
simples se présente, d’aprés ce qui précéde, sous la forme sui- 
vante: 

o( 2, wv) 


PGei ye) Sey 


o(s, u) et f(s, uw) étant deux polynomes du méme degré; tous 
les points communs aux deux courbes F = 0, fo, sauf les 


v poles donnés, appartiennent aussi a la courbe 9 =o. Il suit de 
la que le faisceau de courbes 


rencontre la courbe donnée en v points seulement variables avec A, 
ce groupe de v points venant se confondre avec le groupe des 
y poles pour A = o. Inversement, d’un faisceau de courbes rencon- 
trant la courbe donnée en p. points variables seulement, on déduit 
une fonction rationnelle devenant infinie du.premier ordre en 
y. points seulement. 

On a vu qu'il n’existait pas de fonction rationnelle admettant 
moins de p-+1 péles simples, si ces pdles sont pris arbitrairement. 
Par conséquent, s’il existe un faisceau de courbes rencontrant la 
courbe donnée en y points variables seulement, !’un de ces groupes 
de v points pouvant étre choisi arbitrairement, v est au moins 
égal a p+-1. Nous retrouvons une proposition déja établie direc- 
tement (n° 143). 


178. Soit F(z, vw) =o Péquation d'une courbe de genre supé- 
rieur a zéro; il ne peut exister pour cette courbe de fonction 
rationnelle de < et de w, admettant un seul péle du premier ordre. 
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En effet, s’il existait une pareille fonction » = o(z, uw), a toute 
valeur de » correspondrait un seul point analytique (2, w) et les 
coordonnées d’un point de la courbe considérée seraient des fone- 
tions rationnelles du paramétre ¢. Ceci prouve, soit dit en passant, 
que les courbes adjointes d’ordre m—3 n’ont, en dehors des 
points multiples, aucun point fixe commun avec la courbe. En 


effet, si Pon avait pour un point (a, de cette courbe 
) P Pp 
Qi(a, 8) = Qs(a, B)=-..= Qp(a, B) =o, 


‘Vintégrale normale de seconde espéce Z(z, uw; «, 6) aurait toutes 
ses périodes nulles; elle serait done égale 4 une fonction ration- 
nelle de z et de w, ayant un seul pdle du premier ordre. 

Il suit de la que, pour une courbe donnée, le nombre des péles 
@une fonction rationnelle (tous ces péles étant supposés du pre- 
mier ordre) ne peut descendre au-dessous d’un certain minimum. 
Ce nombre minimum 7, qui se conserve évidemment dans toute 
transformation birationnelle, parait devoir jouer un réle important 
dans la théorie des courbes algébriques. On peut encore (n° 177) 
le définir comme le nombre minimum de points d’intersection 
variables de la courbe donnée avec les courbes d’un faisceau. Le 
nombre 7 se présente aussi quand on cherche, parmi les diffé- 
rentes relations algébriques de méme classe qu une relation donnée, 
celle qui est du plus petit degré possible’ par rapport a une des 
variables. Soit 


(6) @(Z, U)=o 
une équation algébrique se déduisant de la relation F(z, u) = 0, 
au moyen des formules de transformation 


(7) th zal Sy Ub i U= 


=O) 


(Case) 


chacune des fonctions f(z, uv), 9(z, w) admet au moins r infinis, 


et, par conséquent (n° 423), la relation ( 
par rapport a chacune des variables. 


6) est au moins du degré r 


Inversement, supposons que la fonction rationnelle f(z, w) ait 
r poles du premier ordre (a, 21), ++ +)(%,8;)5 prenons pour 9(4, uv) 
une fonction rationnelle ayant un seul pole du premier ordre com- 
mun avec f(s, w), par exemple le point (a, 8,). Les formules (7) 
définissent bien une transformation birationnelle, car la courbe 
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transformée (6) a une direction asymptotique non paralléle aux 
axes de coordonnées; au point a l’infini dans cette direction ne 
correspond qu'un point unique de la courbe primitive, le point 
(a, 6). D’ailleurs, la nouvelle équation (6) est bien de degré 
par rapport a U. 

Examinons les cas les plus simples. Si p =1, il existe toujours 
une fonction rationnelle admettant deux poles simples, pris d'une 
facon arbitraire; done r= 2. Si p= 2, on a encore r= 2; en 
effet, sorent Q, et Qe deux polynomes adjoints distincts d’ordre 


We =o se quotient = n’admet que deux péles du premier ordre. 
<2 A 


D’une maniére générale, lorsque p est supérieur a un, 7 est au 
plus égal a p; car, si l’on considére deux courbes adjointes 
d’ordre m — 3, Q,=0, Qy = 0, ayant, avec la courbe proposée, 


Q1 


pP — 2 points communs én dehors des points doubles, le quotient 0, 
2 


a au plus ppoles du premier ordre. Lorsque p est plus grand que 3, 
on peut encore trouver pour une limite inférieure, comme on le 
verra plus loin. Mais, pour p = 3, on peut avoir r= 2 our = 3. I 
est facile de donner des exemples des deux cas. Ainsi, une courbe 
du cinquiéme degré avec un point triple est du genre 3 (n° 133); 
une droite passant par le point triple rencontre la courbe en deux 
points variables seulement, 7 = 2. Une courbe du quatriéme degré 
sans point double est encore du genre 3, mais ici on ar = 3. En 
effet, s'il y avait une fonction rationnelle admettant seulement deux 
poles du premier ordre (a, 6), (2, 6’), on devrait avoir pour ce 
groupe de deux points ¢ = 2, c’est-a-dire qu’il y aurait une infinité 
de courbes adjointes d’ordre m — 3 passant par ces deux points ; 
or ces courbes adjointes sont des lignes droites. 


179. Aprés ces généralités, considérons en particulier les 
courbes algébriques pour lesquelles r= 2. Soient (%,,:6,) et 
(a2, 82) les deux péles du premier ordre d’une fonction ration- 
nelle R(z, uw), qui n’admet pas d’autres poles que ces deux-la. Ces 
deux points (a,, 6,) et (%», 62) doivent former un groupe spécial, 
c’est-a-dire que les deux équations 


Aa Qe'Gos, 81 4+. + Ap Op Con, 85).= 0; 


Ma On (as, Bo) a weary Qn (%2; Be) = 0 
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doivent se réduire A une seule. On a done 


Qi (e, Be x Q) (%2, Bo) , 
Q; (1, By) cae Qp(%, Bi)? 


en langage géométrique, cela signifie que toutes les courbes 
adjointes d’ordre m—3 qui passent par le point.(a,, 6,) vont- 
passer par un second point fixe (a, 6). Or, le point (a,, 6,) peut 
étre pris arbitrairement, puisque c’cst un des deux points d’inter- 
secuion variables de la courbe donnée avec les courbes d’un fais- 
ceau. Les courbes considévées jouissent done de la propriété sui- 
vante : : 


Toutes les courbes adjointes d’ordre m — 3 qui passent par 
un point quelconque de la courbe donnée vont passer par un 
second point fixe de cette courbe ('). 


Inversement, si une courbe C posséde cette propriété, prenons, 
sur C, p — 2 points fixes arbitraires. Les courbes adjointes d’ordre 
m — 3 qui passent par ces p — 2 points fixes vont passer par p — 2 
autres points fixes de C; le faisceau de ces courbes rencontre done 
la courbe C en deux points variables seulement. Soit 


(8) aa 


== 


-G 


Péquation de ce faisceau; les coordonnées des deux points d’in- 
tersection variables s’obtiennent par la résolution d’une équation 
du second degré dont les coefficients sont rationnels en 4. On a 


donc, pour les coordonnées d’un point de C, les expressions sui- 

vantes : 
gS A+ BAYROO, 

(9) J Vow 

lu=C+DVQQ), 

R(A) étant un polynome premier avec sa dérivée et A, B, C, D 

des fonctions rationnelles de 2. Inversement, des formules (8) 


et (g) on tire, pour A et \/R(A), des fonctions rationnelles de s 


(1) Toutes les courbes adjointes d’ordre m—3 passant par un point donné 
(a, 8) ne peuvent passer par plus d’un autre point fixe de C, en dehors des points 
doubles. Autrement, une courbe adjointe d’ordre m — 3, qui serait assujeltie a 
passer par p —1 points de C, aurait plus de 2p — 2 points communs ayec C, en 
dehors des points doubles. 


FONCTIONS UNIFORMES SUR UNE SURFACE DE RIEMANN. 381 


et de w, de sorte que la relation algébrique considérée peut étre 
ramenée, par une transformation birationnelle, a la relation hyper- 


elliptique 


(10) 2S REX): 


Par extension, on appelle courbes hyperelliptiques toutes les 
courbes pour lesquelles r= 2. 


Les points d’une courbe hyperelliptique se correspondent deux 
a deux par une transformation birationnelle. Si l’on considére, en 
effet, deux points («,, 6;),'(%2, 62) formant un groupe spécial, il 
est clair que les coordonnées du point (2, 62) sont des fonctions 
rationnelles des coordonnées du point (%, 6,) et inversement. 
Done, pour une courbe hyperelliptique quelconque, tl existe 
une transformation birationnelle involutive qui change cette 
courbe en elle-méme. Mais cette propriété n’est nullement carac- 
téristique. Elle appartient évidemment 4 toute courbe possédant 
un axe ou un centre de symétrie, par exemple 4 une courbe du 
quatriéme degré ayant un axe de symétrie. Or, si celte courbe 
n’a pas de point double, elle n’est jamais de l’espéce hyperellip- 
tique (n° 178). 

On emploie quelquefois, pour l’étude des relations algébriques 
hyperelliptiques, une autre forme normale que celle qui nous a 
servi dans les premiers Chapitres. L’équation d’une courbe hyper- 
elliptique ayant été ramenée, par une transformation birationnelle, 
a la forme 


(11) u2= P(z) Q(z), 


ot. P(s) et Q(z) sont deux polynomes sans facteur commun, ni 
facteur multiple, le premier de degré p + 1 ou p+ 2, le second de 
degré p, la transformation birationnelle 


eee ate Pes: t rash 
cae aie Ua ON Eze) 


conduit a une nouvelle courbe de degré p + 2 
(12) U2: O Gs") = Pieeey 
‘qui présente un point multiple d’ordie p a Vinfini sur axe Ow’; 


les tangentes ence point multiple sont toutes distinctes et chacune 
d’elles est une tangente d’inflexion. Inversement, toute courbe de 
D », 
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degré p+ 2 possédant un seul poimt multiple d’ordre p a tan- 
gentes distinctes est une courbe hyperelliptique de genre p, car un 
PAP SAE 


pareil point singulier équiyaut a oo points doubles ordinaires, 


etVona 


P( p+?) nD So 


oe 2, 


d’ailleurs, une droite passant par le point multiple rencontre la 
courbe en deux points variables seulement. Donc, a toute courbe 
de Vespéce hyperelliptique, de genre p, on peut faire corres- 
pondre, par une transformation birationnelle, une courbe de 
degré p+-2 avec un point multiple d’ordre p @ tangentes 
distinctes. 

Les courbes adjointes d’ordre mz — 3 sont ici des courbes de 
degré p —1 ayant un point multiple d’ordre p — 1. Elles se décom- 
posent donc en un sytéme de p —1 lignes droites: passant par le 
point multiple. Il est évident géométriquement que toute courbe 
adjointe passant par un point fixe de la courbe va passer par un 
second point fixe. 


180. Comme application, proposons-nous d’appliquer a une 
courbe de cette espéce le théoréme de Riemann-Roch, c’est-a-dire 
de chercher lexpression générale d’une fonction rationnellé de 
(s, uw) qui devient infinie du premier ordre en » points simples 
(ay, 6,), ..+,@y, By). Soit Cola:courbe* considérée de degré 


p-+2, O le point multiple d’ordre p. On a deux cas a consi- 
dérer : 


_ 1° Parmi les v points donnés, 11 n’y en a pas deux en ligne droite 
avec le pomt O. Ces v points ne forment pas un groupe spécial;- 
pour qu il existe une fonction rationnelle répondant a la question, 
il faut que vy soit au moins égal 4 p-+4, et le nombre des para- 
métres dont dépend cette fonction est égal 4 v— pr. Nous 
avons traité ce probléme sous une autre forme au Chapitee I. 

2° Les v points donnés se partagent en deux groupes de 2p. 
points et de p points respectivement. Les 2p points du premier 
groupe (o%4;Bi)y -~-5 (2p; By)} (egy Bylic -57(% ux Buy Somt deux 
a deux en ligne droite avec le point O. I en est ainsi des points 


(a:, 67) et.(a;,, B,). Parmi les p pomts (y;, 94), ---, (Yor 9p) du 
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second groupe, il n’y en a pas deux en ligne droite avec le point O. 
On peut former une fonctiomr rationnelle de (z, w) n’admettant 
que les deux infinis simples («;, 6;), («;, 6;); soit fi(s, wv) une 
pareille fonction qui sera, par exemple, june fraction simple telle 
que 


az+b 


= > 
S— 4; 


si Péquation de la courbe hyperelliptique est de la forme (12). 
Soit (zs, w) une fonction rationnelle n’admettant que les 2+ 9 
poles du premier ordre (@;, 87), («,,@;), (px, 0); on peut toujours 


trouver des coefficients constants ),, do, ..., A, tels que la diffé- 
rence 

Cz, Wy fn (2, WU) st — A Fu (4S, &) 
reste finie aux pomts («,, 6,), ..-, (a, 64). Cette différence se 


réduit done a une fonction rationnelle W(z, w) infinie du premier 


o £ y 
ordre aux = p points (%4; By), ~. 2) (my, Ba)s(71, 90), «+> (Yes a) 
seulement. Nous sommes done ramenés au cas précédent. 


Remarque. — Si Yon a pt+p<p+t, il nexiste pas de 
fonction rationnelle W(z, w) n’admettant que les »-+ 9 poles du 
Premlcrordre (ays Oa yyt--t, Ceuy Oy )y ( Y0-O1)ge (Yor Og) >. Cby Par 
conséquent, la fonction rationnelle ®(z, wv) a pour expression 
générale 

Da Ww) Ay fa 2) ee Ae fn C2; 6) Aner 


On yoit quelle n’admet pour poles du premier ordre que 
quelques-uns des 2+ points donnés; on remarquera toutefois 
que le nombre des paramétres dont dépend cette fonction est bien 
égal au nombre donné par la formule de Riemann-Roch; on a, en 
effet, dans ce cas particulier, 


et, par suite, 
PR aS Paap m1 6p ee ee EE St Ae 


181. Etant données deux courbes hyperelliptiques du méme 
genre p >1, on peut se proposer de rechercher les conditions 
nécessaires et suffisantes pour que ces deux courbes appartiennent 
a la méme classe, c’est-a-dire pour qu’on puisse passer de lune a 
l'autre par une transformation birationnelle. Soit C une courbe 
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hyperelliptique; supposons que l’on ait exprimé de deux fagons 
différentes les coordonnées d’un point de cette courbe au moyen 
d’un paramétre et de la racine carrée d'un polynome, de telle 
fagon qu’a un point corresponde une seule valeur du paramétre. 
On aura a la fois 


(3) z=A =B VROQ9, “= CSD yO, i= ols, w 
et 
(14). 72 A, BV Pye w= C,+ D, VRy(p), ne Caste), 


A, B, G, D étant des fonctions rationnelles de ,; A,, B,, C,, Dy, 
des fonctions rationnelles de p.; R(A) et Ry (pv) deux polynomes 
de degré 2p+-1 ou ap +2. Cherchons la relation qui existe 
entre les valeurs des paramétres A et p. qui correspondent a un 
méme point de cette courbe. Remarquons pour cela qu’a une 
valeur de A= (2, uw) correspondent deux points seulement; la 
fonction rationnelle o(z, w) ayant deux infinis seulement, est une 
fonction spéciale qui peut se mettre sous la forme suivante : 


Hotes eI) 


Q, et Q, étant deux polynomes adjoints d’ordre m= 3 (n° 176). 
De méme p = (z, w) est égale a 


ee Qi.( 4, uw) 
no Onegai 


Q; ct Q, étant aussi deux polynomes adjoints d’ordre m— 3. 
Soient (a, 6) et («’, 8’) deux points correspondant 4 une méme 


valeur A, de A; la fonction rationnelle = n’admet que les deux 
poles du premier ordre (a, 6) et (a’, 8’). Ces points sont donc 
deux points associés de la courbe, c’est-a-dire que toute courbe 
adjointe d’ordre m — 3 qui passe par un de ces points passe aussi 
par le second. On a, en particulier, 


Opiate ee) <u Qu(4, 6) 
Qs(a’, 8) Q3(@, BY’ 


x 


et, par suite, » reprend la méme valeur en ces deux points. Ainsi 
a une valeur de A correspond une seule valeur de p.; il est clair que 


Or 
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la réciproque est vraie pour la méme raison. On a donc entre A 
et » une relation homographique 


ah + bh+cen+d=0, 


et l'on passe des formules (13) aux formules (14) par la substi- 
tution linéaire 
cud 


Se Decay reoey a 


Or, aprés cette substitution, les invariants absolus de la forme 


Rees HC ese cet : pi, 
binaire 42?*7R (2) sont les mémes que ceux de la forme binaire 
=< 9 


2 pi® ie 
ween, (Et). 


La réponse a la question posée est maintenant bien facile. 
Etant données deux courbes hyperelliptiques de méme genre C, C’, 
supposons les coordonnées d'un point de C exprimées en fonctions 
rationnelles de 4 et dey R(A), de fagon qu’a un point ne cor- 
responde qu’une valeur de 2; supposons de méme les coordonnées 
d’un point de C’ exprimées par des fonctions rationnelles de p. 
et de V/Ri(z), de fagon qu’a un point C’ ne corresponde qu'une 
valeur de ». Pour que les deux courbes Cret C’ appartiennent a la 
méme classe, il est nécessaire, d’aprés ce qui précéde, que les 
invariants absolus des deux formes 


a di) nie U. 
7h fia = (3) pee n, () 
\2 2 


sotent les mémes. 
Ces conditions nécessaires sont suffisantes. En effet, on peut 


remplacer les courbes C et C’ par les courbes 
“92= RO), wt Ri(p), 


qui correspondent respeclivement aux deux courbes C et C’. Siles 
invariants absolus sont égaux, on peut trouver une substitution 
linéaire telle que l’on ait 

q 


ke ; 
n(e=) ws Ea Ry(1); 


en+d/  (cu-- dy) 


on passe alors de la premiére courbe a la seconde par la transfor- 


APPELL ET GOURSAT. — I. 25 
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mation 
; ayn+b kw 
SS SS SS) (0) Soe) Fe ee 
cp + ad “(en + d)pti 


qui est évidemment birationnelle. 

Une forme binaire de degré 2p + 2 posséde 2p — 1 invariants 
absolus; il y a done 2—1 conditions pour que. deux courbes: 
hyperelliptiques de genre p appartiennent a la méme classe. On 
exprime ceci en disant qu'une classe de courbes hyperelliptiques 
de genre p pos ede 2p —1 modules. 

Il résulte aussi du raisonnement précédent que, si une courbe 
hy perelliptique se change en elle-méme par une transformation bira- 
ak+b 
ched. 
Il faudra done que les racines du polynome R(A) s’échangent entre 
elles au moyen de la substitution précédente; il est clair qu’il 
n’existe jamais qu'un nombre firz de substitutions jouissant -de 
celle propriété. 


tionnelle, le paramétre 4 subit une subsutution linéaire 2! = 


182. La méme méthode ne s’applique plus lorsque p= 1. 
Soient C et C’ deux courbes du premier genre; supposons-les 
ramenées a la forme normale 


p2= RA), w= Ry (1), 


R(A) et Ry (wv) étant deux polynomes du quatriéme degré. Si ces 
deux courbes se correspondent point par point d’une facon uni- 
voque, la relation algébrique entre les valeurs. de 4 et de p, qui 
donnent deux points correspondants sur les deux courbes, est 
évidemment du second degré par rapport a chacune des variables, 


2(Au?-+ By + G)+ (Ay p2+ By + C,)+ Aow?+ Boy + CG.=0. 


=| fou} 


Pour que les deux valeurs de } qui correspondent a une méme 
valeur de p soient égales, il faut que les deux points de C’ que 
fournit cette valeur de » viennent se confondre, c’est-a- dire que p 
vérifie ’équation R, (yp) = 0. On a donc 


Ry (2) = (Ay p2+-By yp + GC, )2?—4(Au2+ Bp + C)(A.u?2+ Bow + Gs), 
4 un facteur constant prés. On a de méme 


R(X) = (B24 By a By )?— 4(A22+ Ay + As) (G24 Gyr Sr Cs), 
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4 un facteur constant prés. Or, il a été démontré plus haut (n° 132) 
que les deux polynomes R() et Ry (v.) ont méme invariant absolu. 
La conclusion est analogue a celle de tout a Vheure; une courbe 
du premier genre posséde un seul module, qui est Vinvariant 


absolu de la forme biquadratique 7 WR (= ): 
AQ 


183. On obtient une autre expression d'une fonction. ration- 
nelle R(z, w) au moyen des ‘Zéros et des péles de cette fonction. 
Soient 

(Sarah Ne cal (aera ots) aera mere Coane 


les ¢g poles et : 


(eaieenoiin yp ma Oa, 189) \seme Stents tall Ol, Bias) 


les g zéros, chacun de ces points étant compté autant de fois qu'il 
y a @unités dans son degré de multiplicité. 
Liintégrale abélienne 


; dR 

log R(z, u) = | —— 

= Seo iy R 
| l I | He Dee 
admet les 2¢ points critiques ogarit imiques (Ai, Pp Si) (&., DP, ) et 


n’a aucun autre point singulier. Dans le domaine d’un pole (z;, 3;) 
dordre h;, cette intégrale est de la forme 


— h; log( z— a«;) + P(z—«;), 


1 


zs — a; devant étre remplacé par (3 — ~;)’ si le pot (az, B;) est 
- 


‘ 
un point de ramification d’ordre 7 —1, et s — # par - De méme, 


dans le domaine d’un zéro, d’ordre hy, (a, 8x), Pintégrale est de 


la forme 
hy log(z— ay) + P(s—2z). 


L’intég ‘ale abélienne 


(a, 8,) (a (,, 8, 
log R(z, u)—| [. S eel heen gy oe ! fe 
? 2? gq 


2 Ho t 
ou mM? ?, est Vintégrale normale de troisiéme espéce, n’admet 
plus de points singuliers; c’est dove une intégrale de premiére 
espeéce 
4 Ay ba eae hac Bot ApWpt Apat 
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et lon en déduit 


qT 
Reeth Dy apes 
(16) RCz, w) =e it ie 


Pia. ly Hp an les intégrales normales. 

Lorsque le chemin décrit par le point analytique.(z, w) traverse 
une des coupures, le second membre est multiplié par un certain 
facteur. Comme le premier membre est une fonction uniforme, il 
nous faut écrire que tous ces multiplicateurs se réduisent a Punité. 
Quand on traverse une coupure a,x, la fonction qui figure en 
exposant augmente de 27¢A,, et le second membre est multiphé 
par e™™*; ),, 2a, ..., Ax doivent par conséquent étre des nombres 
enters 

Ni erie ei ewe Morals Aga Vibes 


et R(z, w) est de la forme 


7 
y ) : Vv I] (@;58;) 
. MW HN SEO ey (ai. B') 
(17) Riri) Gre = ‘ 
Lorsque la‘variable traverse la coupure b,, A(z, w) est muluphé 
par 
7 
: 
272,04, +2m b+. . 2m, b+ i [,(a,,8,) 0; (a!,87)] 


e (eal 


Il faudra done que Von ait 


q 7, 
t/a opal N AX ° 
Sie} Cease Wp. By) == D7) On 4-=.. + Dt OR =e mut eat 
(18) J ral ty 37) Z K( iy Pi) 19K pV’kp k 
i=1 tk 


Chay ates 


nx élant un autre nombre entier. Dans les premiers membres de 
ces relations, les intégrales ~, sont toujours supposées prises sui- 
vant des chemins qui ne rencontrent pas les coupures. Récipro- 
quement, si l’on peut trouver des nombres eutiers m,, ..., Mp, 
Ny, ..+, Rp veérifiant les relations précédentes (18), la fraction 
R(z, w) représentée par la formule (17) présente bien tous les 
caractéres d’une fonction rationnelle admettant les g pdles (2, 6; ) 
et les g zéros (oj, 8;). Les relations (18) expriment donc les con- 
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ditions nécessaires et suffisantes pour quil existe une fonction 
rationnelle admettant les g poles et les g zéros donnés. 

Ces relations peuvent s’écrire sous une forme plus générale. 
Soit s une intégrale quelconque de premiére espéce et On 
Oxy +++) Wap ses 2p périodes; il faudra que l’on ait 


7 


> w(a, Ee B)) = M, 0)-- Ms@y-+...4 Mp osy, 


Patt i 


Mirch ie tan M,, étant des nombres entiers, qui sont les mémes 
pour toutes les intégrales, les chemins suivis par la yariable res- 
tant aussi les mémes pour les intégrales qui figurent dans le pre- 
mier membre, On écrit ces relations sous une forme plus con- 


densée 
q 


Se | 
(19) DFE (xi, nese (o;, Bi). 


t=! 


Par conséquent, la somme des valeurs d’une intégrale 
abéelienne de premiére espéece pour les séros d’une fonction 
rationnelle ne differe de la somme des valeurs de la méme 
intégrale pour les péles que d’une somme de multiples des 
pértodes. 

C’est, comme on le verra plus loin, une des formes qu’on peut 
donner a un cas particulier du théoréme d’Abel. 

Les conditions précédentes sont au nombre de p; elles expri- 
ment d’ailleurs toutes les relations entre les zéros et les infinis 
dune fonction rationnelle, puisque, si elles sont vérifiées, on 
peut former une fonction rationnelle admettant les zéros et les 
infinis donnés. Ces relations se présentent sous une forme trans- 
cendante, quoiqu’elles soient en réalité algébriques. Imaginons, 
en effet, qu’on ait formé l’expression Ne des fonctions 
rationnelles qui admettent les ¢ poles (x; , &;); cette expression est 
une fonction linéaire et homogéne d’un certain nombre de coeffi- 
cients arbitraires. Hl faudra qu’on puisse disposer de ces coeffi- 
cients de fagon que la fonction admette les g zéros («;, 82); 
conditions s’expriment évidemment par des relations algébriques 
entre les 2g points donnés. On a la un exemple remarquable de 
relations transcendantes équivalentes a des relations algébriques. 
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Si p =0, le théoréme ne nous donne rien. On peut prendre arbi- 
trairement les zéros et les infinis. I] est facile de le vérifier, car z 
et w s’expriment par des fonctions rationnelles d’un paramétre ¢, 
et Pon est conduit a former une fonction rationnelle de t, con- 
naissant ses poles et ses zéros. Sip—=1, 0n a une seule relation 
entre les zéros et les infinis. Cette relation est d’ailleurs équiva- 
lente au théoréme de Liouville sur les zéros et les infinis d’une 
fonction doublement périodique. 


184. Les théorémes généraux sur les fonctions uniformes d'une 
variable s’étendent aux fonctions uniformes d'un point analy- 
tique ('). Nous allons montrer comment on peut former I’expres- 
sion générale d'une fonction uniforme n’ayant qu'un nombre fini 
de points singuliers sur toute la surface de Riemann. Pour plus 
de simplcité, supposons que ces points singuliers sont a distance 
finie et distincts des points de ramification. Soient (a,, 6;), ..-, 
(an, Gn) les n points singuliers, @(z, w) la fonction uniforme con- 
sidérée et aia 

Au A® ASP 


Bay a oe oy ee as 


la partie principale de ®(z, w) relative au pomt singulier (;, ,), 

cette partie principale étant formée d'une série si le point («;, 57) 
est un point singulier essentiel. La fonction 

Cte: 

die”, 

ease (9,4) 

P( s) 4) = syne 


Sy 


considérée comme fonction du point (2, 4), admet les points sin- 
guliers “Cai, Ba)s-- 03 5-(hny Baty, (3, lek Soqalo els, Ch. OUlres cles 
points de ramification. Ecrivons que la somme des résidus de cette 
fonction uniforme sur toute la surface de Riemann est nulle. Les 
résidus relatifs aux points de ramification et aux points a linfini 
sont tous nuls. Les résidus relatifs aux points (s, w) et (Zo, Uo) 
sont respectivement — ®(z, w) et ®(z9, wy) (n° 150). Dans le 


(') ArpELL, Sur les fonctions uniformes d'un point analy tique ( Acta mathe- 
matica, t. I, p. 109-144). 
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domaine du point («;, 8;), ona 


AG 4 (2) 
Geach \e as aS a ee a Pe 0; ), 
: aj) (E— aj) Ce) 
de (2 e-\r=1 
En 2 AT: §— oi) a 
Be => Z(4, Us; Ki, oe ea a een (v 1) ( Z, Uy, Xj, B;) mare } 


le résidu est done 


AY? Zz, v3.0; 87) +... ZV) Cz, te} 06:87) eG 


et ’on a la relation 


(20) ®(z, uw) = P( 29, wy) eS ee ae DMS) (ez aut OG, ora) 
7 =. J} 


Ca the “VM, 


Chacune des séries 


1) 


~~) AY 
> ——______— Z\"1)(z, u; «;, 8;) 
1.2...(¥—T) 


est convergente tant que le point (z, w) est différent de (a, 8:), 
itt nate ; au : 3 
car elle représente le résidu du ®(£, 1) aE relatif au point («;, ;). 


La fonction représentée par cette série n’admet plus que le point 
singulier (a;, 6;); nous la représenterons par 


+2 


. ALO ; 
As, ; ; 
Gi( 3, uw; %, Bi) = 3 —————- 7") z3 uw; %;, Bi), 
Tie 9 2. eaemeon 


Vi} 
et la formule (20) peut s’écrire 


n 
@P(z, Ww) = P( Zp, to) + s Gyan 07, Bi): 


veel 


On voit que ®(z, w) est la somme de n fonctions dont chacune 
n’a qu'un point singulier; mais ces fonctions ne sont pas, en 
général, uniformes. 

En écrivant que les p périodes de ®(z, w) relatives aux cou- 
pures by sont nulles, on a, entre les coefficients AY les p relations 


i=n 


(21) » Sasa eB —s PN ag, 6;)=0 (G==15 Dy css, P); 


(vy —1) 
Jv 
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que l’on obtiendrait aussi en écrivant que la somme des résidus de 


chacune des fonctions 
P(z, U) ox, U) 


sur toute la surface est égale a zéro. 

Les théorémes de Weierstrass et de Mittag-Leffler, sur les 
fonctions uniformes, qui ont une infinité de points singuliers et 
sur la décomposition en facteurs primaires, s’étendent aussi aux 
fonctions uniformes d’un point analytique (ApreLt, Acta mathe- 
matica, t. 1). 


CHAPITRE IX. 


THEOREME D’ABEL ()). 


Théoréme général. — Application aux intégrales de premicre, de seconde et de 
troisieme espéce. — Formule générale. — Application aux intégrales hyper- 
elliptiques. — Seconde démonstration, — Réduction dune somme d'un nombre 
queleonque dintégrales a p intégrales et a des quantités alg¢briques et loga- 


rithmiques. — Théoréme d’addition pour les intégrales de premiére espéce. — 
Intégration d’un systéme d’équations différenticlles. — Extension du théoreme 


d’Abel aux courbes gauches algébriques. 


3 


485. On a déja remarqué, dans certains Chapitres antérieurs, 
un cas particulier de la célébre proposition, connue sous le nom 
de théoréme d’ Abel. Lillustre géométre la énoncée dans’ un 
Mémoire présenté a Académie des Sciences de Paris en 1826, 
quia pour titre : Remarques sur quelques propriétés générales 
dune classe de fonctions transcendantes. 

Pour |’établir ici dans toute sa généralité, considérons une fonc- 
lion rationnelle quelconque 9(s, w) de z et de wu et une intégrale 
abélienne U attachée a la courbe 


(1) F(z, (He) er Oy 


de degré m et de genre p. L’intégrale 


$f; Udlogo, 


prise dans le sens direct le long du contour total de la surface T’, 


(1) Auteurs a consuller: ApeL, Remarques sur quelques proprielées générales 
d’une classe de fonctions transcendantes;. Démonstration d'une propriété 
génerale d'une certaine classe de fonctions transcendantes;, CLEBscH et GorDAN, 
Abelsche Functionen, zweiter Abschnitt; Ch. Micuer, Sur les applications 
géometriques du théoréme d Abel (Annales de l’Ecole- Normale supérieure, 
O° Serie, cE. 18;, gor} 
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c’est-a-dire le long des coupures ay, by, cy, est Egale 4 une somme 
de produits de deux facteurs, l’un des facteurs étant une période 
de Pintégrale U, le second facteur une période de l’intégrale log. 
Mais toutes les périodes de cette derniére intégrale sont évidem- 
ment des multiples de 277, et Yon a 


(2) f Ud logo =o 7nt(m, wy + m30o-+-...4 Wiaioess 

+ (€) 
G1, G2, +++, M2, étant les 2p périodes de Pintégrale U relatives aux 
coupures @, et by, et my, ma, ..., map, des nombres enticrs 
qui ne dépendent que de la fonction rationnelle o(2, u). Le 
produit 277m,, par exemple, est égal a Pintégrale 


f dlose, 


prise le long de la coupure a,, et les autres nombres m; ont une 
sipnification analogue. 

Nous supposerons d’abord que Vintégrale abéhenne U n’a pas 
de points critiques logarithmiques; alors la fonction 


dlogo 


dz 


U 


est uniforme sur la surface T’, et ’on peut appliquer le théoréme 
de Cauchy 4 lintégrale (2). D’aprés ce théoréme, l’intégrale (2) 
est égale au produit de 272 par la somme des résidus de U ous 
sur toute la surface de Riemann. Ces résidus proyiennent des 


poles de U ou des péles et des zéros de o(s, w). Soient 
(CEi e711) eeeehmen ces nq) 

les zéros de la fonction rationnelle ¢(z, w) et 
Gatco) eats) eas Ny) 


ses infinis, chacun d’eux étant-compté autant de fois quil y a 
d’unités dans son degré de multiplivité. La somme des résidus 


provenant des poles et des zéros de 9(z, °) est égale a 


VA Y 
$ AP ie hs 4 
D = U(E:, nz) —» Ue An): 
i 


i" 
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Par conséquent, la somme 
4, WO) 5+ 1 Map Wop 


est égale a la différence qui précéde D, augmentée de la somme 
des résidus de la fonction 
U d log o(z, w) 
dz 
relatifs aux poles de Pintégrale U. Si, en particulier, Vintégrale U 
est une intégrale de premié¢re espéce m(z, w), cette derniére 
somme est nulle, et il reste 


q UA 

‘ ‘a : ' ' 

(3) b2 w(Ei, qi) — . WER, Ap) = M10, +e... Mey W275 
t=1 ket 


ce que nous écrirons dune facon condensée 


Y qT 
ey! 7 | Pe 

(4) SY ey 11) = >) (Fes Me): 
t= " hon | 


Nous retrouvons la relation établie plus haut entre les poles et les 
zéros dune fonction rationnelle de z et de u(n® 186), 


186. L’énoncé qui précede est purement analytique. On donne 
ordinairement a ce théoréme une forme plus géométrique, qui en 
montre mieux la généralité. Sorent 


(3) f(z, u)=0, Yau) =0 


les équations de deux courbes du-méme degré rn; supposons, pour 
plus de netteté, que ces courbes n’ont aucun point commun a Vin- 
fini‘avee la courbe F = 0, et que les points d’intersection sont 
distincts dés points multiples. Alors les zéros de la fonction 
rationnelle 

(6) fae oe 

sont les points d’intersection de la courbe donnée F(z, w)=o0, 
avec la courbe f= 0, et.de méme les infinis de 9 sont les points 
dintersection de F = 0 avec la courbe U(z, w) = 0, On peut done 


énoncer le théoréme d’Abel sous la forme suivante : 
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La somme des valeurs d'une intégrale abélienne de pre- 
miére espéce aux points d'intersection de la courbe donnée C 
avec une autre courbe algébrique C'est égale, a des multiples 
pres des périodes, a la somme des valeurs de la méme intégrale 
aux points dintersection de C avec une autre courbe C', de 


méme degré que C. 


Les restrictions que nous avons faites sur les poimts dintersec- 
lion ne sont @ailleurs nullement nécessaires. Par exemple, sup- 
posons qu’en un point (2, 7) a distance finie ou a Vinfini, la courbe 
donnée F =o ait g poimts communs confondus avee la courbe 
f=o et q' points communs confondus avec Y = 0. 51, pour plus 
de simplicité, nous admettons que les valeurs de wu qui deviennent 
égales a7 pour z == forment un seul systéme circulaire, le point 
(2,7) ne sera ni un pdle ni un zéro pour 9(z, uw) sig=q'; ce 
sera un pole d’ordre q'— q si q' est >q, un zéro dordre q -= q'. 
sig est >q' (n° 103). Dans tous les cas, on peut supposer que, 
dans l’égalité qui exprime le théoréme sous sa premiére forme, le 
terme «(E, 7) figure g fois au premier membre ect q' fois au 
‘second membre. On aura donc, dune part, la somme des valeurs 
de Vintégrale « aux points de rencontre de KF =o avee f=o, 
chacun d’eux étant compté avee son degré de multiplicité; dautre 
part, la somme analogue relative aux points d’intersection 
de F=0 avee Vo. De la résulte la généralité du second énoncé. 

Tant qu’on ne fait aucune hypothése sur les chemins suivis par 
la variable, il est clair qu’on ne peut obtenir une proposition 
plus précise. Mais on peut aller plus loin. Considérons une pre- 
miére courbe f(s, w) = 0, de degré nr, qui coupe la courbe F = o 
en mn points que nous supposerons distincts, pour fixer les idées, 
(21, 11), +++, (Emu) Qmn); imaginons ensuite que les coefficients 
de f(s, uw) varient dune maniére continue depuis leurs valeurs 
initiales. Les mz points @intersection de C avee la seconde courbe 
décrivent sur T certaines lignes continues a partir des valeurs ini- 
tiales. Cela posé, la somme des accroissements dune intégrale 
de premiére espeéce le long des lignes continues décrites par 
les points (2.7) est rogoureusement nulle. 

Il suffit évidemment de Ile démontrer pour une variation infi- 
niment petite des coefficients de f(z, w). -La nouvelle courbe 
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aura une équation de la forme 


(au) =flz, +e file ¥), 


é étant un nombre trés petit et f,(s, w) un polynome de méme 
degré que f(z, uw). Supposons que les coupures a,, b,, c, aient 
été Lracées de facon 4 ne pas rencontrer les lignes décrites par les 
points (2;, 77), Ce qui est toujours possible si ces lignes sont suf- 
fisamment petites. D’aprés la proposition générale, la difference 


ut mit 
So WEY (Bvt) 
ison | ease | 
est égale a la somme 
Mp Wyk... Mp Wry, 


les produits tels que 277m, représentant les périodes de Vinté= 
grale abélienne 
f(s, uw) +eSfi(2, @) 

J(4, @) 


log o(z, 1) = log 


relatives aux coupures a,, b,. Or il est aisé de voir que ces 
périodes sont toutes nulles. Par exemple, la période relative a la 
coupure a, est égale a l’intégrale 


ot l'on a posé 


Supposons, ce qui est évidemment permis, le module de y(z, u) 
plus petit que Punité tout le long de la coupure by. Si l'on désigne 
par / la longueur de cette coupure, le module de Vintégrale est 


; ene Be Sac : 
moindre que ——; comme cette période doit étre un multiple 


re 


de 27, on en conclut quelle est rigoureusement nulle. 


Ainsi, sion considére les points d’intersection d'une courbe 
fixe CG avec une courbe variable de degré n, la somme des 
valeurs continues d'une intégrale abélienne de premiére 
espece, altachée a@ la courbe C, aux points Wintersection 
variables reste constante. 
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Le théoréme subsiste évidemment si quelques-uns des points 
@intersectiou vont a l’infini ou viennent aux points de ramifica- 
tion. Lorsque la courbe mobile passe par un certain nombre de 
points fixes de la courbe donnée, on peut en faire abstraction 
dans l’application du théoréme. 


187. Supposons, en second lieu, que lintégrale U soit une 
intégrale de seconde espéce, admettant un seul pole du premier 
ordre (a, 6) en un point a distance finite et distinct des points de 
ramification, avec la partie principale 


le résidu de la fonction U 

a o'(a, b) 

As 
e(a, 6) 


pour z= a; uv = 6; evil reste 


d logo . ; 4 
Fi au point (a, b) est égal 


i igi hte ee u 
, ou o'(a, b) désigne la valeur de la dérivée ee ) 


t=" 


& NG yi Sc ee ONS 

(7) > Ua) Due oN) a= A Oe 
t=—t 

F(z, wu) 


= a7 =~ ~*~ OH : 5 A ==, (CS , t 
Si Pon pose, comme plus haut, o(z,w)= Ueetey? ou f et 


sont des polynomes de méme degré en z et uw, ona 


O(a, OL FFE Ge, Oa 0) 


Gla, b) ; J( a, b) ie UC a, b) 
Les points (2;,.1;) sont les points d’intersection de la courbe 
f(s, &) = 0 avec la courbe donnée F = 0; les points (;, n;,) les 
o. Un cas particulier 


points d’intersection de |=-0 avec Fh = 
remarquable est le cas of, parmi les courbes du faisceau 


oh 4b = 0, 


il s’en trouye une qui cowpe la courbe F=o en deux points 
confondus au point (a, b). Alors, pour une certaine valeur de la 


constante 7, on a 


Jla, b) + abla, 6)= i) Ia, b) +2 va, b) =0, 
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o'(a, b) 
g(a, 6) 


On peut alors énoncer le théoréme suiyant, utile Hang les nPaliie a- 


dou, en éliminant A, on voit que la quantité zn 


lions géométriques : Soit U une intégrale de deuxiéme espéce 
avec un pole simple (a, ¥); si Pon coupe la courbe Ff =o par 
deux courbes de méme degré f=o et Y=0, telles que, parmi 
les courbes du faisceau f-- AL =o, il s’en trouve une tangente 
a F au point (a, 6), la somme des valeurs de U aux points d’in- 
tersection de F et de f est égale 4 la somme des valeurs de U aux 
points d’intersection de F et de 9 


188. Si le point (a, 6) est un point de ramification, ou s’en va 
I ’ p ’ 
a Vinfini, ou si ce pole est d’un ordre supérieur au premier,. les 


résidus de la fonction 
dlog o(z, uw) 
dz 


U 


ont une expression moins simple. Mais, quels que soient l’ordre 
et la position du pdle sur la surface, si la fonction rationnelle 
g(s, wu) dépend d’un certain nombre de coefficients arbitraires c,, 
€2, ..+, €g, dont elle est une fonction rationnelle, le résidu relatif 
au pole (a, 6) est toujours égal a une fonction rationnelte de 
ces coefficients indéterminés ¢,, ¢., ..., Cy. [len sera encore de 
méme pour la somme des résidus, si l’intégrale abélienne U admet 
un nombre queleonque de poles, sans admettre aucun poimt 
critique logarithmique. Pour plus de précision, supposons 


RiGee SESE 


o(2, u) = Q(z, w) uw)’ 


P et Q désignant deux polynomes entiers en wu ct z, dont nous 
désignerons les coefficients par c,, C2, ..., cg. Le théoréme d’ Abel 
nous montre que la diff/érence entre la somme des valeurs de 
Vintégrale abélienne U pour les zéros de la fonction ration 
nelle o(z, uw) et la somme des valeurs de la méme intégrale 
pour les péles de o(z, u) est égale dune fonction rationnelle 
des coefficients cy, ..., Cq des deux polynomes P et Q, abstrac- 
tion faite d’une somme de multiples de périodes de Vinté- 
grale U. 

Cette fonction rationnelle des coefficients ¢,, ¢2, ..., Cy peut 
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toujours étre calculée dés qu’on connait les pdles de U et les par- 
ties principales correspondantes. Pour donner 4 l’énoncé précé- 
dent une forme géométrique, il suffit de répéter ce quia été fait 
pour les intégrales de premiére espece. Soit f(z, uw) =o l’équa- 
tion d’une Gere: de degré n qui rencontre la courbe donnée en 
mn points (61, 11) +; Keni Timn); Maginons que les coefficients 
de f(z, w) varient d’une maniére continue ; les points (£), 71), ---, 
(Emny Mmn) se déplacent sur la surface T dune maniére continue. 
Soient (2,71), ++ +3 (Enns Ginn) les nouvelles positions de ces points 
dintersection, correspondant 4 une autre courbe U(z, uw) = 0 de 
méme degré. Cela posé, ona 


i=mn (E15 ") 


(8) > Tah sep, 


e désignant une fonction rationnelle des coefficients des deux 
polynomes / et J, et les intégrales étant prises suivant les chemins 
décrits par les points (;, 7;), lorsque les coefficients du polynéme f 
varient d’une maniére continue depuis les valeurs initiales jusqu’a 
devenir égaux aux coefficients du polynome wv. 

Supposons donnés tous les coefficients du polynome /f, les 
coefficients de J restant variables, l’égalité (8) peut s’écrire 


mn vn!) mn 
i) (rag 1) 

(9) ee dU = if, dU +» 
i=1 — (Bo)t%o) i=) By,Uy) 


La premiére partie du second membre reste constante; par 


conséquent, la somme des valeurs d'une intégrale abélienne U, 
nadmettant aucun point critique logarithmique, prises depuis 
une origine commune (Zo, Uo) Jusquaux mn points A’intersec- 
tion de la courbe donnée avec une courbe variable de degré n, 
U(s, uw) =0, est égale a une constante C, augmentée d’une 
fonction rationnelle des coefficients du polynome (3, tu). 


Rien n’empéche d’ailleurs. de supposer que ces mm intégrales . 


ont des limites inférieures différentes, pourvu qu’elles soient fixes, 
ce qui revient a modifier la constante C. 


189. Lorsque Vintégrale U admet des points critiques logarith- 
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migues, la fonction 
dlog o( 2, u) 
dz 


U 


nest plus uniforme sur la surface T’, et le raisonnement doit étre 
modifié. Pour plus de netteté, supposons que Use réduise a une 
intégrale de troisiéme espéce avec les deux points critiques loga- 
rithmiques (a, 6), et (a,, 6,). Ul faudra joindre aux coupures a,, 
b,, ¢, une nouvelle coupure L joignant ces deux points critiques 
et ne rencontrant pas les précédentes. Sur la nouvelle surface T’ 


la fonction sous le signe ‘ est uniforme et l’on peut lui appliquer 


le théoréme de Cauchy; Vintégrale 


fe d log o(z, u), 


prise le long des coupures a,, b,, c,, a la méme expression que 
plus haut. Quant a l’intégrale prise le tong des deux bords opposes 
de la coupure L dans le sens direct, elle a pour valeur (n° 153) 


»~ (G4, 54) ( 
: 3 g(a, b 
—onif dlogo(z, u) =— 2x7 log PC aiy Pi) 
a 


(a, B) o(a, 6) 


Il vient, par conséquent, l’égalité suivante : 


+ (a, b) es (a, b) &, f o(a, 6) 
(10) \ >on fe ir Ne) ES SII Clg tin) 0g. — Ey 
(a4, AS a (43304) 9 (41, 1) 
ti = ; 


qui constitue le théoréme d’Abel dans le cas des intégrales de 


a 


troisiéme espéce. 

De cette formule on déduit, en répétant les ratsonnements déja 
employés pour les intégrales de premiére et de seconde espéce, 
les conséquences suivantes 


° Soient f(s, uw) = 0, (2, 7) =o les équations de deux courbes 


7 


de degré n. Ona 


(11) Ss 


if (S550; a tis b) | T( hs b) 1) ( A), b,) 
¢ = los: ——————— 
aod J | Mas, D4) > fay, 6:) ¥(a, by 


les points d’intersection de F =o avec les deux courbes f= 0, 
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U=o, étanl représentés respecuvement par (£;, 1), (2; n-) 
({=1, 2, ..., mn), et les chemins d’intégration étant fixés 
comme il a été déja expliqué. On remarquera que la fonction sous 
le signe log est une fonction rationnelle des coefficients des deux 
polynomes f et.¥. Par exemple, si les deux points singuliers 
logarithmiques de Vintégrale If sont les deux points analytiques 
superposes en un point double dans des feuillets différents de 
la surface de Riemann (p. 201), on a a=a,,b=b,, et le loga- 
rithme du second membre est nul; la somme des intégrales (11) 
est alors nulle a des multiples de périodes prés. 

I] en est de méme dans le cas plus général ot il existe une 
courbe du faisceau /(z, u)-+- Av (z, uv) =o passant par les deux 
points (a, 6) et (a), 6,). En effet, on a alors, pour une certaine 
valeur de A, 


I(a, b)+2U(a, 6) =0, S( a, Ob) +2 U(a,, 6;) = 0, 
dot 


f(a, b)¥(a, b1) =] 
Fax, 61) ¥Ca, 6) = 


2° Soient U une intégrale abélienne quelconque, et f=o0, V=o 
les équations de deux courbes de degré n, qui coupent respecti- 
vement aux mn points (2;, 7) et (E;, 4; ) la courbe proposée. On 
a une relation de la forme 


MUN (Enno) 

pape Si Sins 

(12) ‘ i dU =o + A, loge; +...-+ A, loge, C, 
ea = (erie) 


A,, As, ..., A, étant des constantes, et ¢, 9), 2, ..., ¥, des fone- 
tions rationnelles des coefficients des deux polynomes f et ¥. Il 
sulfit, pour établir cette formule, de décomposer U en intégrales 
des trois espéces. 

3° Sila courhbe f est fixe et la courbe ¥ variable, la formule (12) 
deyient 

be EO a 

(13) » dU = C+ 9+ A, loge, +7.. + Aplog on, 


fee (Zo, Uo) 


C désignant une constante, Par conséquent, la somme des valeurs 
@une intégrale abélienne quelconque U, prises depuis une 
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origine commune (59, Uo) Jusquaux mn points d’intersection 
de la courbe donnée avec une courbe variable de degré n, 
U(s,u)=0, est égale ad une fonction rationnelle des coef- 
ficients de b, augmentée d’une somme d’un nombre fini de 
logarithmes de fonctions rationnelles des mémes coefficients, 
multipliés par des facteurs constants. 

On peut remarquer, comme plus haut, qu'il n’est pas néces- 
saire de prendre la méme limite inférieure pour toutes les inté- 


erales. 


190. Tel est, dans le cas le plus général, le théoréme d’ Abel. 
Pour les applications, il est commode d’avoir une formule géné- 
rale s’appliquant a tous les cas particuliers. Désignons toujours 


par (zs, w) une fonction rationnelle de z et de uw dont les zéros et 
les infinis sont respectivement 


ae ia “ 
Gavan mie ore ace peil es 
ZA lee sag) 2) ON ae 
Coie Mp vaes o Gp Nq)s 


et par 


(3, W) 
U= f R(z, u)dz 
* (Bo; Uo) 
une intégrale abélienne quelconque. Tmaginons qu’on trace un 
contour fermé C sur T’, ce contour renfermant a son intérieur 
es 

tous les points singuliers.de lintégrale U et laissant a lVextérieur 
tous les pdles et tous les zéros de 9(z, w); soit T” la surface 
connexe ainsi obtenue; l’intégrale 


i Ud loge, 
prise dans le sens direct le long du contour total de T’, est égale, 
@une part, a 


7 Y 
RS .) ee 
DRL > U(¢E;, a— > Witenes, Haels 
heel eH) 
@autre part, la portion d’intégrale prise le long des coupures a,, 
b,, ¢, a pour valeur 


2 RUM, . 3+ 3 Igy, Wop). 


Il reste a calculer la portion d’intégrale prise le long du contour C. 
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Or, ona 
(14) d(U logs) = Udlogs + R(z, wu) loge dz; 


lorsque le point (z, uw) décrit le contour C, le produit Uloge 
revient a sa valeur initiale, puisque ce contour ne renferme aucun 
point critique de logg et renferme tous ceux de Vintégrale U. fl 


vient done 


f U dlogs =— Fh R(z, w)loge ds. 
“"(C) (C) 

A Vintérieur du contour C, la nouvelle fonction R(z, u)loge 
est uniforme et on peut lui appliquer le théoréme de Cauchy. On 
a par conséquent, en remarquant que, si l’on décrit C de facon a 
avoir Vaire T” a sa gauche, on a laire intérieure a droite, 


7 7 
(15) >) U(E; u- > U(E, ne) = 6[R(z, u) loge], 
1=* fone 


le second membre désignant la somme des résidus du produit 
R(z, u)loge relatifs a tous les points singuliers de lintégrale 
abélienne U. 


Remarque. — Dans l’application de cette formule, il faut ima- 
einer tracé le contour C, set choisir une des valeurs multiples de 
logg(z, w) pour un point intérieur; les valeurs de ce logarithme 
pour tous les points singuliers de U s’en déduisent par continuité. 
Pour avoir un énoncé géométrique applicable aux points d@’in- 
tersecuon d’une courbe variable avec la courbe fixe, nous pracé- 
derons comme plus haut, en prenant pour ¢ le quotient de deux 


Z b(s, wu) j 9 
polynomes de degré n, 9= ¥(3. 4) Tes notations étant les 
: J(4, &) 

mémes, la formule (15) devient 

min (Ca) ' 

: uU( 2, u 
(16) SS f aw =e[ns uw) log ra ). 
ine es I, u) : 
a (Esn,) g 


Pour n’avoir aucune ambiguité dans l’application de cette for- 
mule, il faut imaginer les coefficients d’une courbe variable de 
degré n variant d’une maniére continue, depuis les valeurs qui 
conviennent a la courbe f(s, vw) = 0 jusqu’aux valeurs qu’ils ont 
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pour la courbe 9(<, w) = 0; les intégrales du premier membre 
sont prises suivant les chemins décrits par les points mobiles d’in- 
tersection, et, si le second membre présente des logarithmes, on 
déterminera les valeurs qu’il faut leur attribuer en suivant leur 
variation continue en méme temps que celle des coefficients 
variables. 

Supposons en particulier que les deux courbes f=o, V=o 
fassent partie d’un faisceau de courbes de degré n 


F( 4, wv) = 0(4%, vw) + ro 01 (2, &); 
u(z, wu) = @0(z, u)+ > O1(z, «@), 


et imaginons que, Ag restant fixe, 2 seulement soit variable. De la 
formule qui donne | 


3 @+20 
1=6[R(s, u)log ga | 


on déduit 
di 


Dian tey 
I) R =z SS SS = 
d) s| (5 Wee | 


il est clair, en effet, que la dérivée d’un résidu par rapport au 
paramétre A estégale au résidu de la dérivée par rapport 4/4. On a 
par conséquent 


A ra) 
2 ; 1 i 
(17) [= f 6[ Rs erro, | 


“ho 


le signe & s’étendant a tous les poimts singuliers de Vintégrale 
considérée ('). 

On peut remarquer que 0, et © sont deux courbes quelconques 
du faisceau f-+-AY =o. Supposons que f et | ne passent pas 
par les péles de U, mais que, dans le faisceau f+ 2b = 0, il s’en 
trouve une, que nous appellerons ©,, qui passe par tous les infinis 
de R(s, w) dordre supérieur a Vunité, de telle fagon que le pro- 
duit R(s, w)@, n’ait plus que des infinis d’ordre inférieur a 


Vunité. Alors les résidus de R(s, w) sont nuls, quel que 


8; 
0+10, 
soit A, et Von a Lo. Donec, dans ce cas particulier, la somme 


: : (E;5 Ni 
des intégrales ik 
sr 


) : : : 
dU, prises, depuis les points de rencontre 
tu 17) 


(‘) On trouyera d'intéressantes applications de cette formule dans un Mémoire 
de M. Humbert (Journal de Mathématiques, 4° 51"). 
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de F avec la courbe f= o0 jusqu’aux points de rencontre de F 
avec Y= 0, est nulle a des multiples de périodes prés. Crest la 
généralisaion des remarques du n° 189. 


191. Appliquons la formule générale (15) aux intégrales hyper- 
ellipuques. Soit 
(18) w= R(z) 


une relation algébrique, ot R(z) est un polynome de degré 2p +1 
ou 2p + 2, sans facteurs multiples, et 


(3, tt) P( Zz) 


(19) OA = dz, 


(Zo, Mo) 
une intégrale abélienne correspondante, P(s) étant un polynome 
entier. en z. Considérons les » points d’intersection de la courbe 
(18) avec la courbe 
0(2)—u 0 (s) =0, 
ou 49 et 9, sont des polynomes entiers en 3. Soient (z,, Ww), ..., 
(Zy, Uy) Ces p points; <,, Zo, ..., Zy sont racines de l’équation 


0?(z) —R(s) 07 (4s) =o. 


Désignons par 4(z) et par 4,(s) deux autres polynomes de 
ré respectivement/que.@ éb’0,, et so1ent-(3,, Wea. ; 


oO 
co) 


(zu, Uy) les » points de rencontre de la courbe (18) avee la 


méme, de 


courbe 
ACS) Sea 0 


La fonction rationnelle 
ee 0(s)—u 0,(¢) 
é n(4)—uns(4) 
admet les p. zéros (3;, u;) et les » poles (z;, u; ), et, si l'on suppose 
que les polynomes 9, 9,, 1, n, sont les plus généraux de leur 
degré, les points a V’infini de la surface ne sont ni des péles ni des 
zéros pour 9(z, w). Remarquons maintenant que l’intégrale (s, w) 
est réguliére en tout point a distance finie; la formule (15) nous 
donne done 


pe p. 

‘ F ae fe ix P(z) 

20) Noten u) Sols, wi) = 6. Dog els, ms 
(il gg =4 
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mais‘la somme de.ces résidus n’est.autre chose que le coefficient 


de + dans le développement de 
“2 


PCs) 


u 


log 


0(2, U) _PG@ “2 (log §— wu, “sit yams 
u 


(4, — 4) SO ul, uO, ont uni 


dans le domaine du point a Vinfini. Si l’on regarde maintenant les 
coefficients des polynome 7, 7, comme constants, les coefficients 
de 6, 9, restant seuls variables, il vient 


(21) OSs Us) +... + (Zu, Uy,) = G+ vr, 
; =a I : 
C- étant une constante et 7 le coefficient de - dans le dévelop- 
P27 E O17 0) 
u 0+ wo, 


On vérifiera sans peine que cette formule est identique a la 
formule (29) [théoréme III] du Mémoire cité d’ Abel, 


pement de 


Dans le domaine d’un point a Vinfini de la surface de Riemann, 
le logarithme dune fonction rationnelle de z et de wu est de la 


forme glogs +P (=) ou de la forme glogz—+ P a): suivant 


que ce poimt a Vinfini est un point ordinaire ou un point de 
ramification, P(¢) désignant une fonction réguliére pour ¢=o. Si 
Vintégrale considérée est de premiére ee le développement 


P(z 
de PCs) commence par un terme en _, ou en 3 il n’y a donc pas 


Z2 


Zz 


—uby ; 
de terme en + dans le produit EOP el, par suite, 
Ye u - + u6, 


r=o. Cest le théoréme connu pour is intégrales de premtére 


espece, 


192. Il est intéressant de remarquer que r peut étre nul ou 
indépendant des coefficients variables, pour certaines formes par- 
ticuliéres des polynomes 9, 9,, sans que l’intégrale »(z, w) soit 
de premiére espéce, Par exemple, supposons que R(z) soit un 
polynome du cinquiéme degré et P(z) un polynome du deuxiéme 
degré; soit, en outre, 


0(2)'= 2P + Ay zeta Ay P+, 


0,(3) = nzP—3+- By, zP—*+- B, zp + ..., 
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n étant une constante et A,, Az, ..., B,, Ba, ..., des coefficients 
arbitraires, dont le nombre est égal 4 2p— 3. Dans le domaine 
Fee Suda aa : P 
du point a l’infini, le développement de sas 
| VR(z) 
I 


6— uw, ete 
terme en —; le second facteur log ———~ peut s’écrire 
V2 0+ uby 


commence par un 


en posant 


y= WO4 See we A e. ) 


i ZP +- Ay gP A. 


Le développement de WV, pour z=, commence par un terme 


i we er 
en —= et le coefficient de ce terme est indépendant des coef- 
Va : 
ae , Z I : 
ficients variables A,, As, .... Le coefficient de = dans le produit 


PM) 05 


(=F 
VR(Z) iw) 


est done indépendant des coefficients A et B. On déduit de la la 
conséquence suivante. Supposons, pour fixer les idées, 


R(z) = (6—e,)(¢— &2)..:(3s— es), 


P(a)= 2; 


soient (2;, U;);—~.., (Zap, Usp) les points de rencontre de fa 
courbe u?== R(z) avec la courbe variable 


0( 2) == "wn = 05 
31, 32) ---, S2p Gtant racines de l’équation de degré 2p 


02(z) —R(s) 02(z) =o. 
La somme 


0( 3), Uy) + 0( 22, Uz) +... PC Zop5 Usp) 


reste constante, lorsque les coefficients A et B varient d*une ma- 
niére queleconque, quoique lintégrale ¢(s, w) ne soit pas de pre- 
muére espéce("), 

Les autres énoncés que renferme le Mémoire d’Abel se dédui- 


(1) On trouvera dans VOuvrage de M. Darboux (Lecons sur la théorie géne- 
rale des surfaces, t. II, p. 311) une application intéressante de cette remarque. 
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raient de méme de la formule générale (15), Par exemple, en 
considérant l’intégrale 


io a Plsyds 
Beata 


et en conservant les mémes notations, ona 


Cz yer a 0(Zy, Uy) = G+ r+ 


P (a) 0(%) + B01 (a) 
Rte. does x TOME 


x 


ou 


et ot 7 est le résidu de 


Be(82) O.(s) + uOy(2) 
VRC) eA hesesranes 


pour le point a l’infini. 


193. Nous allons donner une seconde démonstration du théo- 
réme d’Abel, d’un caractére plus élémentaire, et qui montre encore 
mieux la véritable origine de cette importante proposition. Elle 
est d’ailleurs identique a la démonstration donnée par Abel lui- 
méme pour le cas le plus général d'une relation algébrique de 
forme quelconque. 

Soit 
(22) FCZ t=. 0 


léquation d’une courbe algébrique quelconque C de degré m, et soit 


a (Sy ld) 


p( Z, pea R(z, u)dz 


une intégrale abélienne quelconque attachée a cette courbe. Une 
courbe C’' de degré n 


(23) DiC) ==.G, 


dont l’équation renferme un certain nombre de coefficients 
variables @,, ad:; ..., Gs, rencontre la courbe’ C en mn points 
variables avec ces coefficients (2,, Wi), (42, U2), «+, (Smny Uma): 
La‘somme des valeurs de lintégrale abélienne v(z, uw), ot lon 
prend successivement chacun de ces points d’intersection pour 
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limite supérieure 
mn 
(4, Ui) 


T= (3), ty) +. + Oh Sniny Unin) =) R(z, uv) dz, 


z Bo, Uo) 
os (Bo, Mo) 


est une fonction des paramétres a), dz, ..+, ky dont nous allons 
chercher la forme analy tique. 

Désignons d’une maniére générale par dV la différentielle 
totale d’une fonction V par rapport aux paramétres @,, do, ---, Gh. 


Ona 


mn 


= 
SNe R(3;, uz) 833. = 


i=) 


Des équations (22) et (23) on tire 


5 oF . 

=~ 65; -— ——_0uj—= 0 

Bi0 nce aOR 3 

O®; O®; 

—— 02; + —— 0t;-— 0D; = 0, 
03; Ou; 


et par suite 
OZ) oP; W( zi, Uj), 


W(s;, u;)-étant une. fonction rationnelle de (<z;, u;) et des coeffi- 
cients 2 Az, +++, Gy, et O; désignant @(2z;, u;). En rempla- - 
cant dz; par cette valeur dans ol, il vient 


sl = WRC z;, wi) VCs, uz) 80; 


yas) 
i= 
ae . E dpi . OD; . aos 
Si Pon développe 6®;= 7 0a,;—+... + mH da,x, le coefficient 


de da,, par exemple, dans le second membre, est égal a 


mn 


: aa OF 
> R(z;, ui) V2, Wi) 5 


i 


c’est-a-dire a une fonction rationnelle et symétrique des coordon- 
néées > des.mA points! (24, islands ei ge eniny ema LODeHOn 
qui est en méme-temps rationnelle par rapport aux coefficients @,, 
dz; »..+, 4x. Or, toute fonction rationnelle et symétrique des coor- 
données des mn points communs aux deux courbes (22) et (23) 
est égale a une fonction rationnelle des coefficients des deux équa- 
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tions. Il reste done en définitive 
ol = I, 6a, — II, Os - area + iT, bah, 


I,, U,, ..., I, étant des fonctions rationnelles des / coefficients 
(yy Az, +++, A, ne renfermant plus les coordonnées des pomts 


(3;, u;). Par conséquent 
Pe [, 6a, + Il, 6a, +... + Up Gaz; 


or, les fonctions Il,, Us, ..., Wy, étant rationnelles, Vintégration 
ne peut introduire d’autres transcendantes que des logarithmes. 
La somme 1 est done égale a une fonction rationnelle des 
coefficients a,, ds, °..., ar, augmentée d’une somme de loga- 
rithmes de fonctions rationnelles des mémes coefficients. 


Si Pintégrale abélienne considérée est de premiére espéce, la 


somme I doit étre constante. En effet, si les fonctions II,, U,, ..., 
I, n’étaient pas identiquement nulles, on pourrait trouver un 
systéme de valeurs a, d@,, ..-, a, pour les coefficients a,, as, «.., 
ay, tel que I deviendrait infini pour a,;=a), ..., a7=a,. Si les 
points de rencontre de la courbe C avec la courbe variable C’, qui 
répond aux valeurs @,, ..., a), des paramétres, sont (z,, “,), .--, 
(3) ny Unn)y Uy aurait au moins une des valeurs dev (z, w) qui 


deviendrait infinie lorsque le point (s, w) tendrait vers un des 
points (z,, Ww;); ce qut est impossible, puisque Vintégrale est de 


premiére espéce. 


194. Si Pintégrale abélienne considérée est quelconque, on 
peut encore montrer que l’on arrive aux mémes formules finales. 
Nous suivrons la méthode employée.par M. Michel, en établissant 
d’abord les deux lemmes suivants : 


Lemme I. — Soient F =o, F’ =o, deux courbes algébriques 
ayant un point simple a lorigine avec une tangente distincte de 
Vaxe des uw; une courbe algébrique variable f= 0, passant par 
Vorigine pour un systéme particulier de valeurs des paraméctres, 
mais non constamment; soient enfin 


Cer e Nios Sec asi 


les r points d'intersection infiniment voisins de lorigine des 
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courbes F et/f, et 
(Eis 14 a sey (Eps Mee) 


les 7’ points d’intersection infiniment voisins de Vorigine des 
courbes F’ ct f; je dis que les produits 


iz Ey see E. et SF ES eee Ele 


sont des infintment petits équivalents. 

I suffit de supposer que Péquation f = 0 contient linéairement 
le paramétre A et que la courbe qu’elle représente passe par Dori- 
gine pour 40, mais non pour A queleonque; la branche de 
courbe F = 


re) qui passe par Vorigine étant représentée par le 
développement 


(24) w=ks+— le 


Sip} 


léquation aux abscisses des points de rencontre de cette branche 
avec la courbe f, qui s’obtient en remplagant w par ce développe- 
ment dans /, content / linéairement ; elle est donc de la forme 


(o5n) (do t+ dh s+... + dp 3") + (ep-+ dXd,) 3" +... = 0, 


car pour A = 0 on doit avoir r racines nulles et 7 seulement; ona 
done c,~ 0, et de plus dy) 0 puisque l’équation n’a pas de racine 
nulle pour 4 quelconque. La relation précédente définit en fonc- 
tion de a les r abscisses £,, 2, ..., , infiniment petites avec A; on 
voit (cf. Chap. IX) qu’elles forment un seul cycle d’ordre r, leurs 
valeurs principales étant définies par la relation 


IN i= Cpe = 05 
a : 
elles sont donc de l’ordre de 2” et le produit &, & ...%, est un * 


a petit equivalent a 2; il en est de méme du produit 
, ce qui démontre la sevesiGnes 


aera 


Lemme II. — Les hypothéses du lemme I étant conservées, 
supposons en outre que les courbes F et F’ aient méme tangente a 
Vorigine; je dis que l’expression 


a une limite finie. 
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Supposons 7 = 1; alors la courbe f, pour 4 = 0, admet un point 
simple a l’origine avec une tangente distincte de celle des courbes F 


et ’; on-aura donc également r’ = 1. L’équation (25) devient 


(26) Naga Cops et ee 


s 


La racine £ de cette équation, nulle pour A= 0 et réguliére en ce 


point, a pour partie principale 


le coefficient c, ne dépendant que des coefficients de f et du coef- 
ficient angulaire / de la taugente a F. On aura donc 
. 


I rein 
=— = = + Guantite nnie 
do A 4 


SVT | 


4 


nN . I . 
et la méme expression pour ,,; par suite 
Repl 


J efi 
apes quantite mie. 
b) 


wl 


Sir >1, la courbe f pour 40 admet un point singulier a 
Vorigine ou bien est tangente a F et par suite a Ff’; on a done 
) 8 ; 
aussi s/ > 1. L’expression 


I 
> + “*#e 5S 
St $2 gE, 


étant une fonction uniforme de ) au voisinage de A == 0, et de 
1 


Yordre de 2 ” au plus, est done réguliére en ce point et cette 
somme reste finie; il en est de méme, puisque 7’ > 1, de la somme 


i i 

et par suite de leur différence. 
Ceci établi, soient deux courbes fixes k = 0, F’= 0, de degrés m 
et m', se coupant en deux points A(a, b) et A, (a,, 6,), simples 
sur chacune d’elles et ordinaires sur les surfaces de Riemann 
attachées aux deux courbes, et Jes deux intégrales normales de 


“a,b Ha,b) 
| } (3) Te) et | | (Zu) 
Bay, ), May, hy 


troisiéme espéce 
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relatives A ces deux courbes que nous désignerons plus simple- 
ment par 


Une courbe variable fo, de degré n, rencontrant les deux 


¥ = el rare 
courbes en des points d’abscissés £,, G2 +--+ Emn Ct Gy E05 --+9 Spann 


formons la différence 


S 


~~) , ‘eee ree 
= (G3, / i) —» w’ (Ei, qi). 


iey jet 


U, qui est une fonction algébrico-logarithmique de forme connue 

des coefficients de /, reste finie tant que cette courbe ne passe ni 

par A ni par A,; supposons qu'elle tende a passer par A et soient 
Careporrin erate Caaenjpas kas Gants ita.g me amnoaraay 


les points d'intersection avec les courbes fixes infiniment voisins 


de A; U est la somme d'une quanuité finie et de Pexpression 


a ie 
N log(£;— @) — . log (§,— @) 
1 1 


que Pon peut écrire 
(&—@).. ena) 
© (8) eye Senne 


Mais la quantité sous le signe log ayant une limite finie et non 
nulle (lemme 1), il en est de méme de U qui reste donc finie pour 
toutes les valeurs des coefficients de f et se réduit par suite a une 
constante, a des multiples prés des périodes des intégrales. 

Ce résultat renferme comme cas particulier celui du n° 189, il 
suffit de supposer que F’=o est la droite AA,; Vintégrale 


; Go : ye. 
normale w devient alors log— Par suite la différence 
- Se ti 


MU 


C= See Ni) -y Noose" 


est, aux périodes prés, une quantité constante, et de la forme nC, 
C étant indépendant du degré de f. 
Pour retrouver la forme obtenue précédemment pour lexpres- 


THEOREME D’ABEL. 


sion du théoréme d’Abel dans ce cas, on opére comme il suit : 


droite AA, étant représentée par 
B=a+ 49, u= 6b + Bp, 


Péquation aux p des points d’intersection avec f= o s’écrit 


S(a = 09, 3 is Be) = f(a, b) sae et a g(a, cD) 
et le produit p, 2 ... p, des racines est égal a 
Kye hay. 0) 
e(a, 3) 


De méme, si lon emploie pour AA, la représentation 


B= ay + 06; u = b; + 8s, 


7AED 


la 


le produit des valeurs de ¢ correspondant aux points d’intersection 


avec f est égal a 
(—1)" fai, b1) 
(a, 8). 
Par suite 
O1P2.-- Pn. fla,,0) 


GSora. Sy. (aay Oy) 
Or 
Pe Si AS 
oj b;— ay 
Done 


! / 
— a Oy ome eee a, b 
y Kye eGo eS = log Pee y 
, Gy Soon Oyy “f(a, 61) 


On obtient done finalement 


TUL 


f(a, b) a, 
w(2;, 4;) = log = + nc, 
YS (Ex; ii) Sean b, ) ; 


i= 


ce qui équivaut a la formule (11) du n° 189. 


Soient maintenant deux courbes fixes F = 0, k= 0, se touchant 


en un point A simple sur chacune d’elles et distinct des points de 


ramification des surfaces de Riemann associées. Soient I(z, w) et 


I'(s, w) deux intégrales normales de-seconde espéce respective- 


ment attachées a ces deux courbes, avec le seul pole A et la partie 


principale 
} pe yo 


ne Si ’on coupe comme précédemment par f= 0 


416 CHAPITRE IX. 
et que lon forme la différence 


mun men: 


Vea QM A @, ni), 


on constate que V reste partout finie, méme en A, car, si f tend a 


, 


passer par A, V est la somme d’une quantité finie et de la quantté 


Se Fao Ye ia a’ 


qui est encore finie d’aprés le lemme IT, On en déduit comme pré- 
cédemment que V est de la forme 


nC + période 


ata I uae 
(C, constante indépendante de nr). En prenant I’ = Sy eal 


grale de seconde espéce relative a la droite AT tangente en A a F, 
on obtient 


77 


vi = Lets 


et lon verra aisément que cette égalité équivaut a expression 


ae nC + période, 


deja obtenue du théoréme d’Abel dans ce cas. I] résulte d’ailleurs 
immédiatement de la démonstration du lemme II que la somme 


DG: Hi) 


reste finie quand / passe par A si r >1, ce qui conduit a la 
remarque finale du n° 184. 3 

Plus généralement, considérons avec M. Michel deux intégrales 
abéliennes, une J(z, w) relative a F = 0, l'autre J'(<z, uw) relative 
a F’= 0, ayant. mémes points singuliers, ces points étant simples 
sur les deux courbes et non de ramification sur les surfaces de 
Riemann correspondantes. En chaque point singulier les intégrales 
J et J’ ont la méme partie principale de la forme A log(x# —a) si 
les deux courbes ne sont pas tangentes en ce point, de la forme 


A log(z—a) + >» 


THEOREME D’ABEL. ANT 

A pouyant étre nul, s’il y a contact. Si Pun des points est a l’infini, 
‘ Beet 3 : 

x —a sera remplacé par = Ceci posé, on démontre exactement 


comme plus haut que la différence 


mn mn 


Dis wW- YI E, a) 
1 1 


est égale, aux périodes prés, a une constante de la forme 7G, 
C élant une constante indépendante du degré n de la courbe 
sécante f = 0. 


195. Aprés ces généralités, nous allons considérer en particu- 
lier le cas des intégrales hyperellipuques. Soit 


(27) Ww = R(z) 


3 


une relation hyperelliptique de genre p, et o(2) une fonction 
rationnelle quelconque de z. Si l’on veut considérer le systéme 
des points de rencontre de la courbe (27) avec une autre courbe 
aleébrique quelconque f(z, uw), on peut supposer qu’on a rem- 
placé, dans f (3; w), une puissance paire de uw, telle que u?‘, par 
[R(z)|* et une puissance impaire de wu, telle que u?4*!, par 
[R(s)]£u, ce qui revient 4 prendre pour équation de la seconde 
courbe une équation du premier degré en wu, 


ay 


P 
(28) “= fen 
P(z) et Q(z) étant des polynomes de degré m. Les abscisses des 
points de rencontre des deux courbes (27) et (28) sont données 


par l’équation 


a 


=) 


6 


(29) P2(z) — Q?(z) R(z) = 0; 


de degré 2m-+-2p-+1 ou 2m- 2p-+ 2, suivant que R(z) est de 
degré 2p+1 ou 2p+ 2. Soit g le degré de cette équation, <,, 
Zo, ..+4 3q S€S q racines, et Uj, U2, ..., Ug les valeurs correspon- 
dantes de u, 


uj; = 


APPELL ET GOURSAT. — I. 27 
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Posons toujours 
qT ¥ 
4 (Fj, Uj) 
Si oz) dz 
ies LE 
an Og to) ut 


et désignons par la lettre 6 la différentielle totale prise par rap- 
port aux coefficients variables des polynomes P(z) et Q(z). 


Ona 
e 1 0(5;) . 
of = Ye) bei, 
Uj 


U2; ) == P20 Z,) —— OCaml) 0, 


de Péquation 


on tire 


U' C2; )62) 


o7 
“eS 
p= 
a 
= 
| 
2) 


c’est-a-dire en développant ob (,), 
ui gj) 62; Ph ee Zi) oP;— 2 O ( Sj) R( 5a) SOs O, 


et, par suite, 


51 > 2.2( 37) Q; R(z;) 6Q;— P; 6P; 
OL == . 
v'( 3;) P; 

Qi 


Remplacgons au numérateur Q?R,; par P? et By nO: le fac- 
teur commun P,, il reste 


Gar igs Somes A 
(30) al =. Vian (P;8Q;— Q; 8P;) 
Si l’intégrale f= 4) dz est de premiére espéce, o(s) est un 


polynome de degré peo au plus: le coefficient d'une différen- 
tielle queleonque telle que da, au numérateur est un polynome de 


degré 2m-|-p —1 au plus. Ona done comme coefficient de da, 
une somme telle que 


qT 
YV @(-3; ) 
U'( 3;) 


? 


étendue a toutes les racines de l’équation U(s) = 0, O(s) étant un 
polynome de degré 2m + p—1 au plus; le numérateur est donc 
d’un degré inférieur de deux unités au moins au degré de b(z). 


D’aprés une propriété élémentaire bien connue, cette somme est 
nulle. 
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Remarquons ici que le degré de l’équation (29) peut s’abaisser 

pour certaines valeurs particuliéres des coefficients des polynomes 

P(z) et Q(z). Dans ce cas, quelques-uns des points d’intersection 

des deux courbes qui sont variables avec les coefficients doivent 
étre considérés, comme s’étant éloignés a Vinfini. 


196. Nous allons nous oecuper maintenant de quelques-unes 

des applications les plus importantes du théoréme d’Abel. Etant 
s 
donnée une courbe algébrique de genre p, F(s, w)=0, et une 
g ; 

intégrale abélienne quelconque ¢(z, wv) attachée a cette courbe, la 
somme des valeurs de cette intégrale en un nombre quelconqgue 
de points analytiques 


PBI ated, ite sy «raster OG Sy, Wy ) 


peut toujours se ramener a la somme des valeurs de la méme 
intégrale en p points (3,, Uy), ---; (3p w,), se déduisant alge- 
briquement des premiers, augmentée de quantités algébriques 
et logarithmiques. 

H suffit évidemment de démontrer la propriété lorsque p=p-+1. 
En effet, si la somme de p-+1 intégrales se raméne a la somme 
de p intégrales, la somme de p+ 2 intégrales se raménera d’abord 
a la somme de p +1 intégrales, puis 4 la somme de p intégrales. 
En continuant de méme, on voit que le résultat sera général. Sup- 
posons done qu’on ait la somme 


OC Zi, ty) + (2352s) ne ECS py, Wy 44). 


D’aprés un résultat établi plus haut (n° 176), on peut toujours 
trouver un faisceau de courbes (par exemple de courbes adjointes 
dordre m—2) rencontrant la courbe donnée en p—+-1 points 
variables seulement, de telle sorte que pour l’une des courbes du 
faisceau ces p +1 points variables soient précisément les points 


donnés (2), Ui); 5.) (Zpar; Upas) 
Soit 
(31) JZ, U) = 0 


|’équation de cette courbe particuliére C’ du faisceau, 
(32) f(z, Uy +A Sfils uy So 


léquation d’une courbe queleconque du faisceau. Les polynomes 
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J (4, u), fi (s, u) ont leurs coefficients qui dépendent rationnelle- 
ment des p-t1 points donnés (3, U1), - ++, (Spy Upys)- Dispo- 
sons maintenant du paramétre A, de fagon qu'une courbe du fais- 
ceau passe par un point donné a l’avance («, 6), par exemple, par 
le point pris pour origine des intégrales. Cette courbe C” ren- 
contre en outre la courbe donnée en p points (2, W,), «++» 3p) Up) 
qui dépendent algébriquement des premiers; d’aprés le théoréme 


général, la différence a 


0 (24, Uy) 4.6. O( Zpas, Ups) —[0(21, Uy) +... +.0( Sp, Up)] 


est égale 4 une fonction rationnelle des coefficients des deux 
courbes C”, C’, augmentée d’une somme de logarithmes de fonc- 
tions rationnelles des mémes coefficients. On a donc bien 


(53) 0( 21, Wy) +a ee e( Sp+ly Up+t) 


== 0( 2), 6) +:-s-+ (4, Up) + OC + 9-- Ay loge; --. = AG log gg, 


C, Ay, ..., Ag étant des constantes et 9, 9, ..., 9q des fonctions 
rationnelles des coordonnées des p +-1 points donnés (4), wv), «.., 
(Zp41, Upz1)» La proposition est done établie. 

Si, en particulier, Vintégrale »(s, w) est de premiére espéce, la 


différence 
p+ 


Pp 
> 0(Z;, Ui) —» O( Zp, Up) 


Rasa k=, 


se réduit a une constante »(a, 8). La proposition générale peut, 
dans ce cas, s’énoncer ainsi : La somme des valeurs d’une inté- 
grale abélienne de premiére espéce en un nombre quelconque 
de points analytiques est égale, a une constante prés, a la 
somme des valeurs de la méme intégrale en p points analy- 
tiques seulement, qui dépendent algébriquement des pre- 
mers. 

Cest le théoréme d’addition pour les intégrales de premiére 
espéce. 


197. On déduit de la sans difficulté Pintégration des équations 


différentielles dites abéliennes, dans le cas le plus général. 
Soient 


va ea e1( 4, u) ds, 2 = fools, u) dz, vey v= | enl2 u)dsz 
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p intégrales linéairement indépendantes de premiére espéce, 
attachées 4 une courbe de genre p. On donne le nom d’équa- 
tions différentielles abéliennes au systéme d’équations suivant : 


O1 (41, Uy) d+ 9) (32, U2) da,-+...+ 94( Bn, Up) AZp + 91( Sp4i, Upts) AZpi1= 0, 
Pi Paine Sia) aha eRe Se ge RARE RR RE + 90(Sp41, Upss) AZp41 = 0, 
CBS th tic Cub 6c. noe ee eR Re UES PSP ee se eo A a nS ae a ; 
Doone Gane MIRA Tres |. ds aiceek a oidenreuse eee inenas ams Op( Sp+1, Ups) dZp+1= 0, 


ou lon suppose toujours 2; et wu; liés par la relation F(z;, u;) =o. 
Ces p équations définissent p des points analytiques (s;, u;) en 
fonction du (p+ +)*™, par exemple, (33, U2), -.., (Spyt, Upar)) 
en fonction de (z,, w,), quand on se donne les valeurs initiales 
(Ex, M1)) Ea, M2)) ~~ +> (Epa, Npz1)- D’aprés les théorémes généraux 
de Cauchy, la solution du systéme (34), ot les valeurs initiales 
sont les précédentes, est complétement définie ('). Cette solution 
est d’ailleurs donnée par les équations 


| Vy (Cane U4.) =F 01 ( 32, Uy ) etc slat (Zp+t) Up+1) =P; (En, 1) io stetnactae Om) (Ep+1 Yp+ 1) 


(35) eee: Tip es ae Ne eee Soda hs ase eee ae ‘ 


On ( 41, uy estar Nomis caltetahe ele at o 3 tis LA Sp+1) Up+i a= Py (Er, nu) = ade ris Ppl En+ty Np-+1)s 


équivalentes aux équations (34), en tenant compte des valeurs 
iitiales. Ces relations paraissent transcendantes, mais elles sont, 
en réalité, algébriques (cf. 183). Imaginons, en effet, qu’on ait 
Péquation d’un faisceau de courbes 


(36) f(z w+ fils u) =o 


rencontrant la courbe donnée en p-—-1 points variables seulement, 
ces p-+1 points variables se réduisant aux p-+1 points donnés 
(E4, M1), - ++, (Eptty Mpys1) pour une des courbes du faisceau, par 
exemple, pour la courbe f(z, uw) =o. La courbe du faisceau (36) 


(37) I(%, U)fi (4, ti)—filz, &) f(z, U1) = 0 


rencontre la courbe donnée au point (2,, w,) et, en outre, en 
P points (Z2, tz), .--) (Spyi, Up4s) variables avec (z,, u,). Ce groupe 
de p points se réduit au groupe des points (£2, N2), «-+, Epity Npyt) 


(1) Nous négligeons les cas exceptionnels ott les p-—+-1 points (&, 7) seraient 
sur une courbe adjointe d’ordre m — 3, On serait conduit 4 des solutions singu- 
liéres que nous laissons de cété. 
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lorsque (z1, u,) coincide avec le point (€,, 7,). D’ailleurs, d’aprés 
le théoréme d’Abel, ce groupe de p- points satisfait toujours aux 
équations (35) et, par suite, aux équations (34). Il constitue done 
Vintégrale de ce dernier systéme, qui est défini par les conditions 
initiales données. 


198. Les caleuls a effectuer sont plus ou moins compliqués, 
suivant les cas. Nous allons indiquer comment on peut les effec- 
tuer pour les intégrales hyperelliptiques, en modifiant légérement 
la méthode générale. 

Soit 


> 


(38) tt? = Ny 2? +2 4— Ay e2P at ee A 1 St No eee I 


une relation de genre p, le coefficient Ay pouvant étre nul, mais le 
coefficient A, n’étant pas nul dans ce’'cas, et 


(39) UW hy BITE A) BP os a Oy 


une courbe de degré p+ 1, ott a, a, ..., &p4, sont arbitraires 
et ot. lon a pris oy == Ay. Ces deux courbes (38) et (39) se 
coupent en 2 +1 points variables avec les paramétres %,, 2, per 
Apis, et généralement situés a distance finie. Les abscisses de 
ces 2p-+1 points (2, U,)y ..-, (Z2py15 Urpy1) sont fourmies par 
Péquation 


(40) (0 P44 = ay SP hy y2— Ny ePt2—. Nop = 0. 


On peut disposer des p +1 paramétres a,, ..., Zp4, de fagon que 
la courbe (39) passe par p-++1 poimts donnés a l’avance de la 
courbe (38), (3), Uy), «+5 (Sp+is Upss). Les p points restants 


(Sp435 Ups )> «94 9 Sap-igetlep1) 
> 


sont alors déterminés algébriquement en fonction des premiers. 
D’aprés le théoréme général, si y(s, w) est une imtégrale attachée 
ala courbe (38), ona 


p+i4 Pp 
(41) >: 0 ( Z;,, Ui) +>) P(Zp+ithy Upsr+k) : 
oA ko 


= C++ A, logb,+...+ Ag logy, 
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Ay, ..., Ag, C étant des constantes et Y, by, ..., Y, des fonctions 
raionnelles de a,, ..., o&p4, et, par suite, des p+ 1 points 
donnés (4, 41), -.., (Spit, Upyt). Si Von remarque maintenant 
que la somme des valeurs d’une intégrale abélienne fr@Zs en 


deux points superposés (z, w), (z, — uw) est une constante, la for- 
mule (41) peut encore s’écrire 


p+i p 
. 
(42) De 0( Z;, U;) , O( Zp, UZ) + C'+-¥+ Aylogh, +...+ Ag loghy, 
ti k= 1 
en posant 3; = Spihy1, Up = — Up rryit- Cest au fond le théoréme 


(addition des intégrales abéliennes. 
Si, en particulier, lintégrale ¢(z, w) est de premiére espéce, les 
formules (41) et (42) deviennent 


4 


p+ Pp b 
Pe a .* 1 
(41y’ s 9(2;, Uji) + > pf Sp+k+i1s Up+k+i) ee, 
(4 k=1 
Pri P 
ey 
(4a Yi C26 1) =>. oC ey wi) + 
t= K=1 


L’intégration des équations abéliennes se déduit de la bien aisé- 
ment. Posons 


zdaz ZP-1 dz 


is fir 
—— Sy V,= ——— eeey oe, = aS SS 
tae VR(z). ‘ VR(z)’ 


de la relation ( 41)’, on tire 


dz, | dz, apr _ dzp+s Assy i 
Sees TE PS fe ia Ts SS aS — — 2 st; 
uy Us Up+t Up+e Uap +i 
By dz, So dz» : Sp+1 ASp+1 Ores En+2 dZy +9 » Bop BS p41 
ae ee se a —.,, .— 
(43) uy Us Up+t Up+2 Ubon +4 
ay! dz, | ah! dz. | Bbrt dzp+, ah apie dpe, «= Bah y Aaen rt 
uy Us Up+1 Un +2 Uon+t 
Les p équations abéliennes 
zi dz au 
| ZBI Spl pe yh ee F 
(44) Se eS dZp+1)= 0 (t= 0,1, et ete): 


Wy Up+1 
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sont donc équivalentes aux p relations 


i ee = 
k ra aa haa Ze er Cl Soy steal 
(45) OE ee a eee 


Up+2 Usp+1 
dont on obtient l’intégrale générale en posant 


dZp+2 = 0, sey ASopn41= 0; 


c’est-a-dire 3p,2—= Cy, ..., S2p41== Cp. En résumé, pour obtenir 
Vintégrale générale des équations (44), on détermine les coeffi- 
cients 4, %2) ..., %p44 de la courbe (39), de facon que cette 
courbe passe par les p-+-1 points (z,, Wi), -.-, (Spats Ups); la 
courbe ainsi obtenue rencontre la courbe u?= R(z) en p autres 
points dont les coordonnées sont des fonctions algébriques des 
coordonnées des (p-+-1) premiers points. En écrivant que ces 
p nouveaux points sont fixes, on obtient p relations, dépendant 
de p constantes arbitraires, entre les p—+-1 points 


(Cai uty), seep (Sp+15 Up+t )- 


Crest Vintégrale générale des equations abéliennes (44). 


199. Développons les calculs pour p=1 et p= 2. Considérons 
d’abord la relation 


w= R(z)= 2+ A, 2+ As z?-+ Agz+ Ay; 


le systéme (44) se réduit a l’équation unique 


(46) oe = 0, 


qui est précisément l’équation d’Euler. Pour appliquer la méthode 
générale, il faut d’abord déterminer les coefficients « et «,, de 
facon que la courbe auxiliaire 


(47) Ufa hySethon He} male hy 


passe par les deux points (2,, WU; ), 52, U2); on trouve ainsi 


, ly— U 3 Uag— 2, U 
(48) Ne EI Oat ans go ee eee 
ol 2) &\— 22 
La courbe (47) rencontre la courbe donnée en un troisiéme point 


(Zs, Us) dont l’abscisse zs est racine de |’équation du troisiéme 


i; ae 
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degré 
(s?+az+oa,)?= zt+ A; z3+ Anoo?+ Azz+ A, 
ou 
(A; — 24) 33+ (A,— «2? — 2.u,) 2? + (A3— 200,)3-+ A,—az=o; 


les deux autres racines sont z, et 32. On a entre ces racines les 
relations 


a2 +- 90¢,— Ag 
Bi Rie Sasi 53 — \ eae. 
EX fis 2 
A g— 200, 
3, So 23( 3,-+ rs) X a 
A 
BSS LE Exh Te 
S| S233 = 
es oyer 


Pintégrale générale de l’équation (46) peut donc s’écrire sous l'une 
des trois formes suivantes : 


2 2.0%,— A» 
ane C, 
A, — 20 
As 2H, - 
\ Ae — 2; y= U( 2,44 3»), 
Tae 
ar— A, 
5 sal ONeg hae 
A,;— 20 


ow l’on suppose « et a remplacés par leurs expressions (48). Si 
la relation considérée a été mise sous la forme normale 


: —- k2 I 
w= (I) — Bat) = (at Z a Saas a) 


il suffit de prendre A, =o, ae, An == O7 iG ED e Si 


Von adopte la seconde des formes précédentes pour l’intégrale gé- 
nérale, il reste 


&,— 2, 3,—= C(3,+ 22) 
ou 
= By, Uyg— 32 Uy 
C= By > ; 
3, — 45 : 


on retrouye la formule habituelle qui donne l’intégrale générale 
de l’équation d’Euler. 


200. Soit, en second lieu, 


uw? = R(s) = Ao z+ Ayst+ As 33+ Ag o?+ Ays+ Ag; 
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pour intégrer le systéme abélien 


dz, az» ha dzz _ 
F Uy Us U3 4 
(49) 
By az; Se dz, =3 za 
— ++ + ="0 
Uy Us U3 ‘ 


déterminons les coefficients «, «,, % dela courbe auxiliaire 
(50) U— Ce hy Sto, 


de fagon qu’elle passe par les trois points (2,, W,), (32, U2), (23, Us), 
on trouve 
Uy ( S2— &3).-+ Us ( Z3— 3) + Ug( Z,— 22) 
C= 
| (2,— 22) (3; — 23) ( Z2— 3) 
Uy (23 — 33) + Us ( s7— 23) + Us (23— 27) 
(Z,— Za) (3,;— 23) (Z2— 43) 


2 


7 


La courbe (50) rencontre la courbe proposée en deux autres points 
(4,, U,), (Zs, Us), dont les abscisses sont données par]’équation du 


cinquiéme degré 


No 3? + (Ay — a) t+ ( Ag— 2.00, )-s3 + (Ag — af — 200) 3? 
+ (A, — 20,00) 2 + As— a2 = 0; 


les trois autres racines sont 3,, 32, 3. On a donc les cing relations 


a2— A, 
Lei Nee iy Me 43. Si 1 23 = A , 
£20 
As 2.00) 
4) 3a B23 -+ Zo 23-7 (3, -+ Zo -+ 23) (3,4 23) + 3,335 = A ? 
0 
Z, Zo 33+ (2, S2-+ 3, 33+ Bo Sy )(2,-+ S33) 
a7 + 204%2— As 
+\( Zy-+ Za2+ 23) Zi 23 = ) 
AS 
Ay — 20) Oy 
By Bo S3( S4-+ 53) + (Sy Sot 3, Bg Bo Z3) Sy 25 = ) 
0 
* : a3— As 
Sy 32 S354, 25 = Ao “= 


Il suffit de remplacer dans deux de ces relations z, et z; par des 
constantes arbitraires et «, %,, % par leurs valeurs tirées des for- 
mules (51) pour avoir l’intégrale générale du systéme (49). 


- 
. 


THEOREME D’ABEL. 427 


201. On peut former des systémes d’équations différentielles, 
analogues aux systémes précédents, et dont l’intégrale générale 
est algébrique, alors méme que les intégrales qui y figurent ne 
sont plus de premiére espéce. Par exemple nous avons vu que 
VPintégrale générale de |’équation différentielle 


By V(1— 33) 


a= = 


Il est clair que la vérification directe, qui est facile, s’effectue 
quelle que soit la valeur de &. Si l’on fait #0, on en conlut 
> jt Pe By ie. 4 de C 
que l’intégrale générale de |’équation 


dz, brs dz» 


vi} — 


est fournie par l’équation 


qui peut s’écrire aussi 


Taare Soe lc ees pe 


On voit de méme, en faisant / = 1, que l’équation 


L’application directe du théoréme d’Abel aux intégrales de troi- 
siéme espéce conduit aisément aux mémes résultats. Etant donnée 


la relation 
ua? =1-— 22, 
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considérons la fonction rationnelle 


I+as+ Bs?—w 
rear ) 
Rr Yeo itl pace 


9(4, u) = 


qui admet trois zéros (z,, U,), (22, U2), (43, U3) et trois infinis 
(25 WU, ), (255 Uy), (Sy, Uy), et Vintégrale de troisiéme espéce fZ 


ui a ses deux points critiques rejetés a Vinfini. La fonction 
q J 


8 


g(s, u) reprend la méme valeur 5 en ces deux points critiques ; 


donc, d’aprés la formule générale (10), on a 


(Sq) 14) (Bq, U (3g) Ue 
f ce LA | dz +f 2> 2) d z+ of 3> 3) dz 
u 


“" (Sq5 to) (Bo, Uo) (Zo, Mg) 


(2/,,U}) dz (85,U) dz 2p dz 


(Sq, to) (352 ) 


Laissons fixes les coefficients y, 0, et faisons varier « et 6; le 
second membre de |’égalité précédente conserve une valeur con- 


stante. On a donc 
dz, i dz, ~ -dz3 


Tiny stele Us 


(3), Uy), (Zo, U2), (23, Us) désignant les coordonnées des trois 
points d’intersection variables de la courbe donnée u?=1— 2? 
avec la courbe mobile u=1-++az-+ 62?. 
Liintégrale générale de l’équation 
dz, dz 


=i =0 
uy Us 


s’obtient donc en posant s;= const. Le calcul s’achéve comme 


au n° 199. 


a 


202. Le théoréme d’Abel s’étend aux courbes gauches algé- 
briques. Soit C une courbe plane de genre p, représentée par 
léquation 
{ 52) Bi(g5.00) 7015 
le point de coordonnées (X, Y, Z), 

(53) b eaay a C4 Ww), Y= 9(z, w)s Hoe GE, wl), 
ou f(z, uv), 9(s, uw), Y(s, w) sont des fonctions rationnelles, dé- 
crit une courbe gauche Pr, qui correspond point par point a la 
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courbé plane C, si les fonctions f, 9, | n’ont pas été prises d’une 
fagon particuliére, ce que nous supposerons; de telle sorte qu’in- 
versement z et u sont des fonctions rationnelles de X, Y, Z. Toute 
intégrale de la forme 
(34) fudX + BAY + 7 dl, 
prise le long de la courbe I, ot «, 6, y sont des fonctions ration- 
nelles de X, Y, Z, se change, par la substitution (53), en une 
intégrale abélienne JRE, u) dz relative a la courbe C. D’autre 
part, soit 
P(X, Y, Z) 
OCXA EY Ly) 
une fonction rationnelle, P et Q étant deux polynomes du méme 
degré; si l’on y remplace X, Y, Z par f(z, wu), 9(2, wu), (4, &), 
il vient , 

MEX BY = Ula) 


W(X, Yj Z)= 


II, (z, w) étant une fonction rationnelle du point analytique (z, w), 
dont les zéros correspondent aux points d’intersections de la courbe 
gauche I avec la surface S, quia pour équation P(X, Y, Z)=o0, 
et les péles aux points d’intersection de [ avec la surface S’ repré- 
sentée par l’équation Q(X, Y, Z) = 0. On peut donc, en apphi- 
quant le théoréme d’Abel, exprimer, au moyen de quantités algé- 
briques et logarithmiques, la difference entre lasomme des valeurs 
de lintégrale (54) aux points d’intersection de la courbe gauche I 
et de la surface S, et la somme analogue aux points d’intersection 
de I et de S’. En particulier, si l’intégrale considérée est de pre- 


miére espéce, il en est de méme de Vintégrale f R(z, u)dz, et le 


théoréme d’Abel peut s’énoncer ainsi : 


La somme des valeurs d’une inicgrale de premiére espéce 


jadX+ Bay ya, 

attachée a une courbe gauche algébrique IV, prises depuis une 
origine fixe Jusquaux points d’intersection de cette courbe 
avec une surface algébrique variable de degré m, reste con- 
stante lorsque les coefficients du p,emier membre de Véquation 
de cette surface varient d’une facon arbitraire. 


— 8 co 
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LE PROBLEME DE L’INVERSION (*), 


Recherche des courbes dont les coordonnées sont des fonctions uniformes d’une 
intégrale abélicnne attachée a cette courbe. — Les trois formes possibles de 
lintégrale. — Inversion de l’intégrale de premiere espéce attachée a une courbe 
du premier genre. — Généralités sur les fonctions doublement périodiques. — 
Recherche des équations F(w, wu’) = 0, qui admettent une intégrale uniforme. 
— Méthode de M. Hermite. — Application aux équations binomes. — Fonctions 
qui admettent un théoréme d’addition algébrique. — Généralisation du probleme, 
— Le probleme d’inversion de Jacobi. — Extension du probléme de Jacobi. 


203. Le probleme que nous allons d’abord traiter peut se for- 
muler aisi : Miant donnée une relation algébrique irreé- 


ductible 
(1) EGS te p=="05 


peut-on trouver une fonction rationnelle R(z, uw) telle quen 
posant 


(z, 1) 
(2) Ce RiGZ eaiaiz, 


(Sos'teo) 
a une valeur de w ne corresponde qu’un point analytique 
(2, ye 
S’il en est ainsi, les coordonnées z et u d’un point de la courbe (1) 
sont des fonctions uniformes de #. D’aprés la fagon dont ce probléme 
est posé, il est clair qu’on peut effectuer sur la courbe considérée 
une transformation birationnelle quelconque. Nous pouvons donc 
supposer que la surface de Riemann T, composée de m feuillets, 
qui correspond ‘a l’équation F = 0, n’a aucun point de ramifica- 


(*) Auteurs 4 consulter : Jacosr, De functionibus duarum variabilium qua- 
drupliciter periodicis, quibus theorta transcendentium Abelianarum innititur 
(Journal de Crelle, t. 15). — Brior et Bougurt, Recherches sur la théorie des 
fonctions (Journal de l’Ecole Polytechnique, XXXYVI° Cahier); Théorie des 
Sonctions deublement periodiques, Livre V, Chap. IV. 
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\ 
tion a linfini. Cela posé, la fonction R(z, w) doit satisfaire aux 
conditions suivantes : 


1° Cette fonction ne peut s’annuler pour aucun point de la 
surface de Riemann a distance finie. En effet, soit d’abord 
(a, 6) un point non de ramification a distance finie. Si R(a, 6) 
était nul, on aurail, dans le domaine du point (a, 0), 


R(z, wv) = A(z—a@)"*+ Bz — a)... 


el, par suite, 
(3) w= wa, b)+ BGs Ss je eee ee 
1 Tt = -2 

Par un raisonnement bien connu, on en conclut que, a une valeur 
de w voisine de w(a, 6), correspondent, pour z, (7-1) valeurs 
voisines de @ qui se permutent circulairement lorsque le point qui 
figure la variable w décrit dans son plan un petit cercle autour du 
point (a, 6). 

Soit, en second lieu, (a, 6) un point de ramification d’ordre 
r—1 a distance finie. Si Von pose s=a-+U’, on en déduit 
u=6-+ o(¢), o(¢) désignant une fonction uniforme de ¢ dans le 
voisinage del’origine; le domaine du point de ramification (@, 6) 
correspond d’une fagon univoque au domaine du point =o sur 
le plan ot lon représente la valeur de ¢. En substituant ces va- 
leurs de z et de w dans la fonction rationnelle R(z, w), il vient 


Baez ar) =o (Ageia yee 224), 
le coefficient Ay n’étant pas nul. On a de méme 


‘P =| R(z, w)ds = f (Ag+ Aye + MERGE les 


si le nombre entier x était positif, on voit, comme tout a l’heure, 
que ¢ et, par suite, z et u ne pourraient étre des fonctions uniformes 
de « dans le voisinage de sv(a, 0b). 

Il en serait encore de méme si le nombré entier 4 4-7 — 1 était 
positif. On doit done avoir <1 — ry, c’est-a-dire que le déyelop- 
pement de R(s, w) doit commencer par un terme a exposant né- 
gatif, la valeur absolue de cet exposant étant égale a r—t. 
Par conséquent : 
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2° Fout point de ramification d’ordre r—.1 a distance 
finie dott étre un péle de R(z, u), d’ordre r —1 au moins. 


Enfin, en étudiant ce qui se passe aux points 4 l’infini, on 
voit que : 


3° Les m valeurs de 37R(z, u) pour z infini sont différentes 
de zéro. 


1° I . ° 
Si lon pose, en effet, z = —, il vient 
& 


w= [ R(z, uyds=— f(s u) = 


D’aprés la premiére propriété, le produit 


R(S u) = 


ne peut étre nul pour z’= 0; par conséquent s?R(z, uw) ne peut 
étre nul pour z infini. I suit de 1a que les m développements de 
la fonction rationnelle R(z, w) pour des valeurs trés grandes de z 


I I 4 . ° 
commenceront par un terme en 3 ou en QP? a mois de contenir 


des puissances positives de z ou de commencer par un terme 
constant. Mais aucun de ces développements ne peut commencer 


par un terme en = ou un terme de degré supérieur. Si done un 
point a l’infini de la surface de Riemann est un zéro pour la fonc- 
tion rationnelle R(z, uw), Pordre de ce zéro est au plus égal a 2. 

204. Rapprochons les propriétés qui viennent d’étre démon- 
trées pour la fonction R(z, wz). D’aprés la premiére et la troisiéme, 
le nombre des zéros de R(z, w) est au plus égal a 2 m, et cette 
limite n’est atteinte que si chaque point a l’infini est un zéro du 
second ordre. D’aprés la seconde propriété, chaque point de rami- 
fication d’ordre 7 —1 de la surface de Riemann est un pole d’ordre 
r—1au moins de R(z, uw). Le nombre des péles est donc au moins 
égal 4 X(r—1), et cette limite inférieure n’est atteimte que si 
chaque point de ramification d’ordre r—1 est un pole d’ordre 
r-—tetsila fonction R(z, w) n’admet pas d’autres poles. Comme 
le nombre des zéros est égal au nombre des infinis, on a donc 


i Wen es 
(4) U(r —1) + 6= an, 


ae LE PROBLEME DE L'INVERSION. See RE Soe 
rul ou positif. ‘Dorons la valeur de Lr —1) dans la rela- ee 
idamentale qui donne le genre as | : 
Se ete = Sy T)sa ere? ; 
Gye" ( - ) Se mee I= p 
il reste | : 2 
x 


(6) 


oat emma. See p=) mat pig en te, 
: 5 = - C3 = Cae sae an me 
‘ eee . . at 

Nous one déja que le probleme , proposé nr act une solu- . +2 
ee que st le genre de la courbe considérée est Zéro ou un. if eee ee 
Si p=1, 6=0, les seuls pdles de R(z, w) sont les points de Sesier > 
‘ramification de la tee et tout un point de ramification d’ordre — * k Ps 
Shea est un pole dordre r—1. Les m points de la surface 4 V’infini | he F 
"sont des zéros.du second ordre, ¢ ’est-a-dire que, dans le domaine Pe 
de chacun de « ces S points, R(z, vw) aun eceppement de la forme r k 
BR, @) = . + ie eee | Bere. 

€ . aah 

voit que Vintégrale Lee “) ae: reste hae en tousles points “5-7 ( 

te comme il n’ ee ae une geieeele oe ee espéce ie af 


= - 


é Bhaction rationnelle R(, os a un fate con- 


: sur oe nates el Bes ZéLros ae Rin ae ae aie 
rd que le nombre des poles est égal a 2 Lr iy 2, 
al nfini étant Sere un Zér0_ du cone ordre. ce 


<4 


J 
ord r 
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d’ordre r de R(s, w), qui admet en outre un pole simple. distinct 
des points de ramification ; 

3° Deux points de ramification d’ordre 7 —1 et #/—1 sont res- 
pectivement des poles d’ordre r et 7"; 

4° Un point de ramification d’ordre r—1 est un pdle d’ordre 
r+1de R(z, wv). 


Si le nombre des poles est 2(r —1) +1, le nombre des zéros 
est 2 m——1; la fonction a un zéro simple et (mm —1) zéros doubles 
4 Vinfini. A distance finie, elle a un pdle simple distinet des points 
de ramification, ou bien un point de ramification d’ordre r—1 
est un pole d’ordre r. 

Enfin, si le nombre des poles est 2(7-—1) = 2m — 2, la fone- 
tion a deux zéros simples et (m — 2) zéros doubles a linfini, ou 
bien m —1 zéros doubles, le dernier point a linfini de la sur- 
face n’étant alors ni un pdle ni un zéro pour A(z, w). 

Si l'on passe en revue tous les cas qui viennent d’étre énu- 


mérés, on reconnait immédiatement que l’intégrale 
fr z, u)dz 


est, dans tous ces cas, soit une intégrale de seconde espéce avec 
un seul pdle simple, soit une intégrale de troisiéme espéce. 


205. Les conditions sur lesquelles nous nous sommes appuyés 
pour déterminer la fonction rationnelle R(z, wv) sont simplement 
nécessaires. Il nous reste 4 examiner si ces conditions sont suffi-— 
santes, en d’autres termes, si les solutions que nous venous d’ob- 
tenir répondent a la questron (1). 

Considérons d’abord le dernier cas, c’est-a-dive le cas d’une 


(') Gest la un point sur lequel les raisonnements de Briot et Bouquet prétent 
a des objections. On voit bien sans difficulté que, dans le voisinage de toute va- 
leur oy, de », 3, u sont des fonctions uniformes de sv —¥,, mais cela ne suffit 
pas pour prouver que z et w sont des fonctions qui n’admettent qu’une détermi- 
nation pour chaque valeur de ww. L’étude approfondie des équations linéaires du 
second ordre a conduit a une conclusion toute opposée, Pour plus de détails, nous 
renyerrons le lecteur aux Mémoires de M. Poincaré sur la théorie des fonctions 
fuchsiennes, a une Lettre de M. Fuchs A M. Borchardt, insérée dans le Bulletin 
des Sciences mathématiques (t. IV, 2° séric, p. 334), ainsi qu’aux Lecons sur la 
théorie analytique des équations differentielles de M. Painleyé. 
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= 
Ww 
nN 


courbe de genre zévo F(z, uw) = 0 et d’une intégrale 


(3, ue) 
Cesk R(z, u)dz 
{So, Mg) 


de troisiéme espéce, ou de seconde espéce avec un pdle simple. 
Nous avons yu plus haut (n° 134) que z et w peuvent s’exprimer 
en fonctions rationnelles d’un paramétre ¢ 


tay Ks w= ott). 


par ce changement de variable, une intégrale de seconde espéce 
se change en une fraction simple, telle que 
A 


Si 3 
t—a 


tandis qu’ une intégrale de troisiéme espéce a pour expression 


v= A log (=) . 


\ 


On voit que, dans le premier cas, 3 ct w sont égales a des fonc- 
tions rationnelles de sw, et, dams le second cas, a des fonctions 


uw 
rationnelles de e*. 
Soit, en second lieu, F(z, uv) = 0 Véquation dune courbe de 


genre un, et 
(Zz, wt) 
aoa R(z, uw) dz 


(Soy Uy) 


x 


lintégrale de premiére espéce attachée a cette courbe. A une va- 
leur de w ne correspond qu'un point analytique (3, w); si, en 
effet, on pouvait trouver deux points (2,, w;), (32, U2) tels que 
l’on ait - 

(V(Z1, Uy) = (42, Uy), 


ou, plus généralement, tels que w(z,, u,) et (42, Us) ne différent 
que d’une période, on pourrait former une fonction rationnelle 
de z et de uw, admettant un seul pdle simple (z2, v2) et un seul zéro 
simple (z,, w,) (n° 183). Or, sur une surface de Riemann de 
genre p > 0, il ne peut exister de fonction uniforme admettant un 
seul infini du premier ordre (n° 178), 
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En résumant tout ce qui précéde, on peut done énoncer le théo- 
réme suivant : 


E'tant donnée une courbe algébrique de genre p, 
(7) F(z, uw) =0, 


pour qwil existe une fonction rationnelle R(z, uw).de s et deu 
telle qwen posant . 


(a, wu) 
= R(z, wv) dz, 
(20, Ua) 
les coordonnées 5 et u soiént des fonctions uniformes de #, il 
faut et il suffit que le genre soit égal a zéro ou a un. St p=0, 
il suffira de choisir R(z, u), de fagon que @ soit une intégrale 
de troisiéme espéce, ou une intégrale de seconde espéce, avec 
un pole du premier ordre. Si p=1, on prendra pour sw Uinte- 
grale de premiére espéce attachée a la courbe. 


Dans le cas d’une courbe de genre zéro, on a deux solutions 
différentes. 5i on prend pour sv une intégrale de seconde espéce, 
aun point de T correspond une seule valeur de sv et inversement. 
La surface T correspond donc, point par point, a un plan ou a 
une sphére. C’est, au fond, le mode de représentation ordinaire 
des courbes unicursales. Si l’on prend pour # une intégrale de 
troisiéme espéce, 4 un point de T correspondent une infinité de 
valeurs de s comprises dans la formule «+ 2mri, m étant un 
nombre entier. Divisons le plan des m en bandes indéfinies de 
largeur 27 par des paralléles a l’axe des quantités réelles. Lorsque 
la variable ~@ parcourt une de ces bandes, le point (sz, w) passe 
une fois et une seule fois par tout point de la surface T. Pour 
transformer la surface d’une de ces bandes en une surface fermée, 
il suffit de réunir les deux bords opposés en appliquant l’un sur 
l'autre les deux points qui correspondent aux valeurs « et +- aT. 
On obtient ainsi une surface fermée analogue a un cylindre de 
révolution indéfinie ou a un fuseau trés allongé; cette surface est 
bien du genre zéro, et les deux sommets du fuseau correspondent 
aux points critiques logarithmiques de l’intégrale de troisiéme 


espéce. 


206. Soient enfin F(s, w)=o une courbe du premier genre 
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et w Vintégrale de premiére espéce. A un point analytique (z, w) 
correspondent une infinité de valeurs de « comprises dans la for- 
mule w+ mw—+ m'w', m et m' étant deux nombres entiers ect , 
«' les deux périodes distinctes, dont le rapport est toujours imagi- 
naire, tandis qu’a une valeur de V’intégrale « ne correspond qu’un 
point analytique (z, wv). Imaginons qu’on ait ramené la surface T a 
une surface simplement connexe T’ au moyen de deux coupures a 
et-b. Nous pouvons supposer qu’on a pris pour w et w’ les périodes 
qui correspondent respectivement a ces deux coupures. Lorsque 
le point (z, w) décrit la surface T’, le point qui figure la valeur 
de  décrit dans son plan une portion finie de surface & et les 
deux surfaces T’ et 2 se correspondent point par point d’une 
facon univoque. Il est aisé de se rendre compte de la forme de &. 
En effet, lorsque le point (z, w) décrit le bord de la coupure a, le 


r) 


Fig. 77s 


: Ce@w+u’) 
oO 


ee 
A(@) 
pomt ew déecrit une certaine ligne L; lorsque (z, w) décrit le bord 
opposé de a, wv a augmenté de w, et, par conséquent, a ce bord 
correspond une ligne égale a L, qui se déduirait de L par une 
translation de la quantité w. De méme, aux deux bords opposés 
de la coupure 6 correspondent deux lignes L; et Li, qui se 
déduisent Pune de l’autre par une translation égale aw’. L’aire 2 
a done la forme d’un parallélogramme curviligne (fig. 77). 

Le point (z, w) décrivant le contour total de T’, le point 
décrit le contour ADCBA.-Soit maintenant P un point a linté- 
rieur de 2, qui représente la quantité imaginaire «. Lorsque le 
point (z, w) décrit la surface T’, Pintégrale m passe une fois et une 
seule fois par la valeur . Il est évident d’abord, d’aprés ce que 
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l'on sait déja, qu'elle ne peut prendre la valeur & plus d’une fois; 
mais rien ne prouve jusqu’ici que  atteint bien toutes les valeurs 


intérieures a l’aire &. Pour le démontrer, considérons l’intégrale 


> dw 

wy — 
prise le long du contour total de T’, dans le sens direct; elle-a 
pour valeur l’accroissement de log(m— a) lorsque  déerit dans 


le sens direct le contour ADCBA, c’est-a-dire 277. D’ailleurs elle 


est égale, d’aprés le théoréme de Cauchy, au produit de 227 par 


dw eae Sls, 3 ie 
a Vintéricur de T’. Ces. résidus 


lasomme des résidus de ~ ; 
Sb W— Ge 


FY Iw 
ne peuvent provenir que des poles de = ou des racines de w —o. 


LS 


Sos a ee : 
Les résidus provenant des péles de - sont tous nuls, puisque sv. 


dz 
est une intégrale de premiére espéce, et toute racine de w — a 
donne un résidu égal a +1. La comparaison de ces deux valeurs 


de Vintégrale détinie [ dlog(s — a) prouve donc que l’équa- 


tion «=a admet une racine et une seule sur la surface T’. Le 
méme raisonnement prouve d’ailleurs que, si P est une quantité 
imaginaire représentée par un point extérieur a, léquation w=6 
n Pie aucune racine sur la surface T”. 

Si lon joint les deux bords opposés L et L’, puis les deux bonds 
L, et L’, en réunissant les points qui Epreseuntens a un méme 
point analytique (z, w), on obtient une surface fermée analogue a 
un tore, qui correspond point par point, d’une fagon univoque, & 
la surface de Riemann T. Cette surface fermée est bien du premier 
genre. 

Si maintenant on fait mouvoir le point analytique (z, w) d’une 
fagon quelconque sur la surface T, le point qui figure la valeur 
de sv atteindra un point queleonque du plan. Par exemple, imagi- 
nons que le point (z, w) franchisse une seule fois la coupure a et 
décrive ensuite de nouveau la surface 'T’, on obtient pour des 
valeurs qui se déduisent des valeurs deja obtenues par ees 
de la période ». Ces valeurs de s recouyvrent une aire &, qui se 
déduit de @ par une translation égale 4 w; en franchissant un 
nombre quelconque de fois la coupure » dans un sens ou dans 
Vautre, on obtient ainsi une suite de parallélogrammes curvilignes 


a 
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tous égaux, deux parallélogrammes consécutifs ayant un coté 
commun. On obtiendrait de méme une suite de parallélogrammes 
se déduisant du premier par des translations égalesa =o, = 20), 
+ 30, ..., si le point (sz, w) franchit un nombre queleonque de 
_fois la coupure 6. Enfin, si le point (s, w) décrit sur la surface T 
un chemin queleconque, on obtient une infinité de parallélo- 
grammes se déduisant de ® par des translations m+ nw’. Ces 
parallélogrammes recouyrent tout le plan, une fois et une seule 
fois. A chaque point du plan des « correspond ainsi un point et 
un seul de la surface T, et A tous les points du plan des qui 
représentent les quantités imaginaires «++ mo + nw’ correspond 
le méme point de T. 


207. Les fonetions z.et u de «sont done des fonctions uni- 
formes définies dans tout le plan de cette variable. Ces fonctions 
ne présentent que des discontinuités polaires a distance finie. 
Pour le démontrer, il est évidemment permis, comme on l’a fait 
plus haut, de supposer que la surface de Riemann, composée de 
m feuillets, n’a aucun point de ramification a linfini. Soit 

(z, u) 

(y= R(z, uw) dz 

(Zp, tly) 
Vintégrale de premiére espéce; la fonction rationnelle R(z, w) 
admet m zéros du second ordre a V’infini, et tout point de rami- 
fication d’ordre r —1 est un pdle du méme ordre. Ce sont la les 
seuls poles et les seuls zéros de R(z, w) (n° 204). Imaginons que la 
variable m, partant de zéro, arrive a un point , du plan; le point 
analytique (z, w) arrive a un certain poimt (a, %) de T. Si ce 
point est a distance finie, comme R(«, %) n’est pas nul, on a dans 


le domaine de ce point, © 
(V — Wy, = A(s—a) + B(s—ay—..., 
et l’on en tire pour s — un développement de la forme 


1P — Wy 


A 


+ By(w—we)2-+...: 


D’ailleurs, u —-% est dans le domaine de ce point une fonction 
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uniforme de s — a, représentée par un développement tel que 
uw— 8B =(s—a)k[Ap+ Ay(s—a)+...]. 


En remplagant 3 — « par sa valeur, on en conclut que le point wy. 
est un pole ou un point ordinaire pour u. 

Si le point («, 6) est un point de ramification d’ ordre r—t, on 
a dans le domaine de ce point 


R(2, hy 2 ee CAS 0)) 


(3—a) (z—«a) 


On en tire, en posant z = ~%-+- 37 
war [(A+Be =.. .) dz’ = wet Ara’+.... 


Par suite, 3’ est régulier dans le domaine du point w= #,; il 
en est donc de méme de z. Quant a u, u—§ est une fonction 
uniforme de =z’ et par suite de , ne présentant jamais qu’un 
nombre fini de termes 4 exposants négatifs. Le point mw, est donc 
un pole ou un point ordinaire pour wu. Le calcul précédent met 
bien en évidence ce fait que la variable z tourne 7 fois autour du 
point @ lorsque » décrit un petit cercle autour de v,. 

Enfin, supposons que le point analytique (z, w) s’en aille a 
Vinfini, lorsque w prend la valeur finie «v,,. Dans le domaine d’un 
point a Vinfini de T, ona 


A B 
RCS) = ae ee (A-+.0); 
a ak 
F I 
et par suite, en posant = =9 
I ed 
R (=) u) ‘ 
cy PR Cayte) Gise= = dz =— (A -+ Bz’+...) dz’ 
Ses ey 
ou 
Bs? 
> We =a = ee 


2 


On en conclut que le point sy, est un péle du premier ordre 
pour 3. C’est un pole ou un point ordinaire pour uw, suivant que le 
point analytique est un pole ou un point ordinaire pour uw. 

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant : 
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Les coordonnées d’un point quelconque d’une courbe algé- 
brique du premier genre peuvent étre représentées par des 
fonctions uniformes doublement périodiques d’un paramétre 
nadmettant que des discontinuités polaires a distance finie. 
(Ce paramétre est précisément Vintégrale de premiére espéce 
attachée a la courbe.) 


208. La proposition réciproque est bien connue. Nous |’énon- 
cerons ainsi : Entre deux fonctions uniformes doublement 
pértodiques, aux mémes périodes, nayant que des disconti- 
nuités polaires, tl existe une relation algébrique (qui est, en 
général, du premier genre, mais qui peut étre de genre 3éro). 

Rappelons en quelques mots la premiére partie de la démon- 
stration ('). Soient w,=f,(™), U2=fo(w) deux fonctions dou- 
blement périodiques aux, mémes périodes w, ». A une valeur de 
l'une d’elles, uw; par exemple, ne correspondent qu’un nombre fini 
de valeurs pour ¢v, abstraction faite de multiples de périodes, et 
par suite qu'un nombre fini de valeurs pour u,. Si lon cherche 
ensuite la nature des discontinuités de ws, considérée comme 
fonction de u,, on trouve, en examinant tous les cas possibles, que 
les seuls points singuliers sont des pdles ou des points critiques 
algébriques. Cet examen est analogue 4 ceux que nous avons déja 
faits plusieurs fois et, pour abréger, nous ne le reproduirons pas. 
On en conclut (n° 84) que uw, et uw, sont liées par une relation 
algébrique 


(8) F(iw, Us) = 0. 


La relation (8) est évidemment du genre un, si a un point ana- 
lytique (w,, U2) ne correspond qu’un point al intérieur d’un paral- 
iélogramme élémentaire, car la surface de Riemann T et la surface 
du parallélogramme ou, si l’on ‘aime mieux, la surface fermée 
obtenue en joignant les bords opposés de ce parallélogramme, se 
correspondent point par point d’une fagon univoque, et, par con- 
séquent, sont du méme genre. On peut aussi le faire voir en 
reprenant une démonstration tout a fait pareille a celle qui a été 


(‘) Nous supposons connues ici les propriétés fondamentales des fonctions dou- 
blement périodiques. 
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employée pour démontrer la conservation du genre dans toute 
transformation birationnelle (n° 126). : 

Si aun point analytique (w,, uw.) correspondent plusieurs points 
a Vintérieur d’un parallélogramme, la démonstration ne s’applique 
plus. La relation (8) peut étre de genre zéro ou un, mais non de 
genre supérieur a un. Il suffit de faire voir que, si les coordonnées 
d'un point dune courbe F(z, w)=o sont des fonctions uni- 
formes doublement périodiques d’un paramétre n’ayant que des 
discontinuités polaires, il ne peut y avoir plus d’une intégrale de 
premiére espéce attachée a la courbe. Soit, en effet, U une inté- 
grale de premiére espéce attachée a la courbe considérée; quand 
on exprime z et w au moyen du paramétre «, U devient une fonc- 
tion O(«) de w gui est réguliére pour toutes les valeurs fintes 
de cette variable (*); il en est de méme de sa dérivée ®'(). Or, 
lorsque sv décrit un contour fermé, le point (z, w) décrit aussi un 
contour fermé et ®(«) augmente d’une période; ®'(«) est done 
une fonction uniforme de @; lorsque « augmente de » ou de w’, 
le point (z, w) décrit encore un contour fermé, et ®() augmente 
dune période; la dérivée ®' (~) est done doublement périodique, 
et, comme elle est réguliére pour toute yaleur finie de , c’est 
une constante et la fonction ®() se réduit, 4 une constante prés, 
a Co. Il suit de la qu’il ne peut exister sur la surface T deux 
intégrales distinctes de premiére espéce. ; 

Les fonctions doublement périodiques 2, » fournissent un 
exemple bien simple de fonctions doublement périodiques liées 
par une relation de genre zéro : 


Conformément a la démonstration précédente, a-un systéme de . 


valeurs pour ces fonctions correspondent deux points a l’intérieur 
d’un parallélogramme élémentaire fy 
I] est toujours aisé de choisir deux fonctions doublement pério- 


diques w, et w2., aux mémes périodes telles qu’a un point analy-_— 


tique (w@;, U2) ne corresponde qu’un point a l’intérieur d’un paral- 


(1) Il suffit de remarquer que, si (x, 8) est un point de ramification d’ordre r 
1 
correspondant & la valeur , de w, 3s'=(s—a)r est réguliére au point w,. 
(*) Brior et Bouquet, Théorie des fonctions elliptiques, p. 351 et suiv. 
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lélogramme élémentaire. I] suffit, par exemple, de prendre deux 
fonctions ayant un seul infini commun du premier ordre, sy. La 
courbe K(u,, uw.) =o posséde alors une seule asymptote non 
paralléle aux axes, et Ace point a l’infini de la courbe ne corres- 
pondent que les points w»+ mw + ro’. 


209. L’étude des fonctions uniformes sur une surface de Rié- 
mann du premier genre revient donc a l’étude des fonctions uni- 
formes doublement périodiques et inversement. 

Résumons en quelques mots la correspondance qui vient d’étre 
étabhe. Soient 


(9) KZ 6 y= 0 


une relation algébrique de genre un, » et »' les périodes de l’inté- 
grale de premicre espéce «. A toute valeur finie «) de  corres- 
pond un seul point (a, 6) dela surface T. Si ce point (%, 6) n’est 
pas un point de ramification, on a, dans le domaine du point (vy, 


e—4= A(w— wo) + B(w— m2... (Az 0) 


si le point («, 6) est a distance finie, et 


= A(w — wy) 4 B.(w — (9)? --... 


ty le 


si ce point (a, 6) est A Vinfini. Lorsque le point (#, 3) est un point 
de ramification d’ordre r —1, ona 


Z = A(w— wy) + Blew — w+... (A-s4 01), 


ot l’on a posé z= a+ 57 si le pomt (2, 6) est a distance finie, 
igs Fs Z : Be rr : 
et 3 = -;. si ce point analytique est a Pinfini. 
ee 5 


De 1a se déduisent quelques conséquences immédiates. Etant 
donnée une fonction du point analytique (z, uv), @(, vw), sion y 
remplace z et uw par leurs expressions au moyen du paramétre «, 
@(z, w) devient une fonction de la variable w, W(w). Si (2, w) 
est réguliére au point (a, 6), W(w) est réguliére au point 1; 
si (a, 6) est un zéro de ®(z, wu), wm» est un zéro du méme ordre 
de W(w). Lorsque (a, 6) est un pole ou un point singulier essen- 
tiel pour ®(, w), «» est un pole du méme ordre ou un point sin- 
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gulier essentiel pour &(«). De méme, un point critique logarith- 
mique sur la surface T se change en un point critique logarithmique 
sur le plan des «. Par suite, toute fonction rationnelle de z et de wu 
se change en une fonction uniforme doublement périodique a dis- 
continuités polaires. Inversement, toutes les fonctions uniformes 
doublement périodiques 4 discontinuités polaires sont des fonc- 
lions rationnelles de deux d’entre elles, convenablement choisies. 

Toute intégrale abélienne I sur la surface T admet des périodes 
cycliques et des périodes polaires. Lorsque le point (z, w) décrit 
un cycle, s augmente de mw-+ nw’; par suite, lintégrale abé- 
lienne I se change en une fonction J(s) qui vérifie deux relations 


de la forme 
J(m+ wo = J(w) te K, 


J(mw+ow’)=JI(~)+ KK’. 


Si Pintégrale I n’admet pas de périodes polaires, J(s) est une 
fonction uniforme de «. Sil admet des points critiques logarith- 
miques, il en sera de méme de J(). Mais, dans tous les cas, 
J'(w) est une fonction uniforme doublement périodique n’ayant 
que des discontinuités polaires. Les intégrales abéliennes relatives 
a une surface de genre un se changent donc en des intégrales de 
fonctions uniformes doublement périodiques A discontinuités 
polaires. Par exemple, lintégrale normale de seconde espéce avec 
un pole simple (a, 8) se change en une fonction uniforme admet- 
tant un seul pdle simple a l’intérieur d’un parallélogramme élé- 
mentaire et vérifiant les deux relations 


(10) Z(w + w) = Z(w), Z(w + w’) = Z(w) + C. 


Ce qui précéde. explique l’analogie parfaite qui existe entre les - 
propriétés des fonctions rationnelles d’un point analytique sur 
une surface de Riemann du premier genre et les propriétés des 
fonctions uniformes doublement périodiques d’une variable. On a 
rappelé ci-dessous les plus importantes : 


ee LE PROBLEME 


: a 
Side ¢ 
as oy a je wae We Bi 
wer Sur une surface de Riemann 
eae pp ae de premier genre. : 
ra : t * . 

‘ 
oe Tq. Toute fonction -rationnelle du 
Pees \ int analy : 

he poin al alytique (g, w), qui est 
rome aresunet. en tout point de la sur- 
chee ; fase, est. une eonstante. 

aes 
> omen ES m1 n’existe pas de fonctions ray 
ee tionnelle R(z, w) admettant un 


seul pole du premier ordre. 


eae 3 fonction rationnelle R(z, w) est 
— égal : au nombre des poles, chacun 
_ d’eux étant compté avec son degré 
fxs”. de multiplicité. eg ee 


a 


: onction Sua loawelia R(a, uw) sur 
ep “>. toute la errors est ele a Zero. 


. ee arates co premigre ‘espéce aie 


ate saaliples des 


« 2 


+ apace 
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IfIz. Le nombre des zéros d'une 


aces les zér0s igre fonction, ration-— 


a “ r . 
Sur un plan indéfint. 


I,. Toute fonction uniforme double- 
ment périodique d’une variable w, 


réguliére pour toute valeur finie— 


de la variable, est une constante. 


If,. Il n’existe pas de fonction dou- 


blement périodique admettant un. 


_seul pdle simple a lintérieur d’un 
parallélogramme élémentaire. 


UI. Le nombre des zéros d'une 
fonction doublement périodique a 
Vintérieur d’un_ parallélogramme 
élémentaire est égal au nombre 
des pdles, chacun d’eux étant 
compté avec son degré de multi- 
plicité. 


IV,. La somme des résidus d’une 
fonction doublement périodique a 
Vintérieur d'un parallélogramme 
élémentaire est nulle. 


V,. La somme des zéros d'une fonc- 


tion doublement périodique et la 
somme des infinis contenus dans 
un méme parallélogramme élé- 
- mentaire ne différent que par une 
~somme de multiples des périodes. 
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face T est nulle. En effet, remarquons que cette somme est égale, 
au facteur 272 prés, a Pintégrale 


\ aw 
[%-, u)— ds 


‘dz 


prise le long du contour total de T’, et cette intégrale est elle- 
I g ) 2 


J Ww) dw 


prise le long du contour d’un parallélogramme élémentaire; cette 


méme égale a lintégrale 


derniére intégrale est a son tour égale au produit de 27x par la 
somme des résidus de W(«) dans ce parallélogramme : ce qui 
donne la proposition IV,. 

Le théoréme IV, tran:formé donnerait celui-ci : La somme des 


1. . > dz ' ys 
residus du produit V (w) —— dans un parallélogramme élémen- 
dw 
taire est nulle; proposition qui, au-fond, ne différe pas de la pro- 


LS . 


7,, est auissi une fonction doublement pério- 
(v ; 


position [V,, puisque 
dique. 

Le théoréme V;z est connu sous le nom de théoréme de Liou- 
ville; on voit que c’est une simple conséquence du théoréme 
général d’Abel. Du reste, la démonstration peut se faire de la 
méme facon; si l’on considére en effet lintégrale 


[ow dlog V(w), 
prise le long du contour total du parallélogramme élémentaire, 
on en déduit sans peine la relation entre les zéros et les infinis 
de W(1w). Or, c'est précisément le procédé qui nousa servi pour 
établir le théoréme d’Abel dans le cas le plus général. 

On pourrait de méme se proposer de déduire de toutes les pre- 
priétés que nous avons obtenues pour les fonctions rationnelles 
dun point analytique (z, w) et leurs intégrales, les propriétés cor- 
respondantes des fonctions doublement: périodiques et de leurs 
intégrales. Mais il est 4 remarquer que l’on n’obtient ainsi rien 
dessentiellement nouveau, ni quant aux résultats (dont les plus 
importants sont antérieurs aux recherches de Riemann), ni quant 
aux méthodes de démonstration. En effet, le procédé qui nous a 
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servi constamment consiste a évaluer de deux facons une certaine 
intégrale prise le long du contour total de T’. Si, dans le’ cas 
de p=1, on passe de la surface de Riemann au plan des 9, l’inté- 
erale prise le long du contour total de T’ devient une nouvelle 
mtégrale prise le long du contour du parallélogramme élémen- 
taire. Or la considération de pareilles intégrales convenablement 
choisies constitue précisément un des moyens les plus simples 
d’établir les propriétés fondamentales des fonctions doublement 
périodiques et de leurs intégrales. 

Nous nous bornerons a ces indications, notre but n’étant pas 
d’écrire un traité des fonctions doublement périodiques. 


210. Dans leurs célébres recherches sur les équations différen- 
tielles, Briot et Bouquet s’étaient posé la question suivante : 


Etant donnée une equation différentielle du premier ordre 


; 7 du 
(UT) F(u, 52) =o, 


: : du ‘< foie 
ou lv est un polynome entier en u et —, reconnaitre si cette 


dz 
équation admet une intégrale uniforme. 


Ce probléme n’est au fond qu’un cas particulier de celui qui 


vient d’étre traité. Posons, en effet, U = ag la relation (11) 
deyient 
(12) BG ( 48) Oy 
et Von a 
Ce ae 


d’ott 


du 
dz’ 
et ’on voit que les coordonnées d’un point de la courbe (12) sont 


4 3 - i “ns du : 
des fonctions uniformes de Vintégrale abélienne = {> attachée 


Si w est une fonction uniforme de z, il en est de méme de U = 


a’ cette courbe. Inversement, si w et U sont des fonctions uni- 


2) 
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ago : du é 
formes de l’intéerale abélienne s, on a —— — U, et la fonction uni- 
8 “ dz ’ 


forme u de z vérifie bien l’équation proposée (11). 

Donc, pour que l’équation (11) admette une intégrale uni- 
forme, le genre de la relation F(u,U)=o0 doit étre égal a 
séro ou aun; si le genre de cette relation est égal a z€ro, 
du 
sas 
espéce avec un seul péle du premier ordre, ou une intégrale 
de troistéme espéce avec deux points critiques logarithmiques ; 


Vintégrale abélienne | dott étre une intégrale de seconde 


, * 6 x 2 ' du . 
st le genre de la relation est égal a un, Vintégrale [ doit 


étre de premiére espéce. 

Suivant les trois cas qui peuvent se présenter, lintégrale de 
’équation (11) est une fonction rationnelle de z, ou une fonction 
rationnelle de e@?, ou une fonction doublement périodique, 
n’admettant que des discontinuités polaires. On vérifiera facile- 
ment que les conditions précédentes ne différent que par la forme 
de celles qui ont été obtenues par Briot et Bouquet. 


211. Lorsqu’on se trouve dans l’un des cas ot Vintégrale est 
uniforme, on peut effectuer ’intégration au moyen d’une méthode 
trés simple, quia été donnée par M. Hermite dans son cours de 
Ecole Polytechnique, en 1873. Supposons que la courbe repré- 
sentée par léquation (12) soit du genre zéro; alors on peut 


: if : : 
exprimer u et a en fonctions rationnelles d’un paramétre ¢ 
(Ls 
=e cae: (t 
= IOeS Se ae 


et Péquation proposée donne 


COE =e 


Si l’on a pris pour ¢ le paramétre qui correspond d’une fagon 
univoque aux points de la courbe (12), la nouvelle équation 


doit admettre une intégrale uniforme, ce qui exige que l’inté- 
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“f'(t) dt 
e(t) 


points critiques logarithmiques. On sera donc ramené a l'une des 


grale 


admette un seul pole du premier ordre, ou deux 


équations suivantes : 


dt A dt A A dt A dt 


dz sonia tas igh Ya ete dz (t=a)’ dz 
dont lintégration est immédiate. 
De méme, si la relation (12) est du premier genre, on peut 


5 du 5 : ) . 
exprimer w et 7 par des fonctions rationnelles d’un parameétre ¢ 
C 
et de la racine carrée d’un polynome R(t), du troisiéme ou du 
quatriéme degré. Soient 


u=fl,VRO), St =els VRMI; 


on en déduit une nouvelle équation 


dt a ae 
— =P[z, /R@)], 
dz feed 

ou P est une fonction rationnelle, qui doit admettre une intégrale 
uniforme, si le paramétre ¢ a été choisi convenablement. Ceci 
exige, nous venons de le voir, que l’intégrale abélienne 


dt 
iiae VR] 


soit de premiére espéce, c’est-a-dire que P se réduise a C /R(e), 
C désignant une constante, et l’équation différentielle proposée est 
ramenée a la forme classique 


dt Saye ae 


dz 


(13) 


Remarquons que le procédé de M. Hermite s’applique a toutes 
les équations différentielles algébriques du premier ordre ne con- 
tenant pas la variable indépendante, pouryu que le genre soit zéro 
ou un. 


212. Considérons en particulier les équations binomes 


eer 


dz 
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F(w) étant une fonction rationnelle de u, dont l’intégrale géné- 
rale est uniforme. Pour qu’il en soit ainsi, il faut d’abord que la 
relation U"=T(u) soit du genre zéro ou un. Or, nous avons 
énuméré, a la page 245, toutes les équations binomes du genre 
zéro ou un; il suffira done de prendre les équations binomes de 


- ees du du. 
genre zéro pour lesquelles Vintégrale { — = | ———— 
U VF(u) 
intégrale de seconde ou de troisiéme espéce et les équations de 


est une 


genre un pour lesquelles cette intégrale est de premiére espéce. 
Cet examen ne présente aucune difficulté, et il nous suffira de 
donner le Tableau des équations binomes dont lintégrale générale 
est uniforme : 


1° Equations dont l’intégrale est une fonction rationnelle de z : 


il 
du du 3 du ( era 1 me 
— = 2, 1) SN 07 iw. 
dz is) dz < y dz eS) ) 

7+ — 
du z du idee 
Se eile ee eN Se Se) tke 
dz dz 


2° Equations dont l’intégrale est simplement périodique : 


du Se a du : 
Tp oe ee) ie =u — a), 
ge = 2(u Ku b)(u— oe du 2S) Ee OG ey 
Ae ee ti ON th Ke) date (u—6)(u—e), 
du 


= g(u—a)Va—o. 


dz 


3° Equations dont l’intégrale générale est uniforme et double- 
ment périodique : 


= G(u—a)?(u—b)3(u—e)*, 


= G(u— a)?(u—b)3, 
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et 
UNH : 
(20) ipa e G(u-—a)*(u— 6), 
du\° 7 : - P 
C25) (=) = G(u— a)?(u— b)i(u—e)?, 
dz : 
du\°& * ae, 
C233) (3) tees G(u— ays(u—b)*, 
tu \ 
(23 ——)) = "Gu —@w)?(u— cP, 
) (ze) x ( ) ( yo 
du\& fei a6 
(24 ) (ze) = iin OH —— G5, 
dz 


Les équations dont lintégrale est rationnelle ou simplement 
périodique s’intégrent immédiatement. Pour ramener les équa- 
tions dont l’intégrale est doublement périodique a la forme cano- 
nique (14) ou (15), il suffit @employer la méthode de M. Hermite. 
On a déja vu (n° 137) comment on peut exprimer les coordonnées 
@un point d’une courbe de genre un, représentée par une équa- 
tion binome, par des fonctions rationnelles d’un paramétre ¢ et de 
la racine carrée d’un polynome R(¢) du troisiéme ou du quatriéme 
degré. L’application de la méthode de M. Hermite n’offre donc 
aucune difficulté. Nous indiquerons rapidement les résultats. 

On passe de l’équation (16) a l’équation (17) en changeant u 


(ee yates ee 3 fae (ORD) 
enc + —~- Si lon pose, dans |’équation (17), ae 


= G/?, on en tire 


GB=(u—a)(u— b), 


et par suite 


a+b ee 
(USS Se = /(a — b= 4Ge; 
2) 2 ‘ 


la nouvelle fonction inconnue ¢ est déterminée par |’équation 
(25) 355 = (a — bP + 468. 
: aS 


Les trois équations (18), (19) et (20) forment un seul groupe, 


x 


ear on passe de l’équation (18) a l’équation (1g) en changeant u 


en c+ ~; et de l’équation (20) 4 l’équation (19) en changeant u 
ena+ ~- ll suffit done de considérer léquation (1g); en posant 
U ¢ : 


ub Ge, 
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il vient 
tists 6tV(6—a+ GRY, 
dz 
et, par suite, 
lt SS 
ee) pa = Wt Oa eed 
dz 


De méme, les quatre équations (21), (22), (23), (24) se raménent 
par une sabecuree linéaire a l’équation (22). Si on pose dans 
cette derniére 

u=b+ 23, 
il vient 
du 


A ea 
<- = Gle (oa +e, 


et l’on a, pour déterminer ¢, |’équation différentielle 
CI Age SStkars tS 
(27) 3— = Gb /b—a+ #. 


On trouvera d’autres exemples intéressants dans la Théorte des 
fonctions doublement périodiques (p. 393-410). 


213. Voici une autre application importante des résultats 
obtenus. Etant donnée une fonction analytique uniforme /(3) 
dune variable z, on dit que cette fonction admet un théoreme 
d@’addition, sil existe une relation algébrique entre f(z), /(¢) et 
J (s+), quelles que soient les valeurs de z et de ¢. Soit 


(28) FL f(s), S(t), f(4+ t)] = 


cette relation, # désignant un polynome entier en f(z), f(t), 
f(s+t). Posons, pour simplifier, w= f(s), >= f(t), w= f(46+0; 
en différentiant équation (28) pap rapport a z ct par rapport a é 
successivement, il vient 


OF haa s - 
f'(4) 5, Pg de nee 
OF oF 


En éliminant f’(z-+-¢) entre ces deux relations, on trouve 


OF vy ik OF: Reet 
(29) mae (4)— 55 P(e) = 9; 
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enfin, si l’on élimine f(z + t) entre les équations (28) et (29), on 
obtient une nouvelle relation algébrique 


(30) PLf(s), (4), f(4), f(t) = 0. 


Attribuons 4 ¢ une valeur fixe quelconque ft); on voit qu’il existe 
une relation algébrique entre f(z) et f/(s). Donc (n° 206), les 
seules fonctions uniformes qui puissent admettre un théoréme 
@ addition sont : 1° les fonctions rationnelles dez; 2° les fonc- 
tions rattonnelles de e**; 3° les fonctions doublement pério- 
diques de 3; n’admettant que des discontinuilés polaires a 
distance finite. 

Nous n’insisterons pas sur la démonstration de la proposition 
réciproque, qui est bien connue. 


214. Le probléme’résolu au début de ce Chapitre peut étre 
généralisé de différentes fagons. Considérons encore une intégrale 


abélienne 
(3, 2). 
~ (Biss is R(z, “)dz, 


(Zp, %°) 
attachée a une courbe algébrique du genre p, 
(31) FuCay to) "0. 


Si l’on ne se trouve pas dans l’un des trois cas qui viennent d’étre 
examinés, a une valeur de l’intégrale » correspondent plusieurs 
points analytiques (sz, w) sur la surface de Riemann. Nous allons 
rechercher quelle doit étre la nature de lintégrale s pour qua 
une yaleur quelconque de cette intégrale ne correspondent qu’un 
nombre fini de points analytiques qui donnent la méme valeur a 
Vintégrale «; il est clair que, sil’on se donne un de ces 7 points 
(zs, u), les r —1 autres points (2,, U1), (Z2) U2), «+ +) (Sr—ty Ur_s) 
sont déterminés par la méme. Done, toute fonction symétrique 
des coordonnées de ces 7 —1 points est une fonction uniforme 
du point analytique (s, w). Si lon prend, en particulier, une 
fonction rationnelle et symétrique de ces coordonnées, on yoit 
aisément que, considérée. comme fonction de (z, w), elle ne peut 
admettre que des discontinuités polaires; c’est donc une fonction 
rationnelle de z et de u. Cela posé, soit 9(s, w) une fonction 
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rationnelle queleconque; la somme 


D(z, Ww) =o, Ww) + O(a), thy) Se. pe, UP) 


est encore une fonction rationnelle et il est clair, d’aprés la forme 
du second membre, que cette fonction rationnelle reprend la méme 
valeur en tous les points d’un méme groupe. Soit ¥(z, vw) une 
autre fonction rationnelle et 


Wz, te) =U (520) == UiCayy ayy) ee UCR, Up) 


la fonction correspondante. Si Pon pose 


Lie Dart): US Wes,-20), 


le point de coordonnees (Z, U) décrit une courbe auxiliaire C,, 
qui est une transformée simplement rationnelle de C. Si a un 
point (Z, U) correspond un point (z, w), il est clair qu’au méme 
point (Z, U) correspondent tous les points de C qui appartiennent 
au méme groupe que (z, vw). Je dis qu’on peut choisir les fonc- 
tions 9 et 4 de telle fagon qu’a un point (Z, U) ne correspondent 
que les points d’un méme groupe sur C. En effet, prenons pour 
o(s,w) une fonction rationnelle admettant » poles, simples 
(a, 1), ..-, (%, 3) appartenant a des groupes différents 91, 
&2, +++, gy et pour (s, w) une fonction admettant p pdles simples 
rents £4, £5) -- 9 Ep LES: BrOUpes’ Po). - +598, Soeur ep Coal 
tous différents. Les fonctions ®(s, uw) et W(s, w) deviendront 


ea 
(5, Bi )s (Gor Ba )y + op (mp 


) appartenant a des groupes diffée- 


simultanément infinies pour les pomts du groupe g; et pour 
ceux-la seulement. La courbe auxiliaire C, a donc un point a 
Pinfini auquel ne correspondent, sur la courbe C, que les poimts 
_du groupe g,. A un point de C, voisin de ce point a Vinfini ne 
peut correspondre qu’un groupe de points sur C, voisin de g,. S’il 
en était autrement, a une valeur trés grande de Z devraient corres- 
pondre plusicurs points voisins de (a,, 6,), ce qui n’a pas lieu 
puisque ce point est un pole simple de ®(z, 7). 
Soit 


(32) #(Z, U)= 6 


Véquation de la courbe auxiliaire C,. A un point (Z, U) de cette 
courbe correspondent r points de la premiére courbe, en chacun 
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desquels Pintégrale sv reprend la méme valeur, 4 des multiples 
dw 

prés des périodes; donc — a7 @st une fonction uniforme du point 


analytique (Z, U). D’ailleurs, il est clair que cette dérivée est une 
fonction algébrique de Z; par conséquent, ww est égale a une inté- 
grale abélienne attachée ala courbe auxiliaire (32). A une valeur 
de cette intégrale 4 correspondent r points de la courbe primi- 
tive (31) et un seul point de la courbe auxiliaire C, ; nous sommes 
done ramenés au probléme primitif. A chaque solution de ce pre- 
mier probléme correspond une solution du probléme généralisé. 

Si la courbe (32) est du genre zéro, l’intégrale w peut étre de 
seconde ou de troisiéme espéce; dans le premier cas, est une 
fonction rationnelle de (Z, U) et, dans le second cas, « est égale 
au produit d’une constante par le logarithme d’une fonction 
rationnelle de (Z, U).» Si Von revient a la courbe primitive, on 
voit que ¢v est égale a une fonction rationnelle de z et de vu, ou au 
logarithme d’une pareille fonction, multiplié par une constante. 

Lorsque la courbe auxiliaire C, est du genre un, l'intégrale « 
est de premiére espéce et a deux périodes, nécessairement dis- 
tinctes (n° 70). Aprés la transformation rationnelle qui conduit de 
la courbe C, a la courbe donnée (31), « se change en une inté- 
erale de premiére espéce relative a cette courbe, d-nt toutes les 
périodes se réduisent a deux. En résumé, sé &@ une valeur de 
Vintégrale abélienne ww ne correspondent qu'un nombre fint 
de points de la courbe F(z, uw) =0), tl peut se présenter trots 
cas : 1° w est une fonction rationnelle de 3 et de uw; 2° w est 
égale au produit d’une constante par le logarithme d'une 
fonction rationnelle de z et de u; 3° w est une intégrale de 
premiére espéce, dont toutes les périodes se rédursent a deux 
pértodes distinctes. 

Ona vu plus haut (n° 162) les conditions nécessaires et suffi- 
santes pour qu’une intégrale abélienne « se réduise a une fonction 
rationnelle. I est plus difficile d’obtenir des conditions suffisantes 
pour que Vintégrale appartienne a une des deux autres catégo- 
ries (n® 165-170). Remarquons que chacune de ces trois espéces 
d@intégrales fournit bien une solution du probléme proposé. Ainsi, 
dans les deux premiers cas, on a 


(y= 9 { 2, ut) > 
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w= A log[o(z, w)], 


o(%, w) étant une fonction rationnelle de z et de w; les points ana- 
lytiques (z, w) qui correspondent a une valeur de sont fournis 
par la résolution de deux équations 


1 ON Cpa We== 10) Ol Ze) — 
ou 


i" 


Witz ato; (Byatt er 


Lorsque « est une intégrale de premiére espéce n’admettant 

A ow’ : E ; 

que deux périodes w, w’, le rapport — est nécessairement imagi- 
® 


naire (n° 170). Soit A(w) une fonction uniforme doublement 
périodique, aux périodes w, w', n’ayant que des discontinuités 
polaires a distance finie; si l’on remplace ww par Vintégrale précé- 
dente, A(s) deyient une fonction rationnelle 9(z, uw) de set de wu. 
Les coordonnées des points (3, wv) qui correspondent a une valeur 
de sv s’obtiennent par la résolution des équations simultanées 


PC AU 20, (3, u) = A(w). 


215. Etant donnée une équation différentielle algébrique du 
premier ordre 


pour que cette équation admette une intégrale qui ne prenne 
qu’un nombre fini de valeurs pour chaque valeur de z, il faut et 
il suffit, d’aprés cela, que lintégrale abélienne 

a= = ot Fi.) = 0; 
appartienne a une des trois catégories précédentes; nous n’avons 
qu’a répéter le raisonnement du n° 210. 

Par conséquent, si Vintégrale d’une équation de la forme 
du 
. dz 
qu'un nombre limité de valeurs pour chaque valeur de z, cette 


intégrale est racine d’une équation algébrique entiére en u, 
dont les coefficients sont, soit des fonctions rationnelles de z, 


F du . nm . ? : 
U, 7, ) = 0, ou F est un polynome entier en u et —-, nadmet 
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sout des fonctions rationnelles de e**, soit des fonctions uni- 
formes doublement périodiques, aux mémes périodes, n ayant 
que des discontinuités polaires a distance finie ('). 


216. Quand on ne se trouve pas dans l’un des cas qui viennent 
d’étre examinés, l’inversion d’une intégrale abélienne conduit a 
des fonctions qui admettent une infinité de valeurs pour chaque 
valeur de la variable. Par exemple, la fonction inverse de l’inté- 
grale elliptique de seconde espéce ou, ce qui revient au méme, une 
intégrale de équation différentielle 


GUN? (I= 1 (i — 2) 
es) V5 Sy See a are ae 
et ut 


~*~ 
admet une infinité de valeurs pour chaque valeur de z (*). Dans 


son célébre Mémoire sur les fonctions quadruplement périodiques 
de deux variables (Journal de Crelle, t. 13), Jacobi a posé d’une 
autre fagon-le probléme de Vinversion pour les intégrales hyper- 
elliptiques de genre 2. L’énoncé a été ensuite étendu aux inté- 
erales abéliennes relatives 4 une courbe quelconque de genre p; le 
probléme ainsi généralisé est appelé le probléme de linversion 
de Jacobi. On peut le formuler de la maniére suivante : 

Solent (7, (v2, .-., Wp les p intégrales distinctes de premiére 
espéce attachées a une courbe de genre p; nous supposerons qu’on 
a pris une méme limite inférieure (3, WU») pour toutes ces inté- 
erales. Les p équations 


(S14, U4) (Za; Ue) (Zp, Up) 
f dy -+ dw, +... + dw, = v1, 


(Bo; Uo) © (3p, to) *4 (39; Uo) 


(24, U4) (Za, Us) Eps Up 
cae J dw» +f Ce [ dws = 2, 
(33) ( ) (Zo, to) 2771S 5:1eo) 


(Zo, Uo 

(24, Uy) (Sg, Ug} (Sps Mp) 

=f dw) +f dw,+.. tf di, = 05, 
( ) (So, Mo) (Zo, Mo) 


Zo, Uo 


ou les intégrales qui ont méme limite supérieure sont supposées 


() Brot et Bovouet, Journal de Ecole Polytechnique, XXXVI Cahier. 
(2) On pourra consulter sur ce sujet deux Mémoires de M. Casorati (Acta 


mathematica, t. VII, p. 345-386). 
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prises suivant le méme chemin, déterminent les p points analy- 
tiques (3,, U;), (Z2) U2), »-., (Zp, Up) en fonction des p variables ¢,, 
Px, +++, Vp» Crest la détermination effective de ces.p limites supé- 
rieures au moyen de 9, 2, ..., ®p qui constitue le probléme de 
Jacobi. La solution a d’abord été obtenue pour les intégrales ultra- 
elliptiques de genre 2 par Gépel ('), et par Rosenhain dans son 
Mémoire couronné (?). Weierstrass (*) a ensuite étendu la solution 
aux intégrales hyperelliptiques de genre quelconque. Enfin Rie- 
mann et Weierstrass ont obtenu simultanément la solution du 
probleme dans toute sa généralité au moyen des fonctions 0 de 
p variables. L’étendue de cet Ouvrage ne nous permet pas de 
lexposer ici; nous nous bornerons 4 montrer comment, a un 
systéme de valeurs de ¢,, 92, ..., @p, il ne correspond, en général, 
“qu’un seul systéme de points analytiques (3,, u;), -.., (Sp, Up). 

Remarquons que les équations (33) peuvent étre remplacées 
par un systéme d’équations aux différentielles totales du premier 
ordre : 


4 (21, Uy) dz; +...+ 91 (Zp, Up) dap = doi, 
(34) $9 (2), ly) dz)... Or (Zp, Uy) AZ, = dha, 
] Le ate meee ti a Re cee ; 
Op( Bi, 4) de,-+-.... 4 Op ( Zp, Up) dzp—dep, 
ot l’on a posé 
(3, Ul) 
(Fo) 0;(z, widz (A= atone): 


* (Zp, Ug) 


Si l’on applique a ce systéme d’équations différentielles les 
théorémes généraux, on reconnait qu’a l'exception de certains sys- 
témes de valeurs de ¢,, ’2, ..., ¢p, pour lesquels il y a indétermi- 
nation, a des valeurs de ,, #2, ..., ®» ne correspond qu’un seul 
systéme de points analytiques (‘). Ce résultat peut aussi se déduire — 


du théoréme d’ Abel. 


(1) GéprL, Theorie transcendentium Abelianarum primi ordinis adum- 
bratio levis (Journal de Crelle, t, 35, 1847). 

(*) Rosrnnain, Mémoire sur les fonctions de deux variables et a quatre 
périodes qui sont les inverses des intégrales ultra-elliptiques de la premiére 
classe (Mémoires des savants étrangers, t. XI, p. 361-468), i 

(°) Weierstrass, Zur theorie der Abel’schen Functionen (Journal de Crelle. 
t. AT, p. 289-306; t, 02, p. 285-380). 

(*) Votr Briot, Théorce des fonctions abéliennes (Chap. IX). Le raisonnement 
est soumis aux mémes objections que pour p = 1. 
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Supposons, en effet, qu’a un systéme de valeurs pour ¢,, ¢2, .-., 
®p, il corresponde deux systémes de points analytiques 


(Sig ali ose ee Sino) 
et 


r 


(Baily ote 2h oC Spg atl ie 


équations (33) nous donnen 
Les t 33 d t 


pP reyes oe 
s Wi( Sp, Up) = y Wi 2), Uy, ) (=a ae Sane e 


R=4 h=4 


Ce sont les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’il existe 
une fonction rationnelle 9 (z, ~) admettant pour poles du premier 
ordre les p points (3,, Ww), ..-, (Sp) Up) et pour zéros les p points 
(2) UW), - + +) (Spy Up) 183). Cette foncuion, ne devenant infinie 
du premier ordre qu’en p points seulement, est une fonction spé- 
ciale, et l’on peut faire passer par ces p poles une courbe adjointe 
Vordre m—3 (n° 174). Cette courbe adjointe rencontre en 


outre la courbe proposée en p— 2 points simples (a, 6,), ..., 


(%p—2, Bp_2) et l’on voit que.9,, v2, ..., *p doivent étre de la forme 
ie pP 2 
or, r Q r Sa Awes 
(35-) °,=2K,— 4 (Op, BA), Sak Pp = 2K, — Wn(aen, Br), 
Ka4 3 1S 


2K; désignant la somme constante des valeurs de l’intégrale m; aux 
2p — 2 points d’intersection variables de la courbe proposée avec 
une courbe adjointe de degré m-— 3. Par conséquent, si les 
valeurs de »,, 2, ..., ®» ne sont pas de la forme (35), il ne peut 
y avoir plus d’un systéme de points analytiques vérifiant les équa- 
tions (33). Mais si ¢,, #2, ..-, p sont de la forme (35), il y a une 
infinité de systémes de p points analytiques répondant a la ques- 
tion. En effet, si l’on fait passer par les p — 2 points (a,, 8,) une 
courbe adjointe d’ordre m— 3, elle rencontre la courbe proposée 
en p autres points distincts des points multiples qui, d’aprés le 
théoréme d’Abel, satisfont bien aux équations (33). En résumé, 
lorsqu’on fait décrire aux variables indépendantes 0,, »:, ..., %p 
des contours fermés dans leurs plans respectifs, les p points ana- 
lytiques (2,, U1), ..., (Zp, Up) ne peuvent que s’échanger entre 
eux, sauf pour des systémes de la forme (35) ot il y a indétermi- 
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nation. Toute fonction rationnelle et symétrique des coordonnées 
de ces p points est une fonction uniforme des p variables indé- 
pendantes 0, 2, ..., p, devenant indéterminée pour les valeurs 
de la forme (35). C’est une fonction abélienne; elle s’exprime au 
moyen des fonctions © de p variables, ot les arguments sont pré- 
2) +++)p- Si lon fait décrire a un des points (;, uz) 


cisément 04, 0 
un cycle sur la surface de. Riemann, +4; 2, ..., ?p augmentent 
d’une période; on voit done que les fonctions abéliennes sont des 
foncuions de p variables, admettant 2p systémes de _ périodes 
simultanées ('). 


217. Le probléme d’inversion de Jacobi a été étendu par diffé- 
rents géométres au cas ou l’on ajoute, aux p intégrales de premiére 
espéce, un certain nombre d’intégrales abéliennes présentant des 
points de discontinuité sur la surface de Riemann (7). Supposons, 
pour fixer les idées, que l’om prenne, avec les p intégrales de pre- 
miére espéce (,, 2, ..., Wp, g intégrales de seconde espéce avec 
un seul pdle du premier ordre, €(3, uw; a4, B1),-.-,6( 5, U3; &, Bg), 


aoe Tree ; vO! pM 
et r intégrales de troisiéme espéce o (ty as oeey m, 4 3? quelques- 
Y1> 1 ry Or 


uns des points (a,, 8,) pouvant aussi étre des points critiques pour 
quelques-unes des intégrales de troisiéme espéce. La méthode que 
nous allons suivre s’applique d’ailleurs au cas général. Consi- 
dérons les n = p+-q +7 €quations 


(36) . wi( Sy, Uy) +E Wi Za, Uo) ees. (Zn, Un) = 07 (td = 1, 2-5 ps 
(37) C( Zi5 Urs One Bra) +s Cans Gata, Pe) = the (R= tL, oaee ae) 
: v7}. 8h Yh Op . 

(38) wi Be Pa Ua) Sees eee Tori) oC (AG ae OT 


ot l’on suppose que l’on prend la méme limite inférieure (2), Wy ) 
pour toutes les intégrales, et ou les intégrales qui ont la méme 
limite supérieure sont prises suivant le méme chemin. Si l’on 


(‘) Pour la solution effective du probleme de l’inyersion de Jacobi, nous ren- 
voyons au tome II du Cours d’ Analyse, de C. Jordan (Chap. VIL). 

(7) On trouve déja des exemples dans le Mémoire de Rosenhain (Savants 
etrangers, t. X1). — Voir aussi CLeBscu (Journal de Crelle, t. 64); CLeBscn et 
Gorpan ( Abel’schen Functionen);Evii0t ( Annales de l’Ecole Normale, 2° série, 
t. XL); AppELt (Journal de Mathematiques, 4* série, t. 1); Goursat (Comptes 
rendus, t. CNV, 1892, p. 787-790). 
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regarde dans ces équations ¢;, ¢,, m; comme des variables indé- 
pendantes, elles définissent, en fonction de ces n variables, les 
n points analytiques (3,, U1), ..+, (Zn, Un). Nous allons montrer 
qua un systéme de valeurs arbitrairement choisi pour les 
variables vj, th, Tr, tl ne correspond en général quun seul 
systéme de points analytiques (3,, U,), »-.+, (Sn) Un). 

Prenons sur la surface de Riemann rn - p points (£,, 7), 
(Entps Tingp), absolument quelconques. La fonction rationnelle la 
plus générale du point analytique (2, w), qui devient infinie du 
premier ordre en ces n+p points seulement, dépend de n+ 
constantes arbitraires, si ces points n’ont pas été choisis d’une 
facon particuliére comme nous le supposons (n° 173). Soit 


OP ORE | 


@P(z, wu) 


F(z, vu) = ——— 
Be ae P,(z, u) 


lexpression générale de cette fonction; ®,(z, uw) est un polynome 
parfaitement déterminé, tandis que ®(s, w) est une fonction linéaire 
et homogéne de nr + 1 coefficients arbitraires Ay, Ay, ..., An. Cette 
fonction F(z, w) admet n + p zéros variables avec Ao, As, ..-, An; 
nous allons chercher a déterminer les coefficients A; en fonction 
des quantités »;, ¢;, ™, de facon que n de ces zéros soient pré- 
cisément les n points analytiques (s;, u;) définis par les équa- 
tions (36), (37) et (38). Le probléme étant supposé résolu, dési- 
gnons par (;, U,), .--, (3,, &,) les p zéros restants de F(z, w). 
D’aprés le théoréme d’Abel, on a 


Wis, Wye. 0; (Zn, Un) 724, ey) He... + (2), UD) 
n+p 
= : wi(E;. 07) = Mi; 
Jt 


les équations (36) peuvent done étre remplacées par les suivantes : 


(39) wi( 3), U))+...+ wi(z), Up) = Mi— 6; (CASON ese ey nh 


et nous venons de voir qu’a un systéme de valeurs dey, ©, ..-, py 
il ne correspond en général, qu'un seul systéme de points analy- 


liques (<,, w), ..., (z/,, w’,). Les p équations 


ree, ae =f ge ee 
iCal) == 0; ee P( Zp, Uy) =O, 
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sont aussi équivalentes aux p équations 


(40) 2, )! O24, Wh) 4-2. Sp) OME tp) Om aed, 2s et) 


qui sont encore linéaires par rapport aux coefficients Ay, Ay, ..., 
An, mais qui, de plus, sont des fonctions symétriques des p points 
(31, UW), +++) (4), w,). On a-done ainsi p équations linéaires et 
homogénes en Ay, A,, ..., An, dont les coefficients sont des 
fonctions abéliennes de (4, 2, ..., @p- 

Appliquons maintenant le théoréme d’Abel aux intégrales ¢ 


et wo. On a (n® 187, 189). ° 


‘s * ‘p Se < qq = Be ¢, oF: fhe f x 
231) Uy 5 hy Pn) aoe Cl Sins Uns hy PH) FCS Wy 5 Ship Ph) ee (Spy ll Oa oy 


n-+-/) 


) - ie} d ny (ey 
== ps G | a Nis &hy Ph) — Fie log ECan sen): 


= £ NA 
rk Ae Niko See S Yok = i Yh Ok 
ws Si Cb1)) =e 5» Pie WAG 2) Un) 5, 249 uy) 7a Pon, 5, (ea p) 
n+p 


es Rey 0% 

Wola eles ee 
ya BI (y,, Ox) 
j= 


Les équations (37) et (38) sont done équivalentes aux équations 


d En. 6 
(41) az los l Fan, Bn) | 
n+p 
=— tp Bite ty rey Sh) : — U( 3p; Up} hy Br) + CE j, Ty s A, OH) 
fa 


| F (v5 dip) Typos) ,U) +... ws) oy (8 5,4) 
hie é a 
(4?) j PGs Fyiata) 


\ CAs" Teen Doan © oa sO se ko a ea 


Les ¢ +r équations (41) et (42) sont encore linéaires et homo- 
génes par rapport aux coefficients inconnus A,, A,, ..., An. Les 
seules quantités qui figurent dans ces équations et qui ne soient 
pas connues directement sont les suivantes : . 


yy Sie ep r er tee eh 
ay ER rey Seo 7p) berate a ee El Sp, Up; hs PA), 


eri, )+.,.+a(s' ms Uy). 


ces quantités sont des fonctions uacpor tae de) 015 0h, sy Pp en 
effet, les p points (3, U,), +--+, (3,, w,y sont définis, en fonction 
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Memes es 5p; par les équations (39), et nous sayons déya qua 
un systéme de valeurs de ¢,, 2, ..., #p ne correspond qu’un seul 
systéme de points analytiques (s,, uw), .--, (4), w,). Par consé- 
quent, lorsque les variables indépendantes »,, ¢2, ..., ¢p déeri- 
vent, dans leurs plans réspectifs, des chemins fermés quelconques, 
les p points (z', wu’) décrivent des chemins fermés ou se permutent 
entre eux. On peut évidemment supposer que chacun de ces points 
décrit un chemin fermé, puisque quelques-uns d’entre eux se 
permutent sans que les nouveaux chemins décrits franchissent 
aucune des coupures a, b, c. Or, aprés que ces p points auront 
décrit de pareils chemins, la somme ¢; aura diminué de la quantité 


My Oj, 47... Mop Opop, 


M,, «++, Mp étant des nombres entiers, et 1, ..-, @i,2p les 
2p périodes de l’intégrale «;; la somme 


C( 24; uy > Ah; Bh om ere C(2p5 wo Xh; Br) 
aura augmenté de la période 


my ky... Map kop, 


k\,...,Kep étant les 2 p périodes correspondantes de f(z, wu; ~~, Gr), 
et la somme 


! 


B(2,, U,) se. wl 4p; Up) 


aura augmenté de méme de 


m, Hy... MepHop + 2 m' at, 
H,, ..., Hy, étant les 2p périodes cycliques de w(s, uw) et m’ 
étant un autre nombre entier. Pour que 04, ..-, Pp reviennent a 


leurs valeurs initiales, il faut que tons les nombres entiers m,, ..., 
Mp soient nuls, car on ne peut avoir les p relations 


MR Wj,4 +... + Map Wj,2p = O (See Aeros pay OB) 
pour des valeurs entiéres des coefficients m, sauf pour 
N=... = Moy = 0 (n° 74). 


Par conséquent, lorsque les valeurs ¢,, ..., ¢p reviennent a leurs 
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valeurs initiales, il en est de méme de la somme 


ry 7, £ és =f} Jems fo 
mar List Leis Gis i) tet C(2p) Up; &h; Bn) 


et de 
ers Uy). AOS) ,U,) 


En résumé, les n-+1 inconnues Ao, A,, ..., A, sont déter- 
minées par mn équations linéaires et homogénes dont tous les 
coefficients sont des fonctions uniformes de 9, ..., py t1, --+, ty, 
T, +++, T- Les équations (36), (37) et (38) définissent done un 
seul systéme de points analytiques, sauf les cas d’indétermination 


qui peuvent se présenter. 


CHAPITRE XI. 


COURBES NORMALES. MODULES elie 


Théoréme de M. Schwarz. — Transformations birationnelles d’une courbe de 
genre un en elle-méme. — Courbe normale de Clebsch. — Courbe normale de 
N6éther. — Modules d’une classe de courbes algébriques. — Généralités sur les 


transformations simplement rationnelles. 


218. Nous allons d’abord compléter, sur un point essentiel, la 
théorie des transformations birationnelles des courbes algébriques. 
On a déja remarqué (n° 135, 138) que les courbes de genre zéro 
un se changent en elles-mémes par une infinité de transformations 
birationnelles; ce ‘sont les seules courbes qui jouissent de cette 
propriété. Nous commencerons par démontrer le théoréme sui- 
vant, di a M. Schwarz: Il ne peut exister de transformation 
birationnelle, renfermant un parametre arbitraire, quichange 
en elle-méme une courbe de genre supérieur a@ un (*). 

Soient, en effet, 


(1) J (Zt) 0 
l’équation d’une courbe algébrique C de genre p > 1, et 


FslicomWl wine 1775 0/3) 


(2) so Ae ote eees) 


des formules définissant une transformation birationnelle dépen- 


(+) Auteurs a consulter : Riemann, Abel’schen Functionen; Britt et N6OTHER, 
Mathematische Annalen, t. VII; CLeBscu et Gordan, Theorie der Abel’schen 
Functionen; Kirin, Theorie der elliptischen Modulfunctionen, t. 1; BE, Picarp, 
Traite d’ Analyse, t. II, p. 436-458; PainLeve, Lecons sur la théorie analytique 
des €,, uations Gay eranvielles (Paris, Hermann), p. 92-103. 

(?) Scuwarz, Journal de Crelle, t. 87. La démonstration que nous donnons 
ici est due a M. Picard. 
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dant d’un parameétre arbitraire ¢. Admettons, pour un moment, / 
que le point (s’, uw’) décrit la courbe C, lorsque le point (z; wu) 
décrit la méme courbe, quelle que soit la valeur attribuée au para- 
métre ¢, Considérons p intégrales distinctes de premiére espéce 
attachées a la courbe C 


pees w) dz 
e aes 


puisque, par une transformation birationnelle, toute intégrale de 


premiére espéce se change en une nouvelle intégrale de premiére 


fe u)dz y QO, (4%, u) dz. 
afc oy iis ‘ 


, Aes (BRU) See ess 
espéce, l’intégrale fpr doit en particulier se changer en 
Sit! 


une nouvelle intégrale de la forme 


SON Cente eae. GA 4(2 fo Sa AOE) 
(3) i 4 ( uy =| A, Q, (4, w) Ky Qy( De 
Fut © Su 
A,, :.., Ap étant des constantes indépendantes de (sz, w). Nous 


allons montrer que ces coefficients ne dépendent pas non plus du 
paramétre ¢. En effet, donnons a ce paramétre une valeur fixe ¢,, 
d’ailleurs arbitraire, et faisons décrire au point (z, w) un cycle 
sur la surface de Riemann; le point (z’, uw’) décrira aussi un cycle. 
Lorsque le paramétre ¢ prend ensuite une valeur voisine t) + h, 
le cycle décrit par (z', uw’) ne différe qu’infiniment peu du premier 
et la période reste la méme. Soient 1, w2, ..., ®p les périodes 
des p intégrales de premiére espéce correspondant au cycle décrit 
par le point (sz, w) et ’ la période de Vintégrale 


[ QOyCe5 waz’ 
J hu 


correspondant au cycle décrit par le point (3', uw’); on a entre les 
coefficients A,, As, ..., A, la relation 


wo, = A,w,+ Agos+...+ Ap wp. 


Faisons maintenant décrire au point (z, w) les p cycles dont 
chacun franchit une seule coupure ay; on établit ainsi, entre les 
coefficients A,, Ay, ..., Ap, p relations linéaires, dont le déter- 
minant n’est pas nul, ot ne figure pas le paramétre ¢. Ces coeffi- 
cients sont done des constantes indépendantes de ¢. En prenant 
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une nouvelle intégrale de premiére espéce, on aura de méme 


. GO ea tt). as “Br Oi; vw). B, Op, w) 

(4) ee | 5" 
Su’ * Fu 

les coefficients B,,..., B, ne dépendant pas de ¢. Des équations (3 ) 

et (4), on tire 


(3) One 5u") Ny OUCS, WAR a AG Op (te) 
) CR SS SS SSS eT 
Q(z, uw’) By QhkZy iL) = =... Bp.Os Cz, wu)’ 


relauon entre les coordonnées des deux points (3, w) et (3, wv’) 
quine dépendent pas de ¢. Or, une telle relation est impossible; car, 
aun point (z, «), ’équation (5), jointe a l’équation f(s’, uw’) =o 
de la courbe donnée, ne fait correspondre qu'un nombre fini de 
points (2/, wu’). Le point (2', uw’) défini par les formules (2) ve 
varierait done pas d’une maniére continue avec le paramétre ¢, con- 
trairement a Vhypothése. 


219. Le méme raisonnement permet de démontrer qu’ure 
courbe de genre supérieur a l’unité ne peut se reproduire par une 
infinité discontinue de transformations birationnelles, c’est-a-dire 
ne dépendant pas de paramétres arbitraires. En effet, il résulte du 
paragraphe précédent que toutes les transformations birationnelles 
qui reproduisent la courbe C, de genre supérieur a un, sont données 
par une relation de la forme (5), ot l’on attribue aux constantes A 
et B des valeurs convenables. Or, si Pon part d’une relation de 
cette forme donnée @ priori, et si Pon cherche les conditions pour 
quelle définisse une transformation birationnelle de la courbe en 
elle-méme, on établit évidemment un certain nombre de relations 
algébriques entre les constantes A et B. Ces relations peuvent 
étre incompatibles ou admettre un nombre fini de solutions, mais 
il ne peut pas arriver que quelques-unes de ces constantes restent 
arbitraires, car la courbe donnée admettrait des transformations 
birationnelles dépendant d’un paramétre arbitraire, contrairement 
d ce qui vient d’étre démontré. En résumé, une courbe de genre 
supérieur a@ un ne peut se changer en elle-méme que par un 
nombre fini de transformations birationnelles. 


220. Il est aisé de former |’équation de courbes algébriques qui 
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admettent un nombre fini, mais aussi grand qu’on le veut, de 
transformations birationnelles en elles-mémes. Supposons que la 
courbe C, représentée par l’équation (1), se reproduise par la 
transformation biraltionnelle 


Pam wh AIA 


6 
oe j= RZ, _U), 


si l’on applique deux fois de suite cette transformation, on obtient 
une nouvelle transformation qui reproduit aussi la courbe C, 


eo ( 52= P[P(z, u), R(z, w)] = Pils, wu), 
As ( w= R[P(z, “), RCs, w)] = Riz, w)é 
d’une maniére générale, si l’on pose 


3j — PiGer i; i=) oe eK Ez, u), 


Uiy== RiGee Sipe tes) = pa eae 
on a une suite de transformations birationnelles 


(8) oj ae Piya ( BS; ), 


wpe Kjieiz, we), 


qui reproduisent toutes la courbe C. Si la courbe proposée est de 
genre supérieur a un, on ne peut obtenir ainsi qu’un nombre fini de 
transformations distinctes et, par conséquent, au bout d’un nombre 


fini d’opérations, on doit retrouver la substitution identique zs! = z, 


u' = u. Supposons que cela arrive aprés g opérations, de telle sorte 


que l’on ait identiquement 
gat (Se nes Rg (4, vy =u; 
la transformation considérée est dite d’ordre q. Ona 
ioral ey end bol he 0). Rg(4, uw) = R(z, wu), 
et, d'une maniére générale, 
Ponts, Wis= Palas) S - Raies ets yie= Res 5 te). 


Soient o(2, vw), ¥(s, w) deux fonctions rationnelles de z et de w. 
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Posons 


= 92, uw) +. 9C25Ur) +o. © (Zq—1, Ug—1); 
(9) Ue Cz. eyo Wie tee) -~ atl bg Wg) 

b(z, WG tek Pica Vik Ze aig ge) 
a désignant une racine primitive de l’équation af = 1. 

Lorsque le point (z, w) décrit la courbe C, le point (Z, U) 
déerit une autre courbe C, qui correspond point par point a la 
premiére, si les fonctions 9(z, uw) et U(z, w) ont été prises conve- 
nablement. Prenons, par exemple, pour o et | deux fonctions 
rationnelles ayant un seul pole commun du premier ordre (a, 5), 
et telles que tous les autres poles, ainsi que les points qu’on en 
déduit par Papplication répétée de la transformation (6) soient 
distincts. Alors la courbe C, a un point al infini, avec une direc- 
tion asymptotique non paralléle aux axes, auquel ne correspond 
qu'un seul point de la courbe C, le point (a, 6). Remarquons 
maintenant que, lorsqu’on change z et wu en P(z, w) et R(s, w) 


; : U 
respectivement, Z ne change pas, tandis que U se change en —; 


la nouvelle courbé C, admet donc la transformation birationnelle 
Z' = Z, «U'=U, et, par suite, elle est représentée par une équa- 
tion de la forme F(Z, U7) = 0, entiére par rapport aZ et aU? ('). 


221. Proposons-nous, pour finir ce sujet, de déterminer toutes 
les transformations birationnelles qui font revenir sur elle-méme 
une courbe du premier genre. Soitw(z, w) Pintégrale de premiére 
espéce attachée a cette courbe. Entre les coordonnées (z, wu) 
et (z/, uw’) de deux points correspondants, on doit avoir une rela- 
tion de la forme (n° 218) 


(10) (3, wu’) = A w(z, w) 4-B, 


A et B étant des constantes indépendantes de (s, w). Récipro- 
quement, pour qu’une relation de la forme (10) définisse une cor- 
respondance birationnelle entre les coordonnées (z, wu) et (3, wu’) 
des deux points, il faut et il suffit, d’aprés les explications du. 


(') Pour plus de détails sur ces courbes, rous renyerrons 4 un Mémoire de 
M. Hurwitz (Gottinger Nachrichten, 1887; Mathematische Annalen, t. 32). 
L’étude de certaines propriétés des groupes fuchsiens nous permettra de com- 
pléter cette étude sur quelques points, ainsi qu’on le verra a la fin du tome II. 
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n° 207, que s(z', wv’) augmente d’une période lorsque (az, uw) 

augmente d’une période, et inversement. Solent » et »’ les deux 

périodes distinctes de lintégrale; on doit avoir 

; j Lo = mono, 

(11) , r et, 
{ Aw’ = mo = no, 

m, m', n, n' étant des nombres entiers; de plus, les deux périodes 

Aw, Aw’ doivent former un parece eee équivalent au paral- 

lélogramme élémentaire (, w’), ce qui exige que l’on ait 

8 ) 


(12) Ui Tt Teel 


Des équations (11) on tire 


(13) m w+ (n’— m)wow'’— nw? = 0, 


équation qui se réduit 4 une identité si l’on a 


i Or T= Fr, 


et, en tenant compte de la relation (12), mn. =n =1. Ona 
donc toujours deux séries de transformations, définies par ies for- 


mules 
( (2', Ww) =-- (2, UW) +7, 
CTEAR) Sr ‘ . : 
{ wz), w)=— wz, uw) +7, 
¢ désignant un paramétre arbitraire. 
Si ’équation (13) ne se réduit pas a une identité, on en tire 


oO  m—n'+ \/(m—n')+ 4m'n 
So aS Se ee eee 
0) 2m 


ou, en tenant compte de la relation (12), 


3) m—n'-h (m+ n' P= 4 
) . 2m 


Comme le rapport — doit étre imaginaire, on doit prendre le 
signe +- dans la formule (12) et, en outre, le nombre entier m +n’ 
doit étre égal a zéro ou a 1. On yoit done que, si le module de 
la courbe de genre un est quelconque, elle n’admet pas d'autres 
transformations birationnelles que celles qui sont définies par 
les formules (14). Pour quwil en existe d’autres, il faut que le 


(rel 
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rapport des périodes soit racine d’une équation a coefficients 
entiers de la forme (13), ot on a mn’ — m'n=1, (m+ n')? < 4. 


ae ; see, (0) 
Le coefficient A s’obtient en éliminant le rapport — entre les 


équations (11); on trouve ainsi |’équation 


(A —m)(A—n')— m'n=o 
ou 
\2—(m-—+n')A +1=0, 


et comme m —+ 7’ ne peut prendre que les valeurs One el OLE 
voit que A doit étre racine de l’une des équations 


A2?-+-1=0, As’—j=o0, A34-1=0. 


En résumé, on obtient toutes les transformations birationnelles 
qui changent en elle-méme une courbe de genre un en combinant 


la transformation 
(2, U) = wes, wv) +74, 


qui dépend d’un paramétre ¢, avec quelques-unes des transforma- 


tions 
we, Wu) = Avwz, i); 


A désignant une racine primitive de l’une des équations 
§ Pp | 


2 


A2—1= 0, A3—1=0, At—1=0, A&6—y]= 0, 

222. Voici une application, qui nous sera utile, du théoréme de 
M. Schwarz. Cherchons, d’une maniére générale, les courbes C,, de 
degré met de genre p, telles que toutes les adjointes d’ordre m — 3 
qui passent par /# points quelconques(%,, 6;), «++, (%h, Ba) 

de C,, aient en commun, avec la courbe donnée, / points fixes 
(yi, 01); +++, (yx) Ox) dépendant des premiers; on suppose, bien 
entendu, 2 << p —1. Placons-nous d’abord dans l’hypothése ou les 
coordonnées des points (y, 0) dépendent des coordonnées de tous 
les points («, 6); a chacun de ces groupes correspond un groupe 
de & points et ces points sont distinets puisque les points M,; 
sont arbitraires et que chaque groupe de & points (7, 9) dépend 
de tous les points du premier groupe de h points. La courbe C,,,_3 
aura done en commun avec la courbe C,,, en dehors des points mul- 
tuples, Pee kG, points simples, Gy désignant le nombre 
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de combinaisons de p —1 lettres hah. Il faut done que Yon ait 
kCh_,Sp—1;3 


ceci n’a lieu que si lon ah=k=1 ou A=p—a, k=r. Dans 
le premier cas, toutes les courbes adjointes passant par un point 
fixe vont passer par un second point fixe dépendant du premier et 
la courbe est hyperelliptique. Examinons la seconde solution 
h=p—2, k=1; si p=3, elle se confond avec-la premiere. 
Si p > 3, elle est inadmissible. En effet, il faudrait que toutes les 
courbes adjointes d’ordre m— 3 qui passent par p— 2 points 
quelconques de C, aillent passer par un autre point fixe. Les 
coordonnées (', u') de ce nouveau point seraient évidemment des 
foncuons ralionnelles des coordonnées de ces p—2 points, 
dépendant a la fois de tous ces points. Soient 


2 ( 2 =R (ai, Ui; 22, Urz ©: .5 Zp—sy Up—2); 
CEs) , : ‘ 
(Pisses Ry Gay, cules oy! ois ae paeey gees) 
les expressions de ces coordonnées. Inversement, toutes les courbes 
adjointes passant par les p— 2 points (2, uw’), ..., (Spa) Up_2) 
doivent passer par un autre point fixe qui est forcément le point 
(34, U1), et Pon a aussi 

. r (2, Uy Sa) U2; +--+; Sp—2, Up—2), 
(10) : ( 


) ws; Sx, U9; +++) Sp—2; Up—2 )- 


En considérant 32, ..., Zp. comme des paramétres variables, 
on voit que la courbe C,, admettrait une transformation biration- 
nelle, dépendant de paramétres, ce qui est impossible puisqu’on 
suppose p >> 3. 

Si les coordonnées de quelques-uns des * points (y, 0), ne 
dépendaient que des coordonnées de h’ points («, B)(h' < h), il 
faudrait en conclure que toutes les courbes adjointes d’ordre m — 3 
qui passent par h' points que/conques vont passer par un certain 
nombre d’autres points fixes dépendant de ceux-la, et l’on serait 
ramené au cas précédent. La conclusion est donc la suivante : les 
seules courbes qui répondent a la question sont les courbes hyper- 
elliptiques. ; 


223. Courbes normales. -- Parmi toutes les courbes algé- 
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briques appartenant a la méme classe, on peut en prendre une, 
présentant quelque caractére particulier, pour servir de type ou 
de courbe normale a la classe considérée. On a cherché surtout 
jusqu’ici a obtenir pour courbes normales des courbes dont le 
degré soit aussi peu élevé que possible, mais il est évident que ce 
n’est pas la une régle absolue; il pourrait y avoir avantage, dans 
certains cas, a définir la courbe normale par d’autres propriétés. 
Nous nous sommes déja occupés de cette question, a diverses 
reprises, pour les courbes de genre o, 1, 2, et, plus généralement, 
pour les courbes hyperelliptiques (ns 136, 139, 179). Dans ce qui 
suit, nous supposerons qu’on a affaire a une classe de courbes non 
hyperelliptiques et, par conséquent, que le genre est au moins 
égal a trois. 

Soit C,, une courbe non hyperelliptique de genre p ; prenons 
sur cette courbe p =) points arbitraires M,, Mo, ..., Mp.3, et 
soient Q;=o0, Q, =o, Q; =o les équations des trois courbes 
adjointes linéairement indépendantes d’ocdre m —- 3 passant par 
ces p—3 points. Les points M; étant pris arbitrairement, on peut 
toujours supposer que ces trois courbes n’ont aucun point com- 
mun sur C,,, en dehors des points M;. Cela posé, lorsque le point 
(s, w) décrit la courbe C,,, le point de coordonnées 


; : yrieea. Ue) on Oates se) 
ae 
décrit une certaine courbe C’, qui correspond point par point a 
la courbe C,,. En effet, soit (a, 6) un point quelconque de C,, et 
(A, B) le point correspondant de C’; a ce point (A, B) correspond 
sur C,, le seul point (a, 6). Pour quwil en fat autrement, il fau- 
drait que, quel que fat le point (a, 6) de C,,, on ptt trouver un 
autre point (a, b') tel que l’on edt 


(18) Qi (a, b') le Qi (4, b) Q.(a, b') out Q.(a, b). 
Qa, 8) Qala, 6)’ - Q(a’, ) ~ G(a, d) 


Toutes les courbes adjointes d’ordre m — 3 passant par les p — 3 
points M; et le point (a, 6) iraient passer par un autre point 
(a', b'); ce qui est impossible, puisque les p — 2 points peuvent 
étre pris arbitrairement. Les formules (17) définissent denc une 
transformation birationnelle entre les points des deux courbes C,, 
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et C’. Tl est facile d’avoir le degré de la courbe C’. La fonction 


a Oi (2, u) + B Qo(z, u) ian; Q3( 3, uw) 
oo 


2+ BU+y= 
3 Qs(s, w) 


ol %, &, 7 sont des constantes quelconques, admet p+-1 pdles du 
premier ordre, les p-+-1 points de rencontre de la courbe Q; = 0 
avec la courbe C,,, autres que les points M,, Mg, ..., Mp—s; la 
courbe Cest done de degré pr. Ainsi, étant donnée une classe 
de courbes non hyperelliptiques de genre p, on peut prendre 
pour courbe normale une courbe de degré p—1. 

Ce théoréme a d’abord été énoncé par Clebsch et Gordan 
(Abels’che Functionen, -p. 65), mais leur démonstration man- 
quait de rigueur. C’est M. Picard qui l’a mise a l’abri de toute 
objection, grace a la remarque du paragraph précédent. - 

La courbe C’ posséde en général un certain nombre de ‘points 
doubles provenant des couples de points (a, b), (a’, 6’) satis- 
faisant aux relations (18). On obtient immédiatement le nombre 4 
de ces points doubles, en remarquant que la courbe C! est du 
genre p; on trouve ainsi 


D( p—1 = S (7—3h) 
TN Sgn Be ) —=10: ==) ou o= PSP Ys ) 7 
2. 2, 
Si p> 3, la courbe normale a nécessairement.des points mul- 
tiples; une droite variable passant par un de ces points rencontre C’ 


en p—t points mobiles au plus; le nombre r est done au plus 
égal a p —t (n° 178). 


224. M. Nother emploie une autre courbe normale. Soient 


Q:(s, wv), Qa(s, uv), «.., Qp(3, wv) les p polynomes adjoints 


linéairement indépendants de degré m — 3; posons 


(19) Pak OR 2s ea) Kies On(Cz, bb) sieoe Xp = Qp(e;); 


et regardons X,, Xx, ..., Xp, comme les coordonnées homogénes 
d’un point dans l’espace a p —1 dimensions. Lorsque le point ana- 
lytique (z, w) décrit la courbe C, le point de coordonnées (X,, 
X., ..., X,) décrit dans l’espace 4 p —1 dimensions une courbe 
gauche I qui correspond point par point a la courbe C si celle-ci 
n’est pas hyperelliptique. Si, en effet, on avait deux points (a, 6) 
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et (a, b’) de C correspondant A un méme point de L, on en con- 
clurait les relations 


Q.(a’, b’) 4 Q.(a', B’) Bsa O,(a. U' ) 
Q.(a, 6) Qo(a; OY a <-> Qa ab) 


et toutes les adjointes d’ordre m— 3 passant par (a, 6) passe- 
raient aussi par (a@’, 6’); ce qui ne peut avoir lieu si la courbe C 
n’est pas hyperelliptique. Le degré de L est égal, on le voit immé- 
diatement, a 2p — 2. 

Lorsque p = 3, la courbe T coincide avec la courbe normale de 
Clebsch. Hl n’en est plus de méme si p >> 3, mais on peut passer 
de Pune a Vautre. Par exemple, si p= 4, la courbe IT est une 
courbe gauche du sixiéme ordre de l’espace a trois dimensions ; 
en projetant cette courbe sur un plan, le point de vue étant un 
point de T, on obtient une courbe plane C’ qui correspond point 
par point aT et dont le degré est égal a6 —1 = 5. On retrouve la 
courbe normale de Clebsch. A l'aide de considérations empruntées 
a la Géométrie a n dimensions, que nous laissons au lecteur le 
soin de développer, on peut étendre ce procédé au cas général. 
Ainsi, en projetant la courbe gauche [ de lespace a p —1 dimen- 
sions dans un espace plan a p— 2 dimensions, le point de vue 
étant un point de [, on obtient unc nouvelle courbe gauche I’, de 
degré 2p — 3, dans l’espace 4 p — 2 dimensions, qui correspond 
point par point a la courbe I’. En opérant de méme sur la courbeT,, 
et ainsi de suite, on finit par arriver a une courbe plane C’ de 
degré 2p — 2 —(p— 3) =p-+1, qui correspond point par point 
a la courbe I et, par suite, a la courbe C. 


Remarque. — Le raisonnement qui précéde est soumis a une 
objection. Plagons-nous, pour fixer les idées, dans le cas d’une 
courbe gauche [ de l’espace a trois dimensions. Soit C’ la per- 
spective de cette courbe sur un plan, le point de vue étant un 
point S de I; les deux courbes I et C’ se correspondent point par 
point, & moins que toutes les sécantes passant par S et un autre 
point queleonque A de I ne rencontrent cette courbe en un troi- 
siéme point. Pour que ceci ait lieu, quel que soit le point S 
choisi pour point de vue, il faudrait que toutes les sécantes dou- 
bles de I fussent des sécantes triples. Cette hypothése est inad- 
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missible si la courbe I’ n’est pas une courbe plane. En effet, pre- 
nons sur F deux points queleonques A et B; la sécante. AB 
rencontre I en un troisiéme point C. Prenons ensuite sur F un 
point A’ voisin du point A; la sécante A’C doit rencontrer I en 
un point B’ yoisin de B. Lorsque le pomt A’ se rapproche indéfi- 
niment du point A, les sécantes AA’, BB’ ont pour limites les 
tangentes aux points A et B a la courbe T et, comme les droites 
AA’, BB’ sont toujours dans un méme plan CAA’, on en conclut 
que les tangentes en deux points guelconques de I sont toujours 
dans un méme plan, propriété qui-n’appartient qu’aux courbes 
planes. On léve de méme l’objection dans le cas général. 

La courbe normale de Clebsch n’est pas du plus petit degré 
possible. MM. Brill et Nother ont montré, en effet, qu'on peut 
en général faire correspondre, 4 une courbe de genre p, une 
courbe de degré p— 7-2, z désignant la partie entiére du quo- 


tient G5 mais leur démonstration préte a des objections, et ce point 


appelle de nouvelles recherches. 


295. Modules. — tant données deux courbes hyperellip- 
tiques du méme genre p, on a vu plus haut que 2p —1 condi- 
tions devaient étre remplies pour que ces courbes appartiennent 
a’ la méme classe; ces conditions s’expriment par l’égalité de 
2p—1 fonctions des coefficients des deux équations. De méme, 
toutes les courbes de genre p dépendent d’un nombre fini de para- 
métres, si l’on ne considére pas comme distinctes les courbes 
qui appartiennent a la méme classe, puisqu’on peut supposer 
(n’ 219) que ces courbes sont de degré p +1. Riemann s’est pro- 
posé de chercher le nombre de ces parametres, dont dépend 
essentie/lement une classe de courbes de genre p; il faut entendre - 
par la qu’a des valeurs de ces paramétres, prises arbitrairement, 
correspond une classe de courbes ou un nombre limité de classes. 
Ce sont ces paramétres qu’on appelle les modules; il est clair 
quils se conservent dans toute transformation birationnelle. 
Riemann a démontré de deux maniéres différentes que le nombre 
des modules d’une classe de courbes est égal a 3p — 3 (p> 1); 
on trouvera l’exposé de ces méthodes dans le 7’raité d’ Analyse 
de M. Picard (t. II, p. 482). On peut s’en rendre compte au moyen 
de la courbe normale de Clebsch, de degré p—+-1. Toute courbe 
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de degré p +1 dépend de 


PE VP* 1) yarametres ; si-elle est de 


genre p, elle doit avoir a points doubles, ce qui établit 
entre les coefficients de l’équation ce méme nombre d’équations. 
Il reste donc 

se itp 4) =p tp 3) es 

by 

coefficients arbitraires. D’un autre coté, la transformation biration- 
nelle, par laquelle on passe d’une courbe queleconque de genre p 
a une courbe de degré p+1, dépend de (p—3) points indé- 
terminés; on peut imaginer que l’on ait choisi ces p— 3 points 
de facon a attribuer des valeurs données a l’avance 4 p—3 des 
coefficients de la courbe normale. Enfin, si l’on fait subir a la 
courbe normale la transformation homographique générale, qui 
dépend de huit arbitraires, on peut encore attribuer a huit des 
coefficients des valeurs données a l’avance, Il restera done en tout 
un nombre de paramétres égal a 


> 


4 p+2—(p—3)—8 =3p—s3. 


Remarque. — Si lon désigne par p le nombre de paramétres 
arbitraires dont dépend la transformation birationnelle la plus 
générale qui fait revenir sur elle-méme une courbe de genre p, le 
nombre des modules est toujours représenté par 3p —3-+ 9. Si 
p=, p=3, on trouve zéro pour le nombre des modules, comme 
on devait s’y attendre. Si p=1, p=1; il y a un seul module 
(n° 182). Enfin, si p >1, on a toujours 9 = 0 (n° 218). 


226. Du nombre des modules, il est facile de déduire une 
limite inférieure pour le degré de la courbe normale du genre p. 

Soit CG, une courbe de degré ¢ et de genre p; le nombre d des 
points doubles doit étre égal a 


< (g —I1)(g —2) 
sak’ vl aa 
2 


Pp: 
On doit done avoir d’abord 
(20) (¢q—1)(q—2)2 2p. 


Cette inégalité étant supposée satisfaite, on démontre, comme 
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au paragraphe précédent, que la courbe C, dépend, en tenant 


compte de la transformation homographique générale, de 


Gg = Dag CG) 


2, 92 


ae 50 
parametres arbitraires; ce qui nous donne une nouvelle inégalité 


(21) 


GLY 3) = gee) 


2. 


p—823p—3 


pour que la courbe C, puisse servir de courbe normale de genre p. 
De cette derniére inégalité, on tire 


(22) q2 oe 


Soit z le quotient de la division par 3 du nombre p, de facon 
quon ait p= 37, ou 3n7-+1, ou 3x42. L’inégalité (22) peut 
s’écrire 

7S pe. f 
et la limite inférieure de g est, dans les trois cas, p —7—+2. Crest 
le degré de la courbe normale de Brill et Nother. Cela ne veut 
point dire qu’il n’y ait pas de courbe de genre p dont le degré 
soit inférieur a cette limite. Par exemple, la courbe du cinquiéme 
ordre, sans point multiple, est du genre 6; il faut conclure seule- 
ment de ce qui précéde qu’une courbe quelconque du sixiéme 
genre ne peut pas correspondre point par point a une courbe du 
cinquiéme degré, 


227. A la recherche des modules se rattache la solution de la 
question suivante : Etant données deux courbes de méme genre p, 
non hyperelliptiques, C et C,, d’ordres m et n, représentées par 


les équations 
PGz, 2) = 0, @ (25 Ww) =, 


reconnaitre si elles appartiennent a la méme classe. 

Soient Q,(z, uw), Q2(z, wu), ..., Qp(4, uw) les p polynomes ad- 
joints d’ordre m — 3 correspondant a la courbe C, et R, (s', uw’), ..., 
R,(3', u’) les p polynomes adjoints d’ordre n — 3 dela courbe C,. 
Si lon peut établir une correspondance point par point entre les 
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points des deux courbes, toute intégrale de premiére espéce se 
change en une intégrale de premiére espéce, et!’on doit avoir entre 
les coordonnées de deux points correspondants des deux courbes 
p relations de la forme 


OF Gs: CN ae A; Ri(z, vw) +... +L Rp(Z, wv) 
PAC Le oi) @Pi( 2, wu) Pe a EE 
Ce gost cas. 3 


(23) dz 


A;, B;, ..., L; désignant les constantes. 
On en déduit p—1 relations ne contenant plus dz et ds’ 


(24) Qi (CZ, w) = Qi(z, uv) : 
Ay Ry 25 @ ) ee Ly Rp sy uv’) NA ay ea Rp (2, w) 


Soient P et P, les deux courbes normales de l’espace 4 p—1 
dimensions qui correspondent aux deux courbes données C et C, ; 
les coordonnées homogénes d’un point deT sont 


X; = Qi (4, w), -+2> Xp=Qp(4, &), 
et les coordonnées homogénes d’un point de T, 


EA RalOz 3 ee), if; XP = Rp(z,-t'). 


Les formules (24) montrent que, si les deux courbes C et C, 
sont de méme classe, les deux courbes normales [ et ',; peuvent 
se déduire l’une de l’autre par une transformation homographique. 
Cette condition est d’ailleurs suffisante; en effet, si elle est rem- 
plie, les courbes T et I, et, par suite, CG et C, se correspondent 
poit par point. Done, pour que les courbes du méme genre 
C et C, appartiennent a la méme classe, il faut et il suf fit que 
les courbes normales TY et V, puissent se déduire lune de 
autre par une transformation homographique. 

Par exemple, une courbe C, du quatriéme degré, sans point 
double, coincide avec la courbe normale [; on en conclut que les 
seules transformations birationnelles qui reproduisent une courbe 
du quatriéme ordre et du troisiéme genre sont des transformations 
homographiques. 


228. Il semblerait, d’aprés les raisonnements employés jus- 
quwici, que les courbes de genre p se partagent en deux grandes 


480 -CHAPITRE XI. 


classes : les courbes générales et les courbes hyperelliptiques 
doivent plutét étre considérées comme un cas limite. Prenons 
en effet une courbe C de genre p > 3, non hyperelliptique, et soit 


A, Qy (5, W) + he.Qo( zs, Ww) + A3 Q3(s, UW) +2; Q(z, Uw) =O 


Péquation générale des courbes adjointes d’ordre m— 3, qui 
passent par p—4 points fixes queleonques de cette courbe; 
posons 


ww 
aT 
~ 
ea) 


: Qo(-z, Q3(2, uw) Q,(4, &) 
Xess SWS es Pe fay sie ea ea ES Y aap a SRE Biol 
NCscuy 2 = Oamy Q(z, &) 


On démoutre, comme au n° 223, que, lorsque le point (3, w) 
décrit la courbe C, le point (X, Y, Z) décrit unecourbe gauche, 
de degré p+ 2, qui correspond point par point a.la courbe C. Si 
lon projette T sur un plan, le point de vue étant sur I, on obtient 
la courbe normale de Clebsch; mais, si le point de vue est en 
dehors de I, la projection est une courbe de degré p+-2, qui, 


pP(p —1) 
2 


devant étre de genre p, posséde points doubles. Ainsi, a 


la courbe générale de genre p, on peut faire correspondre, point 


par point, une courbe de degré p+-2 avec PY points doubles. 


La conclusion s’applique encore pour p=3; car, si lon 
applique a la courbe générale du quatriéme ordre une transfor- 
mation quadratique avec trois points fondamentaux pris sur cette 
courbe, on obtient une courbe du cinquiéme ordre avec trois 
points doubles. 


P(pP 


A 3 —T) } : 
Imaginons maintenant que Cbs points doubles viennent 


se confondre en un seul; on obtient a la limite une courbe de 
degré p+ 2 avec un point multiple d’ordre p, c’est-a-dire une: 
courbe hyperelliptique. 


229. Nous terminerons ce Chapitre par quelques remarques 
sur les transformations simplement rationnelles. Soient C et C’ 
deux courbes algébriques de degré m et m’ respectivement, la 
premiére de genre p, la seconde de genre p’, représentées par les 
deux équations 


(25) H(z jay) =o; 
(26) (2! PS0s 


COURBES NORMALES. MODULES. {St 
nons supposons qu’en posant 


(a) rte 
Lus=v(z, wy, 
ou 9 et | désignent deux fonctions rationnelles, le point (sz, w) 
décrit la courbe C lorsque le point (z', uw!) décrit la courbe C’. 
Nous savons déja que lon a p'2p; mais on peut avoir pour p! 
une limite plus précise. Soit » Vordre de la transformation (27), 
c’est-a-dire le nombre de points (2’, u’) de C’ qui correspondent 
a un méme point (3, wv) de la courbe C. Supposons pT et 
soient Q,(z, w), Qe(s, uw) deux polynomes adjoints d’ordre 
m —3 relatifs a la courbe C; on doit avoir, pour la transforma- 


tion considérée, 


) 


i UD pees ih Ra( 25 wy dai (as uyds fps wu’) dz’ 


SS 7 = — 7 
Fy Di, Fi, e Di 


R, (2, u’), Ro(z', w’) étant deux polynomes adjoints d’ordre m’— 3 
relatifs a la courbe C’, et par suite 


Ors, uy) Ry’, w) 
OR Gini s Cz sn) 


Le faisceau des courbes adjointes Q,(z, w) +AQo(s, uw) =o 
rencontre la courbe C en 2 —2 points variables avec A, si les 
deux courbes adjointes Q,= 0, Q,=o n’ont aucun point com- 
mun avec la courbe C, en dehors des points doubles, ce qu’on 
peut toujours supposer. A ces 2p — 2 points de C correspondent 
p.(2p—2) points de C’, variables avee 4, situés sur la courbe 


adjointe 

Ry, €z', w)+ 2Rs(2, vw) =0; 
on a donc 
(28) u.(2p—2)S(2p’—2), 


relation qui subsiste si p= 0, oup=1. 

La formule (28) nous fait connaitre une limite inférieure de p’, 
connaissant les deux nombres p. et p; mais il est impossible 
de trouver une limite supérieure pour ce méme nombre ('). 


(1) E. Goursat, Sur les transformations des courbes algébriques (American 
Journal of Mathematics, vol. XV1; 1894). 
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Si les deux nombres p et p’ sont égaux et supérieurs a un, on 
déduit de la relation (28) p 1 et, comme p est un nombre entier, 
on a nécessairement p.= 1. 

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant, di a M. Weber: 
Si'une transformation rationnelle conduit d'une courbe de 
genre supérieur & un a@ une autre courbe du méme genre, la 
transformation est birationnelle ('). 


(1) Journal de Crelle, t. LXXVI. 

Pour de plus amples détails sur les transformations simplement rationnelles des 
courbes algébriques, nous renverrons le lecteur au Mémoire de M. Painleyé Sur 
les équations différentielles du premier ordre (Annales de l’Ecole Normate 
supérieure; 1891), ainsi queaux lecons déja mentionnées sur le théoréme analy- 
tique des équations différentielles, 


Bet 
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APPLICATIONS DU THEOREME D’ABEL A LA GEOMETRIE (°), 


Etude des groupes de points obtenus en coupant une courbe algébrique donnée 
par d’autres courbes algébriques. — Applications aux cubiques et aux quartiques. 
— Polygones inserits dans une conique et circonscrits a une autre conique. — 
Application du théoréme d’Abel aux aires, aux angles et aux arcs des courbes 
de direction. — Biquadratiques gauches. 


r) 


230. Le théoréme d’Abel, appliqué a la Géométrie, donne des 
résultats qui se présentent sous une forme intuitive des plus 
simples. Kn nous bornant presque exclusivement aux courbes du 
troisiéme et du quatriéme ordre, nous indiquons sur des exemples 
précis les idées essentielles de la théorie. Nous commencerons 
par les courbes du troisiéme ordre. 

II existe deux espéces de courbes du troisiéme ordre : 1° celles 
qui n’ont pas de point singulier ; 2° celles qui ont un point double 
ou de rebroussement. 

Si la courbe du troisiéme ordre F(2, y)= 0 n/a pas de point 
singulier, elle est du genre un. L’intégrale — 


a (Ly 


da 


= 
Fy 


a 


(Xo Yo) 


est alors de premiére espéce. A chaque point (2, y) de la courbe 
correspondent une infinité de valeurs de u qui se déduisent de 
Yune d’elles par Paddition ou la soustraction de deux périodes 
et w’. A chaque valeur de w ne correspond qu’un point (x, y) de 
la courbe, comme il résulte du probléme de )’inversion : les coor- 


(1) Ouvrages 4 consulter : Mémoires de Clebsch (Journal de Crelle, t. LXIIL 
et LXIV). — Lecons de Geométrie de Clebsch, par Lindemann. — Mémoire de 
M, Humbert (Journal de Mathematiques, 4° sévie, t. 11; 1887). 
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données x et y de ce point sont des fonctions elliptuques de wu, aux 
périodes et. 


Une droite 


coupe la courbe en trois points : soit w,, U2, 3 un systeme de 
valeurs de uw correspondant respectivement a ces trois points; on 
a, en vertu du théoréme d’Abel appliqué aux intégrales de pre- 


miére espéce, 
(1) Ui te Un = Ua Pty Geary od 


P étant une constante indépendante de la droite considérée et nr 
et mn’ des entiers positifs, négatifs ou nuls. 

Cette relation nécessaire entre les paramétres de trois points en 
ligne droite est suffisante. En effet, prenons sur la courbe trois 
points M,, M,, M; dont les paramétres wu vérifient la relation (1). 
La droite qui joint les deux points M, et M; coupe Ja courbe en 


, 


un point M’) de parameétre w,; il faut montrer que M) coincide 


avec M,. Les points M’,, Mz, M; étant en ligne droite, on a 


Uy + Ug + U3 = P+ mo+ nw’; 


en comparant avec (1), on voit que w, et uv ne different que par 
des multiples des périodes » et w’ : les deux points M, et M’, sont 
donc confondus. On prouve, par un raisonnemeunt identique, que 
la condition nécessaire et suffisante pour que six points de la 
cubique soient sur une conique est que les yaleurs de wv, relatives 
a ces six points, vérifient une relation de la forme 


(2) Uy + Ug... + Ug = 2P + rw + no." 


ou la constante est 2P, comme on le voit en supposant la conique 
décomposée en deux droites. 

Comme application de ces relations, cherchons d’abord les 
points d’inflexion. Si w est le paramétre d’un point d’inflexion, la 
tangente d’inflexion coupe en trois points confondus avec celui-la; 
il faudra done faire dans (1), a des muluples prés des périodes, 


Tht Len etme 
dot 


2, no + 7! oy’ 
C= 
3 


> 
9 
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Dans cette formule, on peut donner a7 et 7’ toutes les valeurs 
enliéres; mais deux valeurs de w qui différent par des multiples 
de w et »’ donnent le méme point d’inflexion. Il suffit done de 
donner a 7 et 7’ les valeurs 0, 1 et 2, associées de toutes les ma- 
niéres possibles. On trouve ainsi newf points @inflexion dont les 
paramétres sont donnés par le tableau suivant, ot u,, ,, désigne 
la valeur de w correspondant a un choix déterminé des entiers n 


t 
Clit: 
P P = wv’ peo 
ujjo— 5? LT) il ers area oes = 
5 ; 3 3 
le 3) | et ah P @—— 2/0)! 
ID) (Na ere hy = > uy = —————— > 
3 2 3 3 
P+ 9 PSS) 0). P= 9.0) + 9.0" 
Us 9 = eepae Us = ares Uy 2 = fale ito 


’ 


Ces points sont trois a trois en ligne droite; la droite qui joint 
deux quelconques d’entre eux passe par un troisiéme; on a, par 


exemple, 
U9 Fo Wy 4 Wag = Pwo, 


ce qui prouve que les points correspondants sont en ligne droite. 

Comme autre application, on pourra chercher les points ow la 
conique osculatrice a un contact du cinguiéme ordre, c est-a-dire 
coupe en six points confondus; les valeurs de w correspondantes 
sont données par 

2P + nw +- n'o’ 
b= ——___——} 
6 

. 1 So: : S 
ou n et nr’ peuvent prendre toutes les valeurs de o a 5, ce qui 
donne 6?= 36 points. On trouve parmi ces points les neufs points 
@inflexion qu’on obtiendrait en considérant les tangentes d’in- 


flexion comme des droites doubles, puis 


ae) DR LE 
62-97 = 29 


points de contact de véritables coniques surosculatrices. Ces 
points sont six par six sur des coniques. 

Si lon coupe la cubique par une courbe C,= o d’ordre s supé- 
rieur ou égal a 3, il y a3s points d’intersection sur lesquels 3s —1 
peuvent étre choisis arbitrairement, le dernier étant alors bien 


déterminé. 


4 
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Soit en effet N= ee) le nombre des points qui déterminent 


une courbe de degrés. Prenons N — (3s — rt) points P arbitraires 
dans le plan; par ces points et les (3s — 1) points de la cubique on 
peut faire passer au moins une courbe de degré s. Il pourrait arriver 
qu une telle courbe se‘décomposat en la cubique et une courbe de 
degré s — 3; on pourraitalors faire passer une courhbe de degré(s.— 3) 
par les N points P qu’on suppose extérieurs a la cubique; mais 
ceci ne peut ayoir lieu si les points P sont pris au hasard, car ces 


= Sips s= s XE : 
Joints sont au nombre de aaa) 1, nombre supérieur d’une 
i 3 ) 


unité au nombre des points qui déterminent une courbe de 
degré s. La courbe obtenue coupe alors la cubique en 3s points, 
qui sont les 3s—1 points donnés et un dernier point qui est 
déterminé par la relation entre les valeurs u,, Wz, ..., Ugs du 
paramétre w en ces divers points que donne le théoréme d’ Abel 


Uy + Up... + Usp = SP + mw + mio’, 


Cette condition nécessaire est donc en méme temps suffisante 

pour que les 3s points soient sur une courbe de degré s; la valeur 

de la constante est bien sP comme on le voit en supposant la 
' courbe sécante décomposée en un systéme de s droites. 


231. Supposons maintenant que la cubique ait un point singu- 
lier : prenons ce point pour origine d’un systéme d’axes rOy. 
L’équation de la courbe peut s’écrire 


F(a, ¥) = j2— 2 as(2 ) TOF 


zB 


f (2,) designani un polynome du troisiéme degré en~ et «2 une 
x i id 
constante positive, négative ou nulle. En posant y= tz, on a 
immédiatement 


; 2 — a 1(2— a2) 
Su Ce) J S(t) 


La courbe étant de genre zéro, il n’y a pas d’intégrale de pre- 
miére espéce correspondant a la relation 


Boe ie) Oe 


¢ 
oe 
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Supposons « différent de zéro, ce qui exclut le cas de rebrous- 
sement, et considérons l’intégrale abélienne 


(59) dx (259) dx 
BL, V) S=— 2% EF. =— 20 SSS a, BES A 
(%o,.¥o! cP “(%o:¥0) 9, — w)2 ifs 2) 
‘ ’ x 


D’aprés le n° 148, c’est la une intégrale de troisiéme espéce 
admeltant comme points singuliers logarithmiques les deux points 
de la courbe superposés au point double. C’est ce qu'on vérifie 


immédiatement en faisant, dans Vintégrale w, y = tx, puis rem- 
plagant x par sa valeur (3); on trouve ainsi 
¢ ee a ca 
(4) B(. — i = log “——; 
: — “t— oO ty-+ ae 


cette intégrale a un seul module ie périodicité 270. 

Il faut actuellement distinguer deux cas, suivant que l’on coupe | 
la ligne par une courbe ne passant pas par le point double ou 
passant par ce point. Nous supposerons d’abord que la courbe 
sécante ne passe pas par le point singulier. Une droite quelconque 


ble, y)=urt+eoy + w=o0 


rencontre la courbe en trois points (21, ¥1),.(%2, V2); (La, V3) 
correspondant aux valeurs ¢,, t2, t; de ¢. On a vu (n° 189) que, 
si (2, y) est une intégrale de troisiéme espéce aux points singu- 
liers (a, b) et (a’, b’), la quanuté 


SANE b) 
Sola U(a’, b) 


B( 2%, V1) + O( #2, V2) + B(H3, ¥3)— log 
est indépendante de la droite considérée, c’est-a-dire de wu, 9, w. 
Comme actuellement les deux points (a, 6) et (a’, 6’) sont placés 
au point double a =o, b=o eta’ =o, b'=0, le logarithme est 
nul et ona 


D(X, V1) + O(a, Yo) + B( a3, ¥3) = G, 


C étant une constante indépendante de wu, v, w et déterminée a 
des multiples de 27z prés. D’aprés la valeur (4) de o(z, y’), cette 
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relation s’écrit enfin 


(Ei) t2+- 4 t3-- & 
Toe ; e. 


(5) log; 


pe Pere Oi, =a 


ot K désigne une nouvelle constante indépendante de u, 9, w et 
n un enter positif, négatif ou nul. Cette relation, facile a établir 
par une voie algébrique, donne la condition nécessaire et suf- 
fisante pour que les trois points ¢,, ¢2, ¢; soient en ligne droite. 

On verra de méme, en prenant pour U(z, y) le premier membre 
de l’équation d'une conique, que les six valeurs de ¢ correspon- 
dant aux points d’intersection de la courbe et d’une conique sont 
liées par la relation 


Binh « to + & tg +m 


<8 =2K+9nzt 

aa ee ps ae: 

ot la premiére constante du second membre est évidemment le 

double de _K, car la relation (6) doit étre vérifiée encore dans Je 
? 

cas ott la conique est décomposée en deux droites. 


Pour avoir les points d’inflexion il suffit de supposer, dans (5), 
que ¢t,, ty et ¢; alent une valeur commune ¢; on a ainsi 
t+a K+ anaxe 
(7) log = —_——) 


“t—a 3 


ce qui donne trois points d’inflexion en ligne droite, correspon- 
dant aux valeurs 0, t et 2 de n, comme on le voit en résolvant (7) 


par rapport a 


On écrira sous la méme forme la condition nécessaire et suffi- 
sante pour que 3s points de la cubique soient sur une courbe Gs==5 
d’ordre s ne passant pas par le point singulier : cette relation est 


tym J 5 
(8) Nabe is s=K+)nz10. 


Nous avons supposé  différent de o: si « était nul, lorigine 
serait un point de rebroussement, lintégrale appelée a(x, y) 
deviendrait une intégrale de seconde espéce infinie en ce point et 
les relations (5) et (6) devraient étre remplacées par les sui- 
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yantes, comme on pourra le vérifier : 


I I I 5 
Mage cr See 
ty ts ts % 


Les théorémes suivants doivent étre modifiés en conséquence. 

Examinons maintenant le cas 0 la courbe sécante passerait par 
le pomt double. La relation précédente (8) devient illusoire, car, 
deux des points d’intersection étant confondus avec le point 
double, une des 3s valeurs de ¢ est « et l'autre — « : de sorte quil 
y a dans la relation deux termes infinis de signes contraires. Dans 
ce cas tl nexiste plus aucune relation entre les 3s — 2 autres 
poits ou la courbe C,; coupe la cubique. Ainsi on peut toujours 
faire passer une conique par quatre points pris arbitrairement 
sur la cubique et par le point double. 

En général, on peut toujours faire passer une courbe d’ordre s 
par 3s — 2 points pris sur la courbe et par le point double, car 
cela ne fait que 3s —1 équations de condition et, d’aprés le raison- 
nement de la page 4g1, on dispose de 3s paramétres entrant 
d’une fagon linéaire et homogéne. 

Le méme fait a lieu si le point double devient un point de 
rebroussement. 


232. Courbes du quatriéme ordre sans points doubles ( genre 
trots). — Soit : 


(9) F(x, y)=0 
Véquation dune courbe du quatriéme ordre sans points singuliers. 


Il résulte des formules générales que cette courbe est du genre 3. 
L’intégrale la plus générale de premiére espéce est 


nm z ( 
Oe I ay. 
1 a dix 
f Fy 


avec trois constantes arbitraires ~, 3,77. Nous appellerons u(x, y), 
9(x, vy), (2, 7) ou simplement wu, v, w les intégrales normales 
de premiére espéce relatives a la courbe (g), et nous écrirons 
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comme il suit le tableau des périodes normales de ces mtégrales : 


ay Ay 3 bd, bs 
u TU oO 6) A B” 
p ta) ah (6) B’ Ne 
VP oO () eat A B’ B 


Si on coupe d’abord la courbe par une droite qnelconque, on 
obtient quatre points d’intersection M,, Ms, Mz, M,, de coor- 
données (2%), 971); (22, ¥2), (Ha, ¥3)) (Ha, 74). Nous appellerons 
Uy, Us, Wy, UW, les valeurs u(2x,, ¥,), U(%2, Yo), ..-, de Vintégrale 
u(x, y) en ces quatre points; de méme’;, 2, 43, 0, et 9), M2, Hs, 
, les valeurs des deux autres intégrales de premiére espéce aux 


mémes points. D’aprés le théoréme d’Abel, on a, entre ces valeurs, 


les trois relations 


Uy + Uy tg + a, = Po het TA - om B= eB 
i 8) ° 
) My Pet P3-+ 0, = Q+20t + TB"-+ mA‘+ nB, 


(Py) y+ w3-+ ow, = R + 2va04- 1B’ + mB + nB", 


ou P, Q, R sont des constantes indépendantes de la sécante 

onsidérée, h, p.,¥, 1, m, n désignant des nombres enters positifs, 
négatifs ou nuls. Pour abréger, on peut dire que les seconds 
membres de ces relations (10) sont égaux respectivement a P, Q, R, 
a des multiples des périodes preés, et les écrire 


ty + Ug Ug + UW, =P, 


(P, -+ Ua + w3-+ w,= R, 


en employant la méme notation qu’a la page 396. 

Sur les quatre points M,, M,, M,, M, on peut en prendre deux 
arbitrairement; la droite qui les joint coupe alors la quartique en 
deux autres points bien déterminés. Les équations (10) doivent 
done déterminer sans ambiguité deux des quatre points quand les 
deux autres sont donnés. L’une d’elles est done une conséquence 
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des deux autres. Ce fait que les trois équations (10) fournies par 
le théoréme d’Abel se réduisent actuellement a deux est spécial 
aux systémes de points d’intersection par des droites; cela 
tient a ce que les droites sont des courbes dont l’ordre est infé- 
rieur de trois unités a celui de la courbe. 

Si nous coupons la courbe. par une conique C,=0, nous 
obtenons hurt points d’intersection M,, Mz, ..., My; les valeurs 
des mtégrales u,v, ~ en ces huit points sont liées par les relations 


Uy Ug... + Ug=2P.+2Ant+ lA + mB" + 2B’, 
a yaa Py Pot... + P9=2Q0+2aune+ IBY+ mA’ + nB, 
y+ Wet... wge=2R+avai+ lb’+mB +-nA’, 


ou les premiéres constantes 2 P, 2 Q, 2 R sont les doubles des 
constantes qui figurent dans les relations (10). 

Sur ces huit points d’intersection, M,, M2, ..., M, on peut en 

prendre cing, M,, M;, ..., My arbitrairement; la conique passant 
par ces cing points coupe la quartique en trois points M,, My, Ms, 
bien déterminés. Les coordonnées de ces trois points sont données 
par les trois relations (11); pour les calculer effectivement, on 
aurait donc a résoudre le probléme de Vinversion qui donne, 
comme on le sait, un seul systéme de valeurs pour les coordonnéeés 
des trois points M,, Mz, M;. On peut done dire que les rela- 
tions (11) sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
les huit points de la quartique soient sur une conique. 
' Pour faire une application de ces conditions, cherchons les 
coniques qui sont tangentes 4 la quartique en quatre points M,, 
M,,M;, M,. Pour cela, il faut et il suffit que les points M;, Mg, 
M,, M; coincident respectivement avec les quatre premiers. 

Les relations (11) deviennent alors 


iy te Odie tig Dt, = DP + oer EN eB mB, 
ou, en diyisant par 2, 


) ont +1 Km B" + 2B’ 
Uy = Us + Ug uu, = P+ : ) 


aunt + 1BY4-mA’+nB 
(12) Oa eee et Pg t= O ae Fah oe OD Sas 


GES Ub Bea eA” 
fP) hy - 3 + 0, = R = ———__________-. 
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D’aprés ces équations, on voit qu’on peut prendre arbitrai- 
rement l’un des quatre points de contact, M, par exemple; les trois 
autres M,, Mz, M; sont ensuite déterminés par les équations (12). 
Une fois les nombres entiers 4, », v, 4, m,.n choisis, les équa- 
tions (12) donnent pour les coordonnées de M,, Ms, M; un seul 
systéme de valeurs qui varient d’une maniére continue quand le 
point M, se déplace sur la courbe. Donec, a chaque systéme de 
valeurs des entiers A, p, v, 2, m, n correspond un systéme de 
coniques tangentes en quatre points a la courbe, Si l’on ajoute aux 
nombres A, p., v, 2, m,n des nombres entiers pars queleonques, 
le systéme de coniques reste le méme, car cela revient a ajouter 
aux seconds membres des équations (12) des périodes simultanées ; 
P inversion donne alors les mémes valeurs pour (21, 71), (%2, V2), 
(#5, ¥3) en fonction de (x,, 7). 

I] suffit donc, pour obtenir tous les systemes de coniques tan- 
gentes en quatre points, de donner a chacun des six entiers qui 
figurent dans les relations (12) les valeurs 0 et 1.-En associant ces 
valeurs 0 et 1 de toutes les maniéres possibles, on obtient 2° = 64 
systémes de valeurs pour A, p, v, 1, m, n. Il existe donc 64 sys- 
témes distincts de coniques tangentes en quatre points a la quar- 
tique. Mais un de ces systémes, celui que l’on obtient en prenant 
i=p=) => m= w= 0, est Composéudes dr ovlessausmian 


regardées comme des droites doubles; en effet, pour cette déter- 
mination des six enters, les équations (12) expriment que les 
quatre points M,, M., M;, M, sont en ligne droite. Il n’y a donc 
que 63 systémes de coniques véritables tangentes en quatre points. 

Nous obtiendrons des résultats analogues en coupant la quar- 
tique donnée par une cubique C; = o. Il y a alors 12 points d’in- 
tersection, sur lesquels g peuvent étre choisis arbitrairement : les 
trois autres sont déterminés sans ambiguité. Les conditions néces- 
saires et suffisantes pour que 12 points de la biquadratique soient 
sur une cubique sont donc 


Uy Ug... Uy = 3P + 2ATL+ITA + mB" + nB’, 
y+ Pot... + Oy. =3Q + auri + 1B" mA'+ nB, 


(Vj = Pp Re Oy Se = 7b ee 


On pourrait, par exemple, employer ces relations a déterminer 
les systémes de cubiques ayant un contact du deuxiéme ordre en 
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quatre points : on en trouverait 3° dont un formé par les droites 
du plan comptées comme triples. 

En général, si l’on coupe la quartique par une courbe C, =o 
dordre s >3, il ya 4s points d’intersection sur lesquels 4s — 3 
peuvent étre pris arbitrairement, les trois autres étant alors com- 
plétement déterminés. En effet, le nombre N de points qui déter- 
minent une courbe de degré s est N Sees Par N—(4s — 3) 
points P arbitraires du plan et les (4s-——3) points donnés sur la 
quartique, il passe au moins une courbe de degré s; on peut choisir 
les points P de maniére que cette courbe ne se décompose pas en 
la quartique et une courbe de degré (s — 4); en effet, si cette der- 
niére circonstance se produisait, on pourrait faire passer une 


: ; s?—5s 
courbe de degré s — 4 par les points P, dont le nombre Srey ly 3 


surpasse d’une unité le.nombre des points qui déterminent une 
courbe de degré s — 4, savoir : 


(s—1)(s—4) s?’— 5s 


2 2 


Si done les points P sont pris au hasard, la courbe de degré s 
obtenue ne contiendra pas la quartique et la rencontrera en trois 
points de plus que les points donnés. 

Une fois ces 4s —3 points choisis, le théoréme d’Abel fournit 
les trois relations 


Uy = Ug + Ujs=sP, 
O; + P+ ~ Pye 5Q, 
Py a - = pp. == $R, 


ayant lieu a des multiples de périodes pres et permettant de cal- 
culer les coordonnées des trois derniers points d’intersection. Les 
constantes des seconds membres sont nécessairement sP, sQ, sR; 
car ces relations doivent étre vérifiées en particulier quand la 
courbe C, se décompose en s droites. 


233. Supposons maintenant que la courbe du quatriéme ordre 
acquiére un point double =a, y=ba tangentes distinctes. 
La courbe F(x, y) =o est alors de genre deux; il n’existe plus 
que deux intégrales distinctes de premiére espéce. Lintégrale la 
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plus générale de premiére espéce est 


f steele ae eels pm: dx 


F,. 


5 


wv 


ou % et 8 sont des constantes arbitraires, car le numérateur égalé 
a zéro doit représenter une droite passant par le point double. 
Nous appellerons u(a, ¥) et ¢(x, y), ou simplement w et 9 les 
deux intégrales normales de premiére espéce ; les périodes de ces 
intégrales relatives aux coupures @,, dy et b,, b. sont données par 
le tableau 


ay, A» b, b, 
u DTU 6) A B. 
? oO 27 t B ‘6; 


La troisicme intégrale qui figure dans les relations précédem- 
ment établies, pour la quartique sans singularités, est actuelle- 
ment remplacée par une intégrale de troisiéme espece admet- 
tant pour points singuliers logarithmiques les deux points 
analytiques distincts superposés au point double. L’intégrale de 
troisiéme espéce la plus générale remplissant ces conditions est 


: y 

ou %, 8B, y sont des constantes; cette intégrale est la limite vers 
laquelle tend lintégrale la plus générale de premiére espéce con- 
sidérée dans le n° 232, lorsque la courbe F = 0 acquiert un point 
double; elle est composée linéairement avec les deux intégrales de 
premiére espéce u et » et une intégrale normale de troisiéme 
espéce w(x, y) ayant pour points singuliers logarithmiques les 
deux points analytiques superposés au point double x = a, y = 6. 
Cette intégrale normale o(z, 7) admet une période polaire 277 et 
deux périodes D et E relatives aux coupures 6, et 6; les périodes 
relatives aux coupures a, et @, sont nulles. 

Cela posé, il faut distinguer deux cas pour l'étude des systémes: 
de points d’intersection de la courbe F = 0 avec une autre courbe, 
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suivant que la courbe sécante passe ou non par le point double, 
e’est-a-dire suivant qu’elle est adjointe ou non. 


1° Courbes non adjointes. — Soit d’abord une droite ne pas- 
sant pas par le point double; elle coupe en quatre points : M,, 
M., M;, M,; nous distinguerons, comme précédemment, par les 
indices 1, 2, 3, 4 les valeurs des intégrales wv, ¢, w en ces points. 
Ces valeurs sont liées par les trois relations 
| Uy = Us + 3 -- WU, =P + akad + lA-= mB, 
(12. bts ) Oy+ Pet 634+ 9,=Q+aunrt+lB+ mC, 


| @y + Wet O34 o,= R+2avat+ 1D -- mE, 


P, Q, Rdésignant des constantes indépendauntes de la sécante 
considerée, h, »., v, l, m des entiers queleonques. Le fait que P 
et Q sont indépendants de la sécante est évident, d’aprés le théo- 
réme d’Abel appliqué aux intégrales de premiére espéce. Pour 
montrer que KA est également indépendant de la droite sécante, il 
faut se reporter 4 ce qui a été dit du théoréme d’Abel pour une 
intégrale de troisiéme espéce devenant infinie en deux points 
superposés en un point double (n° 185). 

Les relations (12 brs) sont done établies. L’une de ces relations 
doit étre une conséquence des deux autres, car, deux des quatre 
points M, M,, M;, M, pouvant étre choisis arbitrairement, il ne 
peut exister entre eux que deux relations distinctes, Mais on peut 
préciser et affirmer que les deux premiéres relations (12 bis) 
donnent les conditions nécessaires et suffisantes pour que les quatre 
points sozent en ligne droite : en effet, M, et M, étant choists, ces 
deux relations donnent, pour M, et Mg, un seul systéme de valeurs. 
La troisiéme relation (12 bis) est donc une conséquenée des deux 
premiéres. Ce fait exeeptionnel d’une équation surabondante ne se 
présente plus quand on coupe par des courbes d’ordre supérieur 
a un. 

. Par exemple, coupons par une conique C, ne passant pas par le 
point double : nous aurons huit points d’intersection, dont cing 
arbitraires. Les valeurs des intégrales uw, ¢, o en ces huit points 
sont liées par les relations 

| Uy Uy... Ug = oP + praia 0A + mB, 
(13) { Oy Py-b... + Op 2Q + aunt 1B + mG, 


] By, -- We... +H wg =—AR+aver+ ID mk, 
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les premiéres constantes des seconds membres étant 2P, 2Q, 2R, 
comme on le voit, en supposant que la conique C, se décompose 
en deux droites: Ces équations (13) donnent les conditions néces- 
saires et suffisantes pour que huit points de la quartique soient 
sur une conique. Pour calculer, 4 laide de ces relations, les coor- 
données de trois des points quand les cing autres sont donnés, on 
doit résoudre le probléme d’inyersion généralisé (n° Due 
Comme application, cherchons encore les systémes de coniques 
tangentes en quatre points M,, M,, M3, M, a la quartique; nous 
aurons, 
coincident respeclivement avec les quatre premiers 


en supposant que les quatre autres pots M;, M,, M,, Ms 


Ot a ee 


lly + Ue + Ug-+ U, = P+ ) 


y) 
aunt +lB+ mG 


(14) ( (Oe ere i et ae Py = = SER Fehon aS 


@) s+ W.-W; wo, = RR 22 F uot 2 Stee . 
\ 2. 

Pour obtenir tous les systemes de coniques tangentes en quatre 
points, il suffit de donner aux cing entiers 4, », v, ¢ et m les 
valeurs o et 1 associées de toutes les maniéres possibles; c’est ce 
qu’on verrait comme plus haut (p. 497), car les valeurs de M,, 
M2, M; déduites des relations (14) en fonction de M,, ne changent 
pas quand on augmente ou diminue un quelconque des cing 
entiers d’un nombre pair; il y a done 2° = 32 systémes de coniques 
distincts; mais.’un d’eux, celui qu’on obtiendrait en prenant 


hK=pa=v—l—m=o, 


se composant des droites du plan regardées comme doubles, il y a 
31 systémes de coniques proprement dites tangentes en quatre 
points a la quartique. 
Si lon coupe la biquadratique par une courbe C, d’ordre s, non 
adjointe, on voit de méme que les coordonnées des 4s points d’in- 
tersection sont liées par les trois relations nécessaires et suffisantes 


Uy Ug... Uys = oP + aher+ lA + mB, 
Ppt Pet... Py = SQ + apat+ 1B+ mC, 


OP Sy epee he avy Aen ALY ap Hl ye 
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2° Courbes adjointes. — Quand on coupe la quartique par 
une courbe passant par le point double, ce point compte pour ur 
dans le nombre des points nécessaires pour déterminer la courbe 
sécante, mais il compte pour deux dans le nombre de points d’in- 
tersection de la courbe avec la quartique. D’autre part, l’inté- 
grale w devient infinie aux deux points d'intersection confondus 
avec le point double et la somme des deux valeurs de lintégrale o 
en ces deux points doit étre regardée comme indéterminée. Les 
relations précédentes doivent alors étre modifiées. Mais cette modi- 
fication est des plus simples: elle consiste a effacer la derniére 
relation, celle qui contient Vintégrale w et a ne conserver que les 
deux premiéres. ' 

Coupons @abord par une droite issue du point donble; sorent 
M; et M, les deux autres points ot cette droite coupe la courbe, 
U1, Uy et 4, 2 les valeurs des intégrales wu et » en ces points, wet 
u', »’ ete’ leurs valeurs aux deux points analytiques superposés 
au point double. Le théoréme d’Abel pour les intégrales de pre- 
miére espéce s’applique toujours et donne 

: i Uy + Uy = Pi+-oahntt JA + mB, 

pay i Py b= Q'+- Vunt+ 1B + mB, 
P’ et Q’ désignant les constantes P — wv’ — wu” et Q — v' — 9”. Ces 
relations (15) doivent se réduire 4 une, car un des points M, et Mg 
peut étre choisi arbitrairement. On a encore la un cas oti le pro- 
bléme de l’inversion est indéterminé. 

Si Pon coupe par une conique C, passant par le point double, 
celle conique coupe en six points distincts du point double entre 
lesquels ont lieu les relations 
a ( Uy) Ue+...- ug = P+ P+ ont + JA + mB, 
us) ( oyt vy+... + p= V4 QO+ 2nrt+I1B+ mC. 

Sur ces six points, quatre peuvent étre choisis arbitrairement ; 
les deux autres sont déterminés par les équations (16) en vertu du 
probléme d’inversion. On a donc obtenu les conditions néces- 
satires et suffisantes pour que six points de la courbe soient sur 
une conique passant par le pomt double. Ces conditions pour- 
ratent servir, par exemple, a déterminer les coniques passant par 
le point double et tangentes en trois points 4 la quartique. Enfin, 
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pour que 4s —2 points de la quartique soient sur une courbe C, 
Wordre s, passant par le point double, il faut et il suffit que l'on ait 


Uy Ug... Uys —9 = P’-+ (5s —1)P, 


P)e Prt Os = U4 (s=1)Q, 


234. Quartique avec deux points doubles 6 etd a tangentes 
distincles. — Dans ce cas, le genre est un; Vintégrale 


Pant By + y 
| + hr, 
: Fy 


ol a, 6, 7 sont des constantes, est de premiére espéce quand la 
droite ax-+6y-—++-y=o passe par les deux points doubles. Mais 
si #, 8, y sont arbitraires, cette mtégrale est une fonction linéaire 
de Pintégrale normale de premiére espéce wu et de deux intégrales 
normales de troisiéme espéce wet w devenant infinies, la premiere 
aux points superposés au point double 0, la deuxiéme aux points 
superposés en 0. 

L’intégrale uw admet les périodes 2z¢ et A sur les coupures a 
et b; Pintégrale w admet la période polaire 277, la période o sur a@ 
et B sur 6; w! admet de méme la période polaire 272, les périodes 0 
et C sur aet b. 

Il faudra, pour l’étude des systémes de points (intersection, 
disunguer trois cas, suivant que la courbe sécante ne passe par 
aucun point double, passe par un point double ou par les deux. 


1° Courbes ne passant par aucun potnt double. — On trouve 
comme plus haut les, relations suivantes en distinguant par des 
indices les valeurs des intégrales uw, wo, wo aux points d’inter- 
section. 

Drottes sécantes : 


Uy += Us Uy + Uy = Po hat TA, 
w, + BD, + wa + w, = O+ aunt + 7B, 
W) + By + wy, wo, = R+2vaet+ UC, 


‘ 


ot P, Q, R sont des constantes, A, p.,v, / des entiers. Ces relations 
se réduisent a deux. 
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Coniques sécantes : 


Uy + Up... Hug =—2P -okni + 1A, 
Bi ++... + we 2Q+ apai+ IB, 
@, +we-+ ... +o, = 2R+ avar+ IC. 


Cherchons, par exemple, les coniques tangentes en quatre 
points. Comme actuellement il n’y a plus que quatre entiers 2, p, 
v, 1, on trouve 24—1==15 systémes de coniques véritables tan- 
gentes en quatre points. 


2° Courbes passant par un des points doubles 3. — Ilya 
alors une relation de moins entre les points d’intersection et deux 
de ces points sont situés au point double 0’. La relation qui con- 
tient Pintégrale ow! n’a plus de sens. Il reste alors les relations sui- 
vantes, dans lesquelles P’ et Q’ désignent de nouvelles constantes. 
Droites passant par 0’: 


Uy + Uy = P+ oAnt+ZA, 


BW, + B.= Q’+ oaurt-+ LB. 


Ces relations se réduisent a une. 
Coniques passant par 0: 


(Mp ee Pa ee ies a ie hues on 


H+ Wet-... + we= OW + Q+aunt—+ LB, 


et ainsi de suite. 


3° Courbes passant par les deux points doubles 6 et 0. — \I 
n’y a plus alors qu’une relation entre les points d’intersection : 
c'est celle qui est donnée par Vintégrale de premicére espéce. 


Coniques passant par 6 et 0, — Elles coupent en quatre 
points yariables dont trois arbitraires; ces quatre points sont és 
par la relation 


(17) Wi Uy ug, SP Sat Uk. 
La constante est nécessairement P, car la relation doit étre 


vérifiée en particulier si la conique se décompose en deux droites, 
l'une joignant les deux points doubles et l'autre quelconque ; elle 
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doit done étre vérifiée par quatre points en ligne droite. La rela- 
tion (17) ainsi obtenue est nécessaire et suffisante pour que les 
quatre points soient sur une conique passant par o et 0’, car elle 
donne une seule position pour M, quand My, My, M, sont choisis 
arbitrairement. 

De méme, une cubique passant par les deux points doubles 
coupe la courbe en 8 points variables dont 7 peuvent étre choisis 
arbitrairement, le huitiéme alors étant terminé et unique, Ces 
huit points sont liés par la relauion 


Wy Uy... + Ug = 2P + 2ahnt+lA, 


ot la constante est 2P, car la relation doit étre vérifiée quand 
la cubique se décompose en trois droites dont une joignant les 
points 0 et do’. 

On vérifiera en général que, si une courbe CG, d’ordre s passe par 
les deux points doubles, elle coupe la quartique en.4s— 4 points 
dont 4s — 5 peuvent étre choisis arbitrairement; ce raisonnement 
est identique a celui de la page 491. Les valeurs de uw aux 4s — 4 
points sont liées par la relation nécessaire et suffisante 


Uy Uy. Uys = (8S —1)P + 2Ant + UA. 


235. IL nous reste a examiner le cas simple ot Ja courbe a trois 
points doubles a tangentes distinetes; elle est alors unicursale : 
les coardonnées d’un point de la courbe s’expriment en fonctions 
rationnelles d’un paramétre ¢, de telle fagon qu’a chaque point de 
la courbe corresponde une seule valeur de ¢ et réciproquement. 
Lacourbe étant du genre séro, il n'y a pas d’intégrale de premiére 
espéce correspondante. 

Soient ,, 42, 93 les trois points doubles; a,,b, les deux valeurs 
de ¢ qui donnent le point 0,; a2, by et a3, a; celles qui-donnent les 
points 02 et 03. SiQ (a, y) = 0 désigne l’équation de la droite dy 43, 


Vintégrale 
(a2, ") O uU.Yv 
a2, y)= ib ae 
Har x9) x CGS) 


est une intégrale de troisiéme espéce admettant pour points singu- 

liers logarithmiques les deux points superposés au point double 0,. 
5 ae 24 7 PT 

Si done on l’exprime en fonction de t, en y remplagant x et y par 


/ 
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leurs expressions en f, on doit trouver 
(18) Wie, Vv lLoe 


Cette intégrale n’a plus qu'une période polaire 2710. 


1° Intersection avec des courbes ne passant par aucun point 
double ; 

Appelons ¢,, ¢2, ¢3, ¢, les valeurs du paramétre correspondant 
aux quatre points d’mtersection (x1, 7,1), (%2, ¥2), (La, Xs); 
(2, ¥,) de la courbe avec une droite; daprés le théoréme d’Abel 
appliqué aux intégrales de troisiéme espéce, la somme 


D(a; Vv) + Wr, Yo) + (43, V3) + W( 2, Ys) 


aune valeur constante indépendante des coefficients de la droite 
considérée; la partie logarithmique disparait, car les points singu- 
liers logarithmiques de w(x, v) sont superposés au point double. 
Remplacant dans cette somme o(a,, V1), .-- par les valeurs 
urées de (18), on a une relation de la forme 


ty Oy 


—a 
(19) log —— — + - log = ~ log ———— 
to— by ts-— 04 Ci Os 


= Ki-+ 27,70, 


K, étant une constante et ny un entier quelconque. La considé- 
ration des deux intégrales de troisiéme espéce devenant respecti- 
vement infinies aux points superposés en 0, et 0; donne de méme 
les deux relations 


t;— ae tx— Go t,— Go 2 

log = lor — Sha BS oye ee oy Opec 

ss °t— bs ° ty— by feel On Ope 
(19’) : 

los We 8 log pee lo rs K 2N3 KU. 

Be St LOS = Ko 2371 

-t— bs 2 ts— bs +s i bs c : : 


Ces trois relations (19) et (19) se réduisent nécessairement a 
deux, car deux des points dintersection d’une droite avec la 
courbe peuvent étre choisis arbitrairement; les deux autres sont 
alors déterminés sans ambiguité. Donc, ¢; et ¢, étant pris arbi- 
trairement, les valeurs de ¢, et ¢, tirées des deux équations (19’) 
doivent vérifier (19), ce qui exige l’existence des relations entre 
les constantes K,, Ky, K, et les quantités'a@,, b,, a2, b2, a3, b3. Cer- 
taines de ces relations s’obtiennent immédiatement; par exemple, 
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la droite 4,03, joignant deux des points doubles, rencontre la 
courbe aux points 


l; = Qs, tg= bo, t3 = @3, t,= bs; 


ces valeurs doivent donc vérifier l’équation (19); en écrivant ce 
fait, on a l’expression de K, en fonction de @,, b;, dz, bz, a3, b3. 

Ces équations (19) et (19'), dans lesquelles ¢, a une valeur arbi- 
traire, fournissent done un exemple du cas ot le probléme d’in- 
version généralisé est indéterminé, car ces trois équations ne 
déterminent pas ¢,, ¢:, ¢3;; om peut encore y prendre arbitrai- 
rement une de ces quantités. 

On verra de méme que, si huit points de la courbe ¢,, fe Rene 
sont sur une conique, on a 


t— a, ly— ts ay = 

log ———_~ _ + log ——— log ———- = 2K,+ 27, x2, 
t,;— 6, ~ fy b, t3 — b, 

t;— Ag to — Ma t3 — Ao : 2 

(20) < log = log ——— +. log ——}|} = 2K.+ 2nord, 
pbs to— Os i ts — by 

t; — a3 2— As tg — G3 = . 

log log . + log ——— = 2K3 + 2ngxt. 
ie i= 03 ts— bs 


Les trois conditions (20) sont les conditions nécessaires et 
suffisantes pour que huit points de la courbe soient sur une 
conique; elles sont nécessaires, comme nous venons de le your : 
elles sont suffisantes, car cing des points ¢,, t;, ¢¢, ¢7, ts étant 
choisis arbitrairement, la conique de ces cimq points coupe la 
courbe en trois autres points bien déterminés, et ces trois points 
coincident nécessairement avec les points ¢,, f2, t; définis par les 
équations (20), qui donnent pour ¢,, tf), ¢; un seul systéme de 
valeurs. 

Appliquons, par exemple, ces relations a la détermination des 
points d’inflexion. 

Pour un point d’inflexion ¢ on a, en coupant par la tangente 
@inflexion, tg = ¢; = 1, = ¢t. Done les équations (19') donnent 


— t fs . 
3 idig = + fog, —— KE eno et 
= t— bs ie ty — Os aie F : 
t— a: 7, — G3 2 : 
Boo = agp es a cl marie 
D b D b 3 3 
tb 04 ty— 03 


Si l'on passe des logarithmes aux nombres, et si l’on élimine ¢, 
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entre les deux équations linéaires en ¢, ainsi obtenues, on a une 
équation du sixiéme degré en ¢ : il y a done six points d’mflexion. 

Appliquons de méme les relations (20) a la détermination des 
systémes de coniques tangentes en quatre points de paramétres £,, 
lz, ¢3, ¢;. Les relations (20) deviennent 


Fa t,— a): ly— &k 
{ 21) log 2S" log aw 
‘ t,— by. ty — by, 
lz;— Ap i t,— Oy K b 
og —— —- log ———— = h YANERE, 
Sa b;. Se bj. : : 


ou k=1, 2, 3. Ces formules montrent que ¢, peut étre pris arbi- 
trairement: ¢,, fo, ¢3 sont alors déterminés. On obtiendra huit 
systémes différents de coniques quadruplement tangentes en don- 
nant a 4, M2, 73 les valeurs o et 1 associées de toutes les maniéres 
possibles. Mais la combinaison 


ly = Ig = Nl = O 


donne des groupes de quatre points en ligne droite; c’est une 
solution fournie par les droites du plan regardées comme doubles. 
Il ne reste donc que sept systémes de coniques tangentes en quatre 
points. 

On obtiendrait de méme les trois relations nécessaires et sufhi- 
santes pour que douze points de la courbe soient une cubique’ ne 
passant pas par un point double, et lon pourrait en déduire les 
cubiques ayant en trois points un contact du troisiéme ordre, ou 
en quatre points un contact du second ordre, ete. 


2° Courbes passant par un ou plusieurs points doubles : 

Si une courbe sécante passe par un point double, il y a entre 
les points d’intersection une relation de moins, celle qui contient 
Vintégrale de troisiéme espéce infinie au point double. 

Si la courbe passe par deux points doubles, 11 disparait les deux 
relations contenant les intégrales de troisiéme espéce devenant 
infinies en ces deux points: il ne reste done alors qu'une relation. 

Par exemple, une conique passant par deux points doubles 
coupe la courbe en quatre points variables, dont trois arbitraires. 

Si la courbe sécante passe par les trois points doubles, il.n’y a 
plus aucune relation entre les points d’intersection. Ainsi une 
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conique passant par les trois points doubles coupe la courbe en 
deux points variables que lon peut prendre arbitrairement. 


Remarque. — Si certains des points doubles devenaient des 
rebroussements, il suffirait de remplacer Vintégrale de troisiéme 
espéce devenant infinie au point double par l’intégrale de seconde 
espéce admettant le point de rebroussement comme pole du pre- 
mier ordre. 


236. Laissant de coté le probleme de la détermination des tan- 
gentes doubles des quartiques ('), probléme qui, pour étre traité 
dans, le cas général, exigerait l'étude préalable de certaines pro- 
priétés des fonctions abéliennes, nous allons nous occuper main- 
tenant d’un autre probléme qui a joué un grand réle dans le 
développement des théories géométriques au siécle dernier. 


Considérons une quartique a deux points doubles distincts 0 etd’. 


et une ligne polygonale inscrite 
Po, Qo; lee Qi, P2, Qo, 


dont les cétés passent alternativement par les points 6 et 0’; cette 
ligne est done déterminée sans ambiguité par le sommet initial Po. 
Cherchons a quelles conditions cette ligne sera fermée. Le fait 
peut se produire de deux maniéres : ou bien le premier sommet 
gui coincide avec Py est un sommet de méme nom, P,; le poly- 
gone obtenu sera dit de la premiére sorte et aura 27 cétés, ou 
bien le premier sommet qui coincide avee Py est un sommet Q, 
soit Q,_;, et le polygone obtenu, dit de seconde sorte, aura 
27 —1 cotés. : 

Occupons-nous d’abord des polygones de la seconde sorte. 
Effectuons sur les sommets en coincidence, P, et Q,_,, successi- 
vement les opérations S et T qui consistent 4 remplacer un point 
de la quartique par le second point d’intersection avec celle-ci de 
la droite qui joint le premier a0 et a0’ respectivement. Comme S 
et T sont des opérations inyolutives, c’est-a-dire identiques a leurs 


(1) Nous renverrons le lecteur désireux d’approfondir cette question a la pre- 
miere édition de ces Lecons (§ 232), ainsi quwaux Lecons sur la Géometrie, de 
Clebsch-Lindemann. Voir aussi les Lecons sur les fonctions modulaires, de 
Klein et Fricke (t. II, Chap. VI, . 509). 


oe 
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inverses, on voit successivement que P,—, coincide ayec Q,, 
Oe avieest 4. Pats avec Ope... Py avec Oar 

Sin = 2p, on voit que P, coincide avec Qy_,. Sila courbe est 
du genre 1 et n’a pas, par conséquent, de point double distinct 
de 6 et de 0’, la coincidence en question ne peut avoir lieu que si 
ce point est un point de contact d’une tangente menée par 0! ala 
courbe. La suite de sommets est alors 


Po: Qo; . leans Q., a wists Pi Qu. 13 Qs, 1) Py 1) sary 


et lon obtient en réalité une ligne ouverte parcourue deux fois en 
sens contraire, avec un cété évanouissant a l’extrémité Oe ; 
Sin=2p-+1, P, coincide avec Qy, et par suite, avec un point 
de contact d’une tangente issue de S. On aura alors la suite de 
sommets 


Po, Qo, P,, Qi, eodinty Qu, =) Py, Pu, Qu-1, Pye, 
Q:, Pay Q Po, 


X09 


c’est-a-dire une ligne polygonale de méme nature que dans le cas 
précédent. Les polygones de la seconde sorte ne sont done pas de 
véritables polygones fermés. Au contraire, les polygones de la pre- 
miére sorte sont des polygones a sommets en général tous distincts 
comme nous le verrons dans un instant. 

Remarquons enfin que sila quartique posséde un point double 6” 
distinct ded et 0/, ce point coincide avec ses transformés par S et T 
et constitue ainsi un polygone de la premiére ou de la seconde 
sorte réduit a un point. 

Etudions maintenant les polygones de la premiére sorte. Si la 
quartique est de genre 1, et si l’on désigne par wu; et ¢; les valeurs 
d'une intégrale abélienne de premiére espéce aux points P; et Q,, 
on a les relations 


uj ¢j7= 0b, Ujay + Pp = C 


qui résultent comme on ]’a vu de application du théoréme d’Abel 
et expriment analytiquement les opérations S et T, le signe = 
exprime l’égalité a des multiples prés des périodes. On peut 
choisir l’'intégrale de maniére que la constante b soit nulle. On a 


alors 
(== 7, Ua = 6 -- Uj. 
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On aura un polygone de la premiére sorte et de 27 cOtés si 


CT — lly, 
c’est-a-dire si 
nce=o, 


autrement dit si ve est une période de l’intégrale : condition indé- 
pendante de la valeur inttiale wo. Si elle est remplie et si n est le 
plus petit enter positif pour lequel elle a lieu, un point pris au 
hasard sur la courbe sera le sommet d'un polygone de la premiére 
sorte et dont les sommets seront tous distincts, car on n’aura jamais 


Ujp= Upsg 
sip et p-- g sont inférieurs an, ni 
? 
Un = Op ig =— Up+g 


Si Uy est pris au hasard. 

Remarquons que les polygones de la seconde sorte dérivent 
comme on l’a vu des points de contact des tangentes issues de 3 
eto, points qui s’obtiennent en posant 


2U 


lh 


0, 


Hu 


3.0 == ¢. 


et le nombre des solutions distinctes de chacune de ces con- 
gruences est égal a 4. 

Supposons maintenant que la quartique ait un point double. I 
résulte, soit de Papplication du théoréme d’Abel pour les inté- 
erales de troisiéme espéce, soit plus simplement des remarques du 
paragraphe 135 sur les transformations birationnelles en elles- 


mémes des courbes unicursales que les opérations S, T, ainsi que .° 


leur produit équivalent a des substitutions linéaires effectuées sur 
la variable ¢ en fonction de laquelle les coordonnées d’un point de 
la courbe s’expriment rationnellement et d'une maniére propre. 
Si a et -6 sont les valeurs de ¢ correspondant aux deux points 
superposés en 0’, il est clair que S et T permutent chacune « et 6 
puisqu’elles échangent les deux branches de courbe qui y passent; 
par suite, ST et TS laissent ces points invariants. TS équivaut 


done ala substitution 
ty % 3 ly— % 
TN apa mt Seen 


A$ 
re 
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dou 


tn — & ty— @ 


a 


fo 
tp 5 Oe 


Pour que lon obtienne un polygone de la premiére sorte et 
de 2n cotés a partir du point initial Py, de paramétre ¢,, il faut 
done et il suffit que lon ait 

enh 


en laissant toutefois de cété les solutions ¢ = a, t = 6 qui donnent 
un polygone réduit au point double 0”, solution sans imtérét. Si 
cette condition est remplie, on peut prendre ¢) arbitrairement, et 
le polygone construit se ferme de lui-méme aprés 27 opérations. 
Sinon, tl n’y a pas de véritable polygone fermé répondant a la 
question, mais seulement des polygones de la seconde sorte qui se 
construisent a partir des:points de contact des tangentes menées 
par 0 et 0’ a la courbe; les paramétres de ces points sont les racines 


des équations 
GE S.C0): = Ete 


S(¢) etT(¢) étant des fonctions homographiques qui représentent 
les substitutions équivalentes aux opérations géométriques de 
méme nom. Ces équations ont chacune deux racines, en général 
distinctes. 

Si 0” était un point de rebroussement, l’équation qui définit TS 
devrait étre remplacée par 


i I 


o—% ta 
> . 
dow 
I Le 
fn — @ fo —& 


Dans ce cas, on n’aura jamais ¢, = fy, et il n’y a pas de polygone 
répondant a la question. 

On peut enfin examiner le cas ot la quaruque ayant un qua- 
triéme point double se décompose en un systéme de deux coniques ; 
Ja question est d’un caractére tout a fait élémentaire, les relations 
entre les paramétres ¢;, 9; des points P; et Q; pouvant alors étwe 
ramenées a la forme 


6;= ti, tap y= Ki; 
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ou dans le cas de contact des deux coniques en 0’, 
OF eentr. trys tjth. 


Dans le premier cas, la condition de possibilité est toujours 
que k soit une racine n'™° de Punité; dans le second cas, il ya 
im possibilité. 


237. On raméne bien facilement au probléme précédent le pro- 
bléme classique de Poncelet, qui consiste a trouver un polygone 
de n cotés inscrit dans une conique donnée et circonsecrit a une 
autre conique. Soient # un paramétre au moyen duquel les coor- 
données d’un point de la premiére conique C.s’expriment ration- 
nellement et y un paramétre par lequel les coordonnées d'une 
tangente a la seconde conique C’ s’expriment rationnellement. La 
condition pour qu’un point x se trouve sur une tangente y sera 
évidemment du second degré par rapport 4 chacune des variables x 
et y puisque chaque tangente y coupe C en deux points x et que 
par tout point x on peut mener deux tangentes y; le degré en x ou 
en y ne s'abaisse jamais si les coniques C et C’ ne sont pas éya- 
nouissantes, et la relation obtenue 


EN Gatiae) =ac0: 


? 


considérée comme une équation cartésienne, est l’équation d’une 
ecourbe du quatriéme degré ayant deux points doubles a Vinfimi 
dans les directions des axes. Si CG et C’ sont tangentes en un 
point (£9, %o), a la valeur x= x,y correspond la racine double 
Y=Yo, et de méme a la valeur y= yo, correspond la racine 
double «= 29, ce qui exprime que (Zo, 7’) est un point double 
de la quartique S qui devient unicursale; la réciproque est dail- 
leurs exacte. Si C et C’ sont bitangentes, T ayant quatre points 
doubles se décompose en un systéme de deux coniques. 

A un point d’intersection de C et C’ associé avec la tangente 
en C’, correspond sur V le point de contact d'une tangente paral- 
léle a axe des y et réciproquement; a une tangente commune a C 
et C’, associée avec son point de contact sur C, correspond sur T 
le point de contact d’une tangente paralléle a l’axe des x et réci- 
proquement; il y a seulement exception dans le cas du contact 
de C et C’ comme on vient de le voir. 
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Ces remarques faites, 4 tout polygone inscrit dans C et cir- 
conscrit a C’, correspond un polygone7inscrit dans I, de l’espéce 
étudiée au paragraphe précédent et dont les cdtés sont alternati- 
vement paralléles aux deux axes, un cété du premier correspon- 
dant 4 deux sommets consécutifs du second; ces polygones seront 
fermés en méme Lemps. Si Il’ est un polygone fermé de la pre- 
miére sorte inscrit dans I et de 27 sommets, tout point de [ peut 
étre choisi comme sommet dun tel polygone; il lai correspond 
dans le plan des deux coniques un polygone If de n sommets satis- 
faisant aux conditions du probléme et dont l'un des sommets peut 
étre pris arbitrairement sur C; mais un tel polygone n’existe que 
s'il existe entre les coefficients des équations de C et de C’ une 
relation, naturellement invariante pat une transformation homo- 
graphique. Si cette condition n’est pas remplie, il n’existe 
qu'un polygone Il’ de la seconde sorte auquel correspond dans le 
plan des coniques un polygone analogue formé d’une suite. de 
célés parcourus deux fois en sens inverse et qui s’obtiennent, soit 
a partir dun point d’intersection de C et C’ (n pair), soit a parur 
du point de contact d’une tangente commune (7 impair). Ces 
résultats subsistent si les coniques sont tangentes ou bitangentes. 
En laissant de cété les polygones de la seconde sorte qui sont sans 
intérét, ainsi que les polygones réduits a un point dans le cas du 
contact, on peut done dire qu'il n’y a en général aucun polygone 
répondant a la question, mais que sil y en a un, il y en a une 
infinité, 


238. Les cas particuliers que nous avons traités montrent 
comment le théoréme d’Abel donne les conditions nécessaires et 
suffisantes pour qu’un systéme de points situés sur une courbe 
donnée d’ordre m soit le systéme complet des points d’intersection 
de cette courbe avec une courbe d’un degré donné. Si la courbe 
n’a pas de points doubles, les conditions seront exprimées 4 l'aide 
d'intégrales de premiére espéce. Sil y a des points doubles, i 
faut employer, en outre, des intégrales de troisiéme espéce deve- 
nant infinies respectivement aux points superposés aux points 
doubles. S’il y a des rebroussements, ces intégrales de troisiéme 
espéce sont remplacées par des intégrales de deuxiéme espéce ayant 
respectivement les points de rebroussement comme péles du pre- 
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mier ordre. Quand la courbe sécante passe par des points doubles 
ou de rebroussement, les relations qui contiennent les intégrales 
correspondantes disparaissent. Enfin, si le degré de la courbe 
séeante est inférieur ou égal a m— 3, les relations fourmies par 
le théoréme d’Abel de la facon que nous venons d’indiquer ne sont 
pas toutes distinctes. On peut étendre le champ de.ces applica- 
tions du théoréme d’Abel en examinant ce qui se passe quand la 
courbe sécante passe constamment par un point singulier de Pin- 
tégrale; la relation d’Abel, appliquée par exemple a Vintégrale 
normale’ de troisiéme espéce, conduit a une indétermination mais 
il est possible de lever cette indétermination en faisant une hypo- 
thése supplémentaire sur la lot de variation de la courbe séeante. 
Imagimons que la courbe f= o ait une branche simple imfini- 
ment voisme de A et, qu’a la limite, quand cette branche passe 
par A, la tangente soit distincte 4 la fois de la droite AA, et de la 
tangente & F =o; soient m,(E,, ,) et pi (E,, ",) les points de 
rencontre, infiniment voisins de lorigine, de la courbe variable 
avec la courbe fixe et la droite AA,. La droite m,p, rencontre la 
courbe F =o en (m—1) points (E;, 1,) autres que py. Ona a 
la fois : 


FTLTL ue 


f! : rf! 
. fia fa if 
w(€), q.) + w(&, qi) = log log =——— + nC 
| Dabs we eae PEP 
5 


1 
3 (hm) + >) BCE a) = log: 


dot, en retranchant membre a membre, 


Il est facile de démontrer qu’a la limite la droite p,m, devient la 
tangente en Aa la courbe f = o. Si la tangente en A a cette courbe 
est fixe, le second membre de la relation a une valeur limite fixe 
et finie; il en est de méme du premier et on obtient une relation 
de méme forme que dans le cas général, le point de rencontre fixe 
A étant éliminé, On verra comme au paragraphe 194 qne la rela- 
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tion obtenue s écrit : 


) Of 
mn Ghee b yl b eke 
NV c \ 0a t 1) Ob 5 
w(§;, A;) = log : - aK, 
pe ‘ JT (a, by) 
On a dailleurs 
FL 
r Sal , 
K == (mn —1)C Sa (E!, nie) 
et : 
of of 
— + ob = OC, 
0a ” Ob ” 


x et & étant les paramétres directeurs de la tangente en A a la 
courbe fe 

On pourra examiner comment doit étre modifiée cette formule 
dans ‘divers cas que nous avons laissés de cdté, par exemple celui 
ou la droite AA, est tangente en A a F = 0, celui ot A et A, sont 
superposés en un point double de F = o. Prenons ce dernier cas; 
le théoréme d’Abel nous donne quand la courbe sécante ne passe 


pas par ce poimt double (§ 189, 1°) 


ALN 

ey ae 
N w (&;, Ki ys= ek. 
famed 


1 


Si les points (£,, 7,) et (29, 42) sont infiniment voisins du point 
double, sur les deux branches respectivement, on a en coupant 
par la droite qui joint ces deux points 


ye 


~~ i y 1 
w(Ei, G.) + wes, qo) - S w(E,-4;) = CG; 


LN NL 


SS wo(&;, qi) =(r—r)G - w(e;, tH; ) 
: | 


3 


En faisant tendre la courbe sécante. vers une courbe limite con- 
tenant le point double avec une tangente détermmée, distincte 
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des tangentes a F = 0, on obtient 


K étant fixe, sila tangente au point singulier est elle-méme fixe. 
On déduira de la, par exemple, la condition nécessaire et suffi- 
sante pour que quatre points d’une cubique a point double soient 
une conique passant par le point double et ayant une tangente 
donnée en ce point. 
Cette relation sera, avec les notations du paragraphe 231, 


= & 
= CONMSES 


De méme les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
quatre points d’une quartique de genre 1, a deux points doubles 0 
et 0’, appartiennent a une conique d’un faisceau linéaire, tangente 
en 0 et 0’ a des droites fixes, est que l’on ait, avec les notations du 
paragraphe 234, 


Wj = Us + U3 —- uy = oP —H, 
BD, + By, + B3-+ wD, =2Q—K, 
SS Oe aaa Oy, =a alli. 


H, K, L étant des constantes, et ces relations déterminent le 
triplet (1, 2, 3) quand on se donne le quatriéme point. Ces rela- 
tions sont de méme forme que celles qui expriment que quatre 
points sont en ligne droite; cela tient a ce que, si les tangentes 
données aux points 0 et 0’ coincident avec la droite 0’, les coniques 
du faisceau se décomposent en la droite do’ et une droite arbitraire 
du plan. 

On pourra étendre de la méme maniére les divers problémes 
intersection dune courbe fixe avec une courbe variable que 
nous avons traités. 


239. Dans les applications précédentes, nous avons cherché 
les conditions nécessaires et suffisantes pour que ms points, pris 
sur la courbe d’ordre m, appartiennent 4 une courbe quelconque 
d’ordre s gui n’est assujettie 4 aucune condition. Le théoréme 
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d’Abel se préte aussi a |’étude des groupes de points d’inter- 
section d’une courbe donnée avec des courbes d’ordre s assu- 
jetties 4 passer par des points fixes donnés pris en dehors de cette 
courbe. 

Prenons par exemple, une cubique plane sans point double et 
coupons-la par des droites passant par un point fixe A non sitné 
sur la cubique. Une de ces droites coupe la courbe en trois 
points M,, M2, Ms; un de ces, points étant choisi arbitrairement, 
les deux autres sont déterminés : il y a donc deux relations dis- 
linctes entre les trois points analytiques M,, M., M;. Nous les 
obtiendrons comme il suit : d’abord en appelant wu l’intégrale de 
premiére espéce attachée a la cubique, et w,, U2, Us les valeurs de 
cette intégrale aux points M,, My, My, onala relation déja indiquée 


(34) y+ Uy + U3 = P+ mo + mo’, 


3 


qui exprime que les trois points sont en ligne droite. Menons 
ensuite par A une sécante déterminée AN,N.,N; et appelons 
a(x, y) Vintégrale de troisiéme espéce ayant pour points singu- 
liers logarithmiques les points N,, N.. La somme o,-+o,-+o; 
des trois valeurs de w aux points M,, Mz, M3, ot une droite variable 
f =, passant par A, coupe la courbe, est constante. En effet, soit 
= 0 une seconde droite, passant par A; la somme w; + @2-+ 3 
est laméme pour les deux droites /= 0 et VW = 0, car, dans le fais- 
ceau f + p. ‘VY =o, il y aune droite passant par les points critiques 
logarithmiques de Vintégrale w, a savoir la droite AN,N,N, 
(n° 189). On a donc une nonvelle relation 


(35) @,-+ Wy4+ w= Q +. 2Ant + mQ+ mA, 


& et 2 étant les périodes de o correspondant aux mémes coupures 
que » eto’ pour uw, 

Voici un deuxiéme exemple. 

Soient une conique fixe F(#, y) =o et deux points fixes A et B 
non situés sur la courbe. Une conique quelconque passant par A 
et B coupe F = 0 en quatre points dont trois peuvent étre choisis 
arbitrairement; il y a donc une relation entre ces quatre points : 
cette relation est fournie parle théoréme d’Abel. Soient N; et No les 
deux points fixes ot la droite AB coupe la conique; formons Vinté- 
erale de troisiéme espéce u(x, y), relative AF (x, y) = 0, admettant 
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comme points singuliers logarithmiques les deux points N, et Ny. 

La somme o,-+o,.-+ 03+ a, des quatre valeurs que prend o 
aux quatre points d’intersection de F = 0 avec une conique f = 0 
passant par les deux points A et B reste constante quand cette 
‘conique varie. En effet, si l’on considére une deuxréme conique 
) =o passant par les poimts A et B, la somme ow, + 02 -+ 03 -+ @, 
est la méme pour les points d’intersection de F =o avec les 
deux coniques f=o et bo, car dans le faisceau f+ pb=o, 
il se trouve une conique passant par N, et Ny. Si l’on exprime 
les coordonnées d’un point de la conique F=o en fonction 
rationnelle d’un paramétre ¢, et si l’on appelle a et b les valeurs 
de ¢ correspondant aux points fixes N, et Ny, on a_ 


t—a 


t— b 


w = Log : 
La relation entre les valeurs ¢,, ¢:, ¢3, ¢; du paramétre ¢ aux 
quatre points d’intersection de F =o avec une conique variable 
passant par A et B est done de la forme 


ti; — @ ts— a 63 2 t,— @ e 
CS hoe ee lige eee 
t37— 6 te 


Log + InNzTl, 
ou K est une constante qui sera déterminée dés que Von connaitra 
les points d’intersection de F =o avec une conique particuliére 
passant par A et B. 

: * a a? y? 

Ainsi, coupons I’ellipse ot ee LS par des cercles, ¢’est- 
a-dire des coniques passant par les deux poimts circulaires a Vin- 
fini A et B. On peut exprimer les coordonnées d’un point de 
l’ellipse, en posant 

I— 0? . at 
- y= Osing, => 


I+ ¢ 


% = ACS) —@ 


1G 


¢ = tang 


La droite de l’infini AB coupe Lellipse. en deux points N, et Ns 


correspondant aux valeurs t=\/—1 et t=— \/—1. L’intégrale 
de‘troisiéme espéce avec ces deux points singuliers logarithmiques 


oe 
w= tl 
Dat 


best] 


est 
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eest-a-dire o@ =19. Soient alors 9;, 92, 93, 94 les valeurs de Q 
correspondant a quatre points de l’ellipse situés sur un cercle; 
comme la somme des valeurs de l’intégrale w en ces quatre points 


est constante, ona 


Oi + p-+ 3 0, = C-+ 27, 


ou C est une constante et n un entier. Le cercle homographique 
de Vellipse lui est bitangent aux deux sommets pour ce cercle 


particulier, on a 


24). On obtient des théorémes de géométrie, d’énoncés parfois 
assez simples, en appliquant le théoréme d’Abel a des intégrales 
abéliennes ayant une signification géométrique : aire, longueur, 
angle, etc. 

Soit par exemple F =o une courbe de degré m A directions 
asymptotiques distmetes. L’aire d’un secteur de cette courbe 
compté autour du point O, dont le choix est arbitraire, est 


Mis) = ady—y dx = xy » fy ax. 


Crest une intégrale abélienne relative a la courbe, devenant 
infinie seulement a l’infini. Une branche infinie de la courbe étant 


représentée par 
; ; " ” 3 
4) = KL Po 7 =} = 3 
on aura 
ds 4 2. f me) 
ya eee a ere ’ 
dx x x 
36 
S=c—$32—27loga + — + 


S est donc une intégrale du type ¢(2, y) envisagé au para- 
eraphe 194. 

Si done l'on considére une seconde: courbe F’= 0, ayant les 
mémes points a l’infini que la premiére et ayant avec elle un con- 


tact du second ordre en chacun de ces points, les constantes 6 et 7 
Jone 
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ayant les mémes valeurs pour les deux courbes, S et S’ ont méme 
partie principale en chaque point singulier et le théoréme obtenu 
a cet endroit est applicable. Donec étant données deux courbes de 
méme degré, ayant mémes points a l’infini supposés distincts, et 
ayant en chacun de ces points un contact du second ordre, la dif- 
férence entre les sommes des aires décrites par les rayons vecteurs 
qui vont d’un point fixe aux points de rencontre de chacune d’elles 
avec une courbe variable f= o de degré n est constante 


SS yee = 18 OF 


Coupons maintenant la courbe F =o par une courbe variable 
f =0, assujettie a avoir ses n asymptotes fixes et non paralleéles a 
celles de F. f est done de la forme 


yi == AA ps < Auto Dn—2,5 


les A; étant les premiers membres des équations des asymptotes 
et G,-2 un polynome du degré n—2 au plus. Le faisceau 
linéaire déterminé par deux des courbes f content donc toujours 
une courbe de degré n — 2. Le résultat obtenu a la fin du para- 
eraphe 190 est done ici applicable, car la fonction 


est d’ordre zéro a Vinfini, tandis que la fonction désignée a cet 


: to) ea ie 
endroit par nena prend ici la forme fn - elle est donc d’ordre — 9 


y O4 F 
: ¥ ht ee a - 2 Rio, 
aux points a Vinfini de I, et par conséquent le produit F = a ses 


résidus nuls. Par conséquent la somme 


Sy 434. 2S Sian 


des secteurs limités aux points de rencontre de F et de f est cons- 
tante, c’est-a-dire indépendante des coefficients du polynome 9,,~». 
On trouvera d’autres applications analogues dans la these de 


M. Michel. 


241. Voiciun exemple des théorémes relatifs aux angles. Soient 
(2, y) = 0 une courbe fixe d’ordre m et 4 langle que fail, avec 
une direction fixe, Ox, la droite OM joignant un point arbitraire O 


q 
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x 


au point M pris sur la courbe. Le point O étant choisi comme 
origine, ona 
ady—y dx 


2 9 


tang) = nae av= 
x a2 2 


ou encore, comme 


Langle 4 est done donné par une intégrale abélienne relative a 
la relation algébrique F (x, y) = o. Cette intégrale abélienne, étant 
égale a 


n’a d’autres singularités sur la surface de Riemann que des points 
singuliers logarithmiques; elle n’a d’ailleurs qu'une période zx. 
D’aprés son expression sous forme finie, cette intégrale est finie 
en tous les points de la courbe F = 0, a distance finie ou infinie, 
excepté aux points de rencontre de la courbe avec les droites iso- 


tropes 
ANY =104 


Le théoréme d’Abel, appliqué a lintégrale @ sous la forme du 


n° 190, donne alors le théoréme suivant, que nous énoncons en 
adoptant une dénomination due a Laguerre; nous dirons que deux 
systémes de droites ont la méme orientation si la somme des 
angles que font les droites d’un des systémes avec un axe fixe, 
égale, A un multiple de x prés, la somme des angles que font les 
droites de l’autre systéme avec le méme axe. Les deux systémes 
formes par les drottes qui Joignent respectivement un méme 
point O aux points ou la courbe donnée F =o est traversée 
par deux courbes G=o et =o de méme degré ont méme 
orientation st, parmi les courbes du faisceau G+-AC'= 0, tlen 
est une qui passe par les points de rencontre de F = 0 avec un 
cercle de rayon nul de centre O (‘). Par exemple, on peut 
prendre pour C et C’ deux cercles de centre O. 

On obtient des propositions analogues en employant les coor- 


(!) Humbert, Journal de Mathematiques, 4° série, t. III, p. 356; 1887. — Micuer, 
loc. cit., p. 103 et suiy. 
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données tangentielles. Soient f(u, ¢) =o léquation tangentielle 


dune courbe algébrique et 9 l’angle de la tangente 


ux Sore a == 0 
avec axe Ox. Ona 


u ¢du—udy 
§=—arclang—, OS 
p Ua £2 
tA Uf yt efo du 
C SN eee ne 
ura? fy 


L’angle 9 est donc encore une intégrale abélienne relative a la 
relation algébrique /(u, ») =o : cette intégrale devient infinie 
comme un logarithme pour les valeurs de uw ety correspondant aux 
tangentes menées a la courbe par les points circulaires a l’infini 
u-+ivy=o et u—ie =o. On en conclut le théoréme suivant : 


Les deux systémes de tangentes respectivement communes a 
la courbe f(u, 9) =oet a deux courbes algébriques o(u, 9) =o 
el U(u, ¢) =0 ant méme orientation st, parmt les courbes du 
faisceau tangentiel go +i) =0, ul en est une qui touche les 
tangentes menées a f =0 par les points cycliques du plan ('). 


x 


Par exemple, les deux systémes de tangentes communes a une 
courbe algébrique et 4 deux courbes homofocales ont méme orien- 
tation (7). : 


242. Terminons enfin par quelques exemples relatifs aux arcs. 


Soit 
F(x, y)=0 


léquation d’une courbe algébrique. L’are o de cette courbe est 


défini par 
po Bas ee 
do = dx? + ay Vo ee ro 
y 


ds . : ; 
Comme 7, est une fonction irrationnelle de x et y, o est 
a 


donné par une intégrale abélienne relative a une relation algé- 
brique différente de F(x, y)—o. Il y a exception pour les 


(1) Humbert, loc. cit., p. 358. 
(°) Lagurrre, Comptes rendus, janyier 1865. 


Re 
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courbes que Laguerre a appelées courbes de direction (') et qui 
sont caractérisées par cette propriété que \/F’2+ F? puisse s’ex- 
primer rationnellement en fonction des coordonnées xv et y d’un 
point de la courbe. 

Supposons cette condition remplie 


VPPEEP=fle, 7); 


alors ¢ est une intégrale abélienne relative ala courbe elle-méme 
F =o. La courbe f(x, y)=o0 est une courbe adjointe, car la 
‘fonction / s’annule en tous les points singuliers de I. 

En appliquant a lPintégrale o le théoreme d’Abel, on aura des 
relations entre les longueurs des arcs de la courbe de direction 
F =o comptés depuis un point fixe jusqu’aux points ou cette 
courbe est coupée par une courbe variable d’un degré déterminé. 
Nous nous contenterons d’en indiquer un exemple élégant. 

La courbe du sixiéme ordre, qui a pour équation en coor- 


données polaires 
r3= a3 cos 30, 


est du genre un, comme étant la transformée par rayons vecteurs 
réciproques d’une cubique sans point double. Cette courbe est 
ailleurs une courbe de direction, car ona 


a’ di? 
do? = dr?-+- r2.di?= a, 
| fore 
a> d) as / 
do. —— = |, d arc tang 2, 
re w+ y ey 


La différentielle do est donc bien rationnelle en x et y. On 
vérifie en outre que o est une intégrale de premiére espéce; en 
effet, il suffit de ’exprimer en fonction de r, 


@ dr 
es 
Jar— re 76 
pour reconnaitre qu’elle est partout finie. 
Done, en appelant 7, 72, ..-,; Ton les arcs comptés depuis 


des points fixes de la courbe jusqu’aux points de rencontre de 
la courbe donnée avec une courbe algébrique quelconque C,, 


(*) Comptes rendus, t. XCIV, 1882. 
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d’ordre n, ona 

Gy -+ Oo-+...+ 5¢,= K, 
K désignant une constante indépendante des coefficients de C, ('). 
Par exemple, un cercle passant par lorigine coupe la courbe con- 
sidérée en douze points dont six a l’infini aux points cycliques, 
trois a lorigine; il en reste donc trois variables seulement A, 


Fig. 78. 


B, C; les trois ares OA, OB, OC comptés a partrr de Porigine 
dans un méme sens de circulation sur la courbe ont done une 
somme constante quand le cercle varie, et cette constante est 
nulle, car la somme s’annule évidemment avec le rayon du cercle. 
On a done en valeur absolue, en supposant que OA est le plus 
erand des arcs, 
arcOA = arcOB + arc OC. 

L’are de cette courbe a déja été étudié par M. M. Roberts 

(Journal de Mathématiques, t. X11). 


243. Lethéoréme d’Abel appliqué aux courbes gauches coupées 
par des surfaces algébriques permet également d’étudier les 


(‘) Humpert, Journal de Mathématiques, 4* série, t. III, 1887, p. 394. 


APPLICATIONS DU THEOREME D’ABEL A LA GEOMETRIE. 52 


groupes de points sur ces courbes. Par exemple, une biquadra- 
tique gauche sans point double effectif est du genre un. En appe- 
lant w Vintégrale elliptique attachée a la courbe, on a, pour les 
quatre points d’intersection de la courbe avec un plan, une rela- 
tion de la forme 


(37) Wy + Ug + U3 + US C+ mot mw’, 


m etm’ étant des entiers, » et w’ les périodes de u. La théorie 
de ces courbes est alors analogue a celle des cubiques sans point 
singulier. 

Si Pon prend, sur la biquadratique, deux points variables M, et 
M,, assujettis a la condition 


yb Ue = A+ mo + mo", 


ou A est une constante arbitraire, la droite M;M. engendre une 
quadrique passant par la courbe. D’aprés (37), les génératrices de 
Vautre systeme de cette quadrique rencontrent la courbe en 
deux points M; et M, tels que 


U3 Uy, = CG—A+ mo + m'o’, 


Remarquons que si l’on projette cette biquadratique gauche sur 
nn plan, du point de vue O, la projection est une quartique du 
premier genre, dont les points doubles sont les traces sur le plan 
des deux génératrices de la quadrique du faisceau contenant la 
courbe qui passe par O; les génératrices des deux systémes de 
cette quadrique se projettent suivant des droites passant respecti- 
vement par les deux points doubles S et S’. S’il existe un polygone 
fermé de 2n cdtés incrit dans la courbe gauche et dont les cétés 
sont ces génératrices de la quadrique Q, ce polygone sera pro- 
jeté suivant un polygone fermé satisfaisant aux conditions du 
n° 236; et réciproquement a un polygone de cette espéce ins- 
crit dans la quartique plane, correspond un polygone de l’espace 
ayant la structure indiquée. Il existe done une infinité de poly- 
eones de cette sorte s’il en existe un, ce qui exige une condition. 
On peut le vérifier au moyen des formules indiquées au début de 
ce numéro. Soient en effet wy, Us, ~~. 5Mony1 les valeurs de uv aux 
sommets d’une ligne polygonale inscrite. Si l’on exprime que 
les cotés sont, alternavement, des génératrices des deux systémes 


’ 
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de Q ona 


Ujt+U, =A, 
Us U3 =C—A, 

Ustu, = A, 

Fhe Sart atteerae : 

Usgn—1-+ Ua, =A, 
Won | + Usp = C—A, 


> . 
dow 
Usn+) = U,—oanA +n. 


Le polygone se fermera si 
Won = U4, 
‘ eye : 
c’est-a-dire si 
n(G—2A)=—mw + mo’. 


_ Telle est la condition d’existence d’un polygone fermé de 
2n cdtés ainsi constitué. 

Si l’on projette la biquadratique sur un plan en prenant comme 
point de vue le sommet de lun des cones du second ordre qui la 
contiennent, les projections des génératrices étant tangentes a la 
conique C’ de contour apparent de Q,"on retrouve le théoréme 
relatif aux polygones de Poncelet dans le cas de 7 pair. 

Enfin on pourra appliquer ces formules a d’autres problémes, 
par exemple a la recherche des plans osculateurs stationnaires ; on 
verra facilement que leur nombre est égal a 16, ' 
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